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Resumo - Este trabaho introduz fundamentos de wavelets
sobre campos de Galois. Wavelets ortogonais padrdes sobre
Corpos Finitos, as FF-Wavelets (do inglés Finite Field
Wavelets), sdo derivadas, incluindo a FF-Haar e a FF-
Daubechies. FF-wavelets ndo-ortogonais, como as B-
Splines sobre GF(p) também sdo investigadas. Alguns
exemplos da Andlise Multiresoluciona (AMR) sobre
corpos finitos e condi¢cbes matriciais sobre os coeficientes
do filtro suavizador da AMR para garantir a nulidade de
momentos de uma wavelet sdo mostrados. Um novo
algoritmo répido para o célculo de FF-Wavelets, baseado
na decomposicao bifasica, € introduzido. As Transformadas
de Pacotes Wavelets sobre corpos finitos sdo também
consideradas. Uma aplicac@o demonstra o potencial uso das
FF-wavelets em projetos de esquemas de multiplex por
seqiiéncia multinivel de espalhamento espectral (Mux por
divisdo em c6digos).

Palavras-Chave: Wavelets sobre Corpos Finitos (FF-
Wavelets), FF-Haar, FF-Daubechies, Seqiéncias de
espal hamento espectral, CDM.

Abstract - This paper introduces some foundations of
wavelets over Galois fields. Standard orthogonal finite-field
wavelets (FF-Wavelets) including FF-Haar and FF-
Daubechies are derived. Non-orthogonal FF-wavelets such
as B-splines over GF(p) are also considered. A few
examples of multiresolution analysis over finite fields as
well as conditions for the coefficients of the smoothing
filter to achieve vanishing moments are presented. A new
fast algorithm to compute FF-wavelets, based on a two-
phase decomposition is introduced. Wavelet packed
transforms over finite fields are also considered. An
application of FF-wavelets to design multiplex schemes
with spread-spectrum sequences is presented.

Keywords: Finite field Wavelets, FF-Haar, FF-
Daubechies, Spread-spectrum sequences, CDM.

1. INTRODUGAO

A primeira mencdo sobre wavelets aparece na tese de
doutorado de Alfred Haar em 1909, onde se fala em andlise
escalonada. No inicio da década de 80, Jean P. Morlet (EIf
Acquitaine) e Alex Grossmann (Université de Marseille)
introduziram o conceito de wavelets [1,2] (Morlet recebeu o
prémio Reginald Fessenden Award 1997).

Desde a sua introducdo, as transformadas de Wavelet
(Continuas e Discretas) revelaram-se como uma poderosa
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ferramenta em Ciéncia e Engenharia. Na andlise de sinais e
sistemas, elas tém demonstrado superioridade em relacdo a
andlise de Fourier classicaem diversas situagdes[3, 4, 5, 6].

As wavelets se desenvolveram nos campos da
Matematica, Engenharia, na Fisica Quéntica e hoje a teoria
wavelet tém se proliferado em uma larga gama de
aplicacBes: visdo computacional e humana [7, 8], geologia
sismica, radar/sonar, computacdo grafica [4], predicéo de
terremotos e maremotos, turbuléncia, fractais, bancos de
filtros, distingdo celular (células normais vs patolégicas),
modelos para trato auditivo, processamento de imagens
(eg. reconstrucBdo de imagens em ata resolucdo,
compressdo de imagens [9] ¥ vide padréo JPEG 2000
http://www.jpeg2000.org), descontaminacdo de sinais
(denoising) [10, 11], deteccdo de rupturas e bordas, tons
musicais, neurofisiologia, deteccdo de curtos eventos
patoldgicos (e.g. crises epilépticas) e andlise de sinais
biomédicos (eletrocardiogramas [12], mamografias [13],
eletroencefalogramas etc.) [14, 15], espalhamento em banda
larga, modelagem de sistemas lineares, Séries temporais
[16, 17], modelagem geométrica, reconhecimento de alvos,
Optica [18], andlise de transitorio e falhas em linhas de
poténcia, Metalurgia (rugosidade de superficies),
visualizagdo volumétrica, previsdo de comportamento de
mercados financeiros, solucdo de equacfes diferenciais
ordinarias e parciais, ndo sendo esta lista nem de longe
exaustiva

A Transformada de Wavelet consiste essencialmente
numa decomposi¢cdo do sinal em um conjunto de fungdes
base, todas derivadas de uma Unica wavelet protétipo
(wavelet-mae) por sucessivos escalonamentos (dilatagbes e
compressdes) e translagcdes (deslocamentos no tempo) [19,
20]. As transformadas de wavelet discretas sofrem
dilatacBes e translagbes discretas (inteiras), sendo o caso
diadico o mais utilizado.

Um dos métodos de construcdo de wavelets ortogonais,
desenvolvido por Madlat e Meyer, € a Andise de
Multiresolugdo (AMR) [21]. Este método permite construir
a maoria das wavelets ortogonais. A AMR esti
intimamente relacionada com o algoritmo piramidal usado
na decomposi¢ao e reconstrucdo de wavelets [22].

Adota-se 0 simbolo := para denotar "igual por definicéo".
Como usual, Wavelets sdo denotadas por y (.) e as fungdes
de escala por f(.). Suas respectivas transformadas de
Fourier s30 Y (w) e F(w), respectivamente. Z denota o

conjunto dos inteiros.

Desde a sua introducdo em 1989 a representacdo AMR
vem se consolidando como um método de processamento
de sinais, provendo uma énfase local nas caracteristicas
importantes de um sinal [17]. Este processo é baseado em
um par de filtros com coeficientes {g,} e {/}, associados
asfungdesy (.) ef (.), respectivamente.

A equacd0 f(1)=+2 &hf(2t-n), Que & conhecida

nl Z
COMO a equagdo de dilatagdo ou de refinamento, constitui a
principa relagdo da multiresolugdo [7, 19]. Definindo o
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espectro do filtro suavizador {4} de acordo com

H(w) .~:i éhke'-/w" , 8s seguintes equacdes centrais (no
\/E Hz

dominio da freqliéncia) para a AMR podem ser

demonstradas[17, 21]:

Relacio de dupla-escala para a fun¢ao de escala e para a
wavelet.
Fow)= @ op @0
€2g e2g

B G-av O
Y =GC—Fc—+
o 326 gZz
onde F(w) éatransformada de Fourier dafungdo de escala

€ G(w):= igé e 8 € afungio de transferéncia do
ﬁ i Z @
filtro de detalhes. 1

A comodidade basica da infra-estrutura da informagéo
escaonavel do futuro sera certamente a informagdo
representada na forma de alfabetos discretos. Tal
representacdo da informagdo precisa ser transmitida,
armazenada e manipulada sem erros e quase sempre com
altos niveis de seguranca. O processamento de dados
discretos estd no nicleo da infraestrutura dos novos
sistemas. O processamento de afabetos finitos é um
componente chave de codigos para controle de erro,
codigos para seguranca, acesso multi-usuario, codificacdo
conjunta fonte-cana e muito mais.

A andlise de Fourier também pode ser mapeada para uma
andlise sobre corpos finitos. Tal mapeamento ficou
conhecido como Transformada de Fourier sobre Corpos
Finitos (TFCF), introduzida em 1971 por Pollard [23].
Durante décadas, esta foi a Unica transformada definida
sobre corpos finitos. Outra transformada sobre Corpos
Finitos foi recentemente introduzida, a Transformada de
Hartley sobre Corpos Finitos [24]. Esta transformada é
definida sobre um corpo finito denominado de inteiros
gaussianos Gl (p*), o qual é isomorfo a GF(p™) [24]. Novas
transformadas numeéricas sobre corpos finitos foram
recentemente propostas as quais sdo atrativas para muitas
aplicactes devido a sua baixa complexidade computacional
[25]. Isto permite inclusve a implementacdo de
transformadas "livre de multiplicag@o” (vide Rev. Soc. Bras.
Telecom., este nimero). Essas transformadas tém um papel
importante em problemas relacionados a estruturas de corpo
finito e com aritméticas de inteiros [26].

O potencial das transformadas discretas classicas (DFT,
DCT, DWT etc.) ja encontra-se firmemente estabelecido.
Embora discretizadas no dominio da variavel, as amplitudes
assumidas pel os coeficientes pertencem a um corpo infinito.
Elas podem portanto ser encaradas como "Transformadas
analdgicas' (algo anadlogo, como por exemplo, ao sistema
de Pulsos Modulados em Amplitude, PAM). J& as
transformadas definidas sobre corpos finitos sdo discretas e
tém coeficientes que assumem valores num afabeto finito,
de modo que podem ser interpretadas como "Transformadas
Digitais'. Da mesma forma que os sistemas digitais tém se
mostrado  atrativos comparados aos analdgicos, as
transformadas digitais podem constituir uma abordagem
potente. E natural entfo pensar em uma possivel andlise de
wavelets sobre Corpos Finitos (TWCF, Transformada de

Wavelet sobre Corpos Finitos) que apresente vantagens em
relacdo & andlise de Fourier cléssica sobre Corpos Finitos,
em agumas situagdes. Este tema fascinante tem sido
relativamente pouco explorado. O principal resultado foi
estabelecido por Caire e colaboradores [27]. Em 1995,
alguns desenvolvimentos foram apresentados durante o
ISIT'95, Simpdsio Internacional de Teoria da Informacgéo
do |IEEE [28, 29]. Porém o tema ainda desperta muito
interesse [30] e expectativas [31]. Fica ébvio que dlvidas a
respeito de um tema t&o pouco explorado surjam, como:
Existem TWCF de interesse? Que propriedades seréo
mantidas? Existem aplicagbes para a TWCF e quais seus
potenciais? Este trabalho visa responder algumas destas
perguntas.

No caso de wavelets "convencionais', a transformada
pode ser calculada com base nos filtros suavizador e de
detalhes, sem explicitar a forma de onda da wavelet e da
fungéo de escala. Bancos de filtros em corpos finitos foram
bem abordados no artigo [32], tratando inclusive de
wavelets. Uma das questdes interessantes consiste em
definir as "formas de onda" das wavelets em corpos finitos,
baseadas em propriedades de escal onamento e translag&o.

Seja p um primo tal que p °+1 (mod 8), condicdo
necessaria para que 2 sgja um residuo quadratico do corpo
finito GF(p) [33]. A wavelet-mée serd definida como um
vetor de comprimento N:

Yio= (¥10(0). Y101, Y10(2).-s Y10(N - 1)) s

onde cada componente dey pertence ao corpo de extensdo
GF(p®) ondes éumiinteiro, s 3 1.

Inicialmente serdo tratadas wavelets sobre Corpos Finitos
primos. Seja N um inteiro e D(N) o conjunto dos divisores
de N. O escalonamento sobre corpos finitos ndo pode ser
tomado como um nimero real, al A, como usuamente se
faz, mas sim como um inteiro divisor do comprimento (N).

Propde-se entdo as seguintes operagdes:

1) Escalonamento (y 0 ):

Y jo(i)=Y10(ji)," jl DINI2):={ j tal que j | NI2}.
2) Transla(;c")es(xjk):
Nk (mod N) &
yj,k(i)=y/‘,o(i+7(m; ))' k=0,1,...N-1.
As fungdes wavelet:

Y i =0V k(00 Y (V.Y j4(2)e Y j4(N - 1)), SEO Versbes

escal onadas e/ou transladadas da wavel et-mée y 10°
o N-1 "o -
Propriedade 1. 5 Y ;4(i)° O(mod p)» Jko A
i=0

Definicdo 1. Segja v=(Vo,Vy,...,Vn.1) UM sina-vetor de
comprimento N sobre um Campo de Galois GF(p), de
caracteristica p'2. y ik sdo as funcBes wavelet sobre

GF(p®), s31. A transformada de Wavelet sobre Corpos
Finitos (TWCF) do sna v serd definida como:

N-1 A

TWCF(j k)= Avy (i) (mod p)» © AU& € denotado por
i=0 Jok

TWCF(j’k):<l”Xjk>'D
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2. DECOMPOSIGAO DE HAAR SOBRE
CORPOS FINITOS

Na andlise de sinais constante por partes, as bases de
Haar podem ser mais adequadas [7, 34]. A wavelet de Haar
€ definida pela relacéo:

i1
[

:: 1/5 -I<t£0 . D
— 0<tf£l
V2

y):=i
: o caso contrario
f

Nesta se¢d0 apresenta-se uma construcdo generalizada
das bases ortogonais de Haar. Assume-se que p °+1 (mod
8) e que N é uma poténcia de dois.
Definigio 2. A wavelet-mée de Haar em GF(p) (FF-Haar) é
definida de acordo com:
1

1 590£L<,
N 2

1 i
i)= -1 se—£—<1
Y1o(i) p SEY

i
I
f
|
: 0 caso contrario.
-

i &i (mod N)u
. ! g u )
€, ylo(i):_%_ (p-1)° NZ U e OELN <1-d

%0 caso contrario
Exemplo 1. Considerando a FF-Haar, N=8, sobre GF(p).
Os possiveis fatores de escalonamento j T D(4)={1,2,4}.
Portanto:
j=1 Yio=(2111p-Lp-1p-1p-1)

Y,0=(%1,p-1p-10000)
=(1 p-1,0,0,0 0,0, 0).

Jj=2

J=4 Y 40
Trandagbes de tais sequéncias sdo permitidas, e.g.,

Y,,=(00,0011 p-1p-1)

Propriedade 2. Dada uma versio escalonada da wavelet-

mae y 0 0 nimero de diferentes translacdes possiveis da

wavelet X]_ ‘ € numericamenteigua a;.
Prova. As versdes trandadadas diferentes e possiveis sdo
obtidas para /=0 até k=j-1. 1

2.1 NORMALIZAGAO DE ENERGIA

Para garantir uma transformada isométrica, deve-se
introduzir um fator de normalizagdo. Como N € uma
poténcia de dois e pertence a D(N/2), Nij também sera uma
poténcia de dois.

Supondo p° +1 (mod 8), ent&o F T GF(p). Pode-se, em
J

conseqiiéncia, definir a transformada normalizada por:

1 N-1 -
——— 4wy (i) (mod p)
- 20
i N
Jo

TWCF( k)=

O nimero total de wavelets distintas serd & j
AD(N/2)
Considerando  um subconjunto S | D(N/2) tal
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que a4, =N-1, quando N=2", entdo D(NI2)={1,2,
ASiDN/2)
4,8.2"% e 5; ="§2i=n-1.
JID(N/2) j=1

Todos os valores de j T D(N/2) serfio usados como
versdes escalonadas da wavel et-mée. Essas formas de onda,
em conjunto como sinal* (1111 .. 1) geram N sinais
ortogonais entre si, sobre GF(p) e de comprimento N, i.e.,
foram geradas as bases ortogonais de Haar. Apesar do
escalonamento j=0 ndo ter significado, por convencdo e

conveniéncia adota-se y 0o P2 denotar a seqiiéncia "toda
um". .
Exemplo 2. A esquerda tem-se a FF-Haar sobre GF(7) e a

direitatem-se a Wavelet FF-Haar normalizada sobre GF(7).
(11 111) (11111111)

111
116
660
001
00O
160
001
000

R e N N e
Coororr
SCoooorr
OCoooroo
FPoooooo
DoooomOoO o™
N e

Ficaclaro que:
N-1
_%oy jk(i)° 0 (mod p)»
N-1
& y2jk(i)°1(mod p) ©
i=0
N-1 ] i woqoa 10
ay x(i)y ji(i)° 0 (modp), J°J or k k.
i=0
Se N ndo for uma poténcia de dois, wavelets ndo-
ortogonais sdo geradas, eg., N=24 sobre GF(7). Neste
exemplo, D(12)={1, 2, 3, 4, 6, 12}.

# de versoes transladadas

j=0

111111111111111111111111 1
J=1111111111111666666666666 1
J=4111666000000000000000000 4
J=6116600000000000000000000 6
j=12

160000000000000000000000 12

24
Estas wavelets ndo sdo mais ortogonais, por exemplo,
<y(21),y(60)> O (mod p). AS wavelets duais podem ser

facilmente derivadas.

2.2 DECOMPOSIGAO PIRAMIDAL DE HAAR

Uma das ferramentas mais poderosas proveniente da
teoria de wavelets é a decomposicéo de dados via algoritmo
de filtragem piramidal [4, 20, 35].

Exemplo 3. Considerando um filtro de dois elementos (1,
1), a decomposicéo FF-Haar sobre GF(7) resulta em filtros
passa-baixa e passa-alta com coeficientes, respectivamente:

! Egte sinal desempenha o papel da fungdo de escala para a FF-
Haar. Note que o valor médio ndo é nulo.



Revista da Sociedade Brasileira de Telecomunicagdes

Volume 17, Nimero 1, Junho de 2002

h=[55] h*=[55]
g=[25] g~=[52].
O processo de filtragem é exatamente idéntico ao caso
convencional, exceto pelo fato que as operaces sdo
tomadas mod p. 4

3. B-SPLINES SOBRE CORPOS FINITOS

Splines sdo familias de curvas obtidas por combinagdes
lineares de bases polinomiais. Abaixo um exemplo de
wavelet gerada a partir de B-splines [7, 19]. A seguinte
relacdo geral de auto-recursdo pode ser demonstrada:
Proposicio 1. (Relagcdo geral de dupla escala para B-
splines) [19]:

g’ o-m+l

Na(t)= &

Desta forma, segue-se que:
Ny(1)=Ny(2t) + Ny(2t- 1)

2N (2-n). O
ng

No(t) = %Nl(Zt) +Ny(2-1) +%Nl(2t -2)

N3(t):%N3(21)+%N3(2t— l)+gN3(2t— 2)+%N3(2z— 3)

(e assim por diante).

Uma B-spline pode ser portanto utilizada como fungdo de
escala f(r)=N,(1), obedecendo a uma equacéo de escala
dupla explicitada pela relacdo de auto-recurséo dada acima.
Os coeficientes sio exatamente os coeficientes /,, ndo nulos
da AMR B-spline. Uma wavelet simples, ndo-ortogonal,
como a n-cardina B-Spline, n<p+1, pode também ser
derivada sobre corpos finitos, GF(p), onde p © 1 (mod 8).

Um filtro de (n+2) elementos € dado por:

(2" Eas;~+10 (mod p), k=0,1,2,....n+1,
permanecendo a relacdo com a defini¢do classica da B-
Spline. O fator de normalizago é dado por: (2.(mod p).2™".
Como exemplos de B-Splines sobre corpos finitos é
possivel citar a B-Spline quadratica sobre GF(7) (2-cardina
B-spline) com coeficientes dosfiltrosdadapor [ 322 3] ou
[4554].

4. CONDIGOES PARA ANULAR
MOMENTOS DE UMA WAVELET

No caso continuo, Wavelets y(t) com uma maior
regularidade podem ser obtidas impondo a nulidade para os
primeiros momentos de 'y (.), 0 que significa transi¢bes mais
suaves na passagem de um subespaco ao préximo
subespaco da AMR. Para wavelets de uma mesma familia,
um dos parémetros importantes € o ndmero de momentos
nulos. Como versar estas condi¢Oes para wavelets em um
corpo finito? Esta se¢do trata de Wavelets continuas,
estabelecendo resultados que sejam mais simples de

"transferir" para um corpo finito. Lembrando a relagdo de
v Q_aev0 X
—G Z, a anulagdo dos
J2 $25 &24
momentos dey (t) tem implicagdes sobre o filtro G(.).
Por exemplo,

dupla-escala Y (w)=

Y (w)l,=0=0pP

22y V) = G Q:(l)&WOJ, G(l)ge‘&gwo—o em w=0.
e &2 2} €2g e2g
Assim,
Y Y (w)ly=0=0pP
GOF(0)+cY(0F(0)=0 \ G(0)=0.
No caso geral, anular os N primeiros momentos de y (t),
m=0,1,...,N-1 implicaem
Y ™ (w)|,=0=0P G™(0)=0 m=0,12,...N-1I.
(Nota: n&o confundir com o N, comprimento de y paraa
TWCF).
Pelas condicdes QMF [21, 35] isto implica em H™(p)=0
param=0,1,...,N-1.
Quando os N primeiros momentos séo nulos, entéo:
H(p)=0 e G(0)=0;
H(p)=0 e G'(0)=0;
H"(p)=0e G"(0)=0;

HNY(p)=0 e GW¥(0)=0.
Um caso de particular interesse é quando o filtro H(.)
possui apenas L elementos néo nulos i.e,
H(w)= ga e 2
o
As condigdes sobre a nulidade dos primeiros N
momentos podem ser expressas em termos dos coeficientes
dofiltro H:

i) Hp)=0 U H(0)=+2 (normaizago)

I-1 oL
8 (-1)fn =00 Lélhk =42,
k=0 5=0

ii) HY(p)=0 (Nulidade do primeiro momento)

1
& (-1%kn, =0,
k=0
iii) H?(p)=0 (Nulidade do segundo momento)
S - vk rum =0,
k=0
iv) H9(p)=0 (Nulidade do terceiro momento)

L-1 k
& (-1 k(k+1)(k+2)h, =0,
k=0
e assim por diante.
Condigdes equivalentes, expressas em termos do filtro G,
S80:
i) G(0) =0 (normalizacdo)

L1
a gr = 0,
k=0
i) GP(0)=0 (Nulidade do primeiro momento)
L-1
é kgk = 01
k=0

iii) G®(0)=0 (Nulidade do segundo momento)
I-1
Sk(k+1)g, =0
k=0
iv) G®(0)=0 (Nulidade do terceiro momento)
I-1
dk(k+1)(k+2)g; =0,
k=0
e assim por diante.
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As condi¢des de nulidade dos primeiros N momentos de
um filtro H(w) com apenas L coeficientes (L par) ndo nulos
podem ser escritas de formamatricial:

1 -2 3 -4 (L-1) n
12 23 34 45 “(L-1)L hy
1.2.3 2234 345 -456 - (L-DLL+1) hy | _
1.2.3..(N-1) o (L-1)L(L+1)..(L+N-3)|h;_4

A relagdo matricial acima pode ser simplificada obtendo-
se uma nova matriz de nulidade de momentos:

1 -2 3 -4 5. (L-1 I
-1 3 -6 10 -15-- -(L-DL2 Iy
I -4 10 -20 35-- (L-DLL+D/6 I3
1 s SL-DLLH DA || |

-15 35 - 70
~ bR LA (L+N-3)
I e N1 (2

A relagdo de normalizagdo introduzida, conduzindo a
uma matriz N' L (completa) de nulidade de momentos,

[X]=(%; ;)

[X].[h]=0],
ou seja,

1 1 -1 1 - -1 o
01 -2 3 -4 (L-1) hy
0-1 3 -6 10 ~(L-1)L/2 o
01 -4 10 -20 (L-1)L(L+1)/6 b | =
0-1 5 -15 35 - (L-VL(L+V(L+2)/ 24) ;.
6 --1 t'N ) (L—l)L(L+l‘),,A(L+N—3)h

(N-1)! L-1

Os elementos da matriz de nulidade de momentos podem
ser gerados de formarecursiva:

41 REGRA DE GERAGAO RECURSIVA

Regral. Xy; =(-1)("*//

Regra2. X;; =d;

Regra3. X;u1; =~ (X; +Xpa1,.1), 16i<N e 1GEL D

Isto implica, por exemplo, que:

X2, =(-1).(j- 1),
Xip=(-1)" 1.

Como exemplo, um filtro de Daubechies com 4

coeficientes ndo nulos para gerar a wavelet D, (denotada

como z(zf\’,””) ou db2), com N=2 momentos nulos, &

EXpresso por: H(w)= gahke 2,

2
com [ ho hy hy hy ]= 443 3+43 3-43 1-430
842 42 42 424
Da matriz simplificada, obtém-se
ho
1 -1 1 -1dn |0
‘0 1 -2 3]"},2 _‘3
h3

(0] ho'hl+h2' h3=0,
(1] /’ll- 2h2+3/’l3:0.

42

Duas equacbes complementares (no caso gera, N
equagdes) provém da condicdo de normalizagdo e das
condicdes de ortogonalidade.

hE+h?+hi+hZ =1,
hoh, + hihy =0.

Para anular os momentos de uma wavelet definida sobre
um corpo finito, propde-se usar a relagdo envolvendo a
matriz completa de nulidade de momentos. Define-se a
matriz considerando os elementos X; ; como elementos do

corpo finito GF(p).

5. FF-DAUBECHIES WAVELETS SOBRE
CORPOS FINITOS PRIMOS

A wavelet ortogonal mais importante da teoria de
wavelets é awavelet de Daubechies [17, 36]. (1. Daubechies
recebeu o |EEE Info. Theory Soc. Jubilee Medal). Desgja-se
encontrar uma decomposicdo wavelet ortogonal similar
sobre GF(p). S0 empregadas wavelets diddicas derivadas
de uma wavelet-mée

YOy (i) =(N2)y(2)i- k).

A Andise Multiresoluciona é gerada pela fungdo de
escalonamento f(.) tal que: f,,¢i)° (2)//%(2/i- k), de
modo que: 4, (i)° V2 f(2i- k) (mod p).

Uma multiresolucdo ortogona sobre GF(p) € gerada por
f(.) que preservaa
Dilatacio ou Equaciao de Refinamento.

N-1
f(i)° N2 (mod p). & hf(2i- k) (mod p)-
k=0
A FF-wavelet deve satisfazer:
N-1
Y(i)° 2 (mod p). & gif (2 - k) (mod p)-
k=0

Os filtros /1 e g s@o Filtros Espelhados em Quadratura
(QMF, do inglés Quadrature Mirror Filters) de
comprimento N=2" e a multiresolucdo € realizada em n
passos.

Requerimento dos Filtros para a Multiresolucio.

2 (mod p)>

ahk

No-l
8. ° 0 (mod p).
k=0 k=0

k ° (- hy_qy (mod p),
-1
"8 sz © O (mod p), M0, 0
k=0

Exemplo 4. Considerando uma FF-Daubechies de
comprimento N=4 (db2) sobre GF(97). A andise
multiresolucional pode ser realizada com o auxilio dos
seguintesfiltros:

Suavidade (passa- baixa) 4 =[ 92, 47, 12, 57]

Detalhes (passa-ata) g =[57, 85, 47, 5].
Osfiltros so tais que:
" k=0,..,3 g, © (-1)fhy., (mod 97).
Aindamais:

3 3
& hy © 14 (mod 97), § g, ° 0 (mod 97)
k=0 =0

3
éhkhk+2 °0 (mOd 97) D
k=0
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A nulidade dos dois momentos desta wavelet pode ser
verificada através da congruéncia:
9

‘1 % 1 96‘4

(o}

0 1 95 312
5

A tabela abaixo especifica os coeficientes dos filtros passa-
baixa para uma AMR via db2 sobre GF(p), para p=23,
47,71, 73 e 97. Na tabela 2, apresentam-se os coeficientes
para as wavelets de Daubechies db3 sobre os corpos finitos
p=31, 41, 79, 281, 359, 431 e 449.

j (mod 97).

Corpo Coeficientes de db2 sobre GF(p)

GH(p) ho® hy° hy° hs®
GF(23) 21 14 11 18
GF(47) 29 19 45 8
GF(71) 66 69 11 8
GF(73) 58 50 72 7
GF(97) 97 47 12 57

Tabela 1. Coeficientes de db2 sobre alguns corpos finitos.

Corpo Coeficientes de db3 sobre GF(p)

GF(p) | he hi® h® hg® hs® hs°
GFBY | 20 | 3 | 15 | 7 | 22 | 25
GF(4) | 25 | 36 | 10 | 23 | 3 | 11
GF(79) | 43 | 53 | 24 | 26 | 56 | 44

GF(281) | 91 150 60 190 64 156
GF(359) | 119 | 270 286 69 124 | 190
GF(431) | 270 | 336 215 36 283 | 396
GF(449)| 82 | 315 186 386 166 | 182
Tabela 2. Coeficientes de db3 sobre alguns corpos finitos.

6. UM ALGORITMO RAPIDO PARA A
TWCF BASEADO NA TFCF

A transformada de wavelet ciclica de comprimento N
[27] pode ser calculada com auxilio dos operadores G e H
definidos por®:

N-1
(Gx )y = léogz- %X »

N-1
(Hx ) == @ hygpx; .
1=0

Sejam ¢ e d as sequéncias dadas por cj .=(Hx), e
d, :=(Gx),. Este somatério, que eqlivde a uma
correlacdo seguida de uma subamostragem, pode ser
calculado através da TFCF de comprimento N pelo teorema
da convolugdo. Se a transformada dos filtros 4 e g forem
pré-calculadas, sdo necessarias uma TFCF direta e duas
TFCF inversas de comprimento N, aém de 2N
multiplicagdes. Entretanto, este calculo pode ser efetuado
de forma mais eficiente.

Calculando a TFCF do vetor ¢ usando um elemento z do

corpo finito, com ordem N/2 (ord(z) =N / 2), tem-se;

2 N2o confundir com osfiltros G e H daAMR.

Na-1 v Ve IN-1 "
C(i)= & c(k)z" = a & h(j- 2k)x(j)z'
k=0 k=0 j=0
N1 Yl ik
= &x(j)a h(j- 2k)z".
j=0 k=0

O somatorio interno no segundo membro da equacdo
acima pode ser calculado de forma separada nos casos em

quej é par ou impar, introduzindo as sequéncias 7 ° e it
definidas por:
W0 ={n0) n-2) ne-4)
ht={n1) n-1) n-3)
em que
70k ):=h(-2k (mod N))
e hi(k):=h(1- 2k (mod N)), k=0,1,....NI2-1.
Logo para; par:

7

h(2)}
h(3)},

_ . ik _ 71
S;=a h(j-2k)z" = a
7 k=0 k=0
emaque H°(i)=TFCF(1°(k)), pois ord(z)=N /2.
Paraj impar,
N/-1 ] N1 oY) i(j-1)
Sj= /§ h(j- 2k)z* = /§ W'k )z"*z : = HY(i)z T,
k=0 k=0
emaque H(i)=TFCF(h*(k)).
Mas,

%1 %

~ P LA
hok)z*z2 =H%i)z2

N-1 2 " 1 %-1
&x(j) & h(j-2k)z™ =& x(2j)Sy; + & x(2j+1)Sp;u
j=0 k=0 j=0 j=0
Substituindo esta relagdo na expresséo de S;, tem-se:
Yt ~0 i gt 1 i
C(i)=a x(2j)H"(i)z¥ + & x(2j+DH (i)zV .
Jj=0 Jj=0

Definindo as expressdes x%e x* dadas por:

x0:={x0) x(-2) x(-4)
={x1) x-1) x(-3)

tem-se:

x(2)}
x(3)}

~n Y1 o Ml y
c(i)=8%i)"& 02 +8Yi) & i)
j=0 =0
Sejam X% X! asTFCF de x° e x%, respectivamente.
Logo a expressdo de C(i) pode ser escrita daforma:
C(i)=Xx°i)aC i)+ X i )H (i)
Finamente, c(k )=TFCF (C(i)).
O cédlculo da seqiéncia {d;} € redizado de modo
analogo. Sejam

3°={g(0) g(-2) g(-4) - g2}
F={gw e-1 g-3) - g3k}
Definindo
GO(i)=TFCF(g°(k)),
G(i)=TFCF(g(k)), .
D(i) :=TFCF(d(k)),
tem-se:

D(i)=Xx%1)G%i)+ X(i)GYi) .
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S80 necessarias agora duas TFCF diretas e duas TFCF
inversas de comprimento N/2. O nimero de multiplicagdes
no dominio dafreqiiéncia é 2\.

Pode-se observar que:

a%i)= H-i), AYi) = HY(-i),
GO%i)= G%-i)e GY(i)= GY-i).
Logo da relacio entre as fungdes H°¢i), H(i),
G%i), GY%i) temrse
a2%(1)= GYi),
qYi)=- G%i).
Isto resulta em:
c(i)=x°i)GYi)- x*i)G%i).

Observando que as expressdes de C(i) e D(i) possuem a
mesma estrutura de uma multiplicacdo complexa, €elas
podem ser calculadas por [26, p.73]

o

sy & (7 08 We
gond ™ e oy
v Xi)+ X*(i)3g 14& (18

Dessa forma reduz-se o nimero de multiplicagdes no
dominio dafregqiiéncia de 2N para 3NV/2. A figura 1 mostra o
esguemado calculo da TWCF pelo agoritmo descrito.

Uma alternativa para reduzir a complexidade do célculo
da transformada é o uso de filtros com poucos coeficientes
néo nulos. Se as linhas das matrizes H; e G;j possuirem no
maximo M elementos ndo nulos, entdo o j-ésimo estagio da
decomposicdo precisasd de no méaximo MN2Y/
multiplicagdes e (M - 1)N2¥ / adicBes.

Logo a decomposicdo completa precisara de no maximo

-1
uma ordem de (2M - 1)Nné 2/ =2(2M -1).(N-1)
Jj=0
operagOes, em comparagdo com O(Nlogy( N )) operagdes
necessérias para um agoritmo usando a TFCF.

X X
par —» TFCF
Xi
Xil Xkl
impar —¥ TFCF
i
GOk)+ i GrreT—=0Q
0
G
<4—| TFCF! |€¢— Red —
C(K)+j.D(K)
g '
<4— TFCF' |¢— Imag. |q¢—
Figural. Esquema do cdculo da TWCF pela

decomposic¢do bifasica.
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7. A TRANSFORMADA DE PACOTES
WAVELET EM CORPOS FINITOS

Uma generalizagdo da DWT foi proposta por Coifman
[37], chamada de Transformada de Pacotes Wavelet (TPW).
Nela, a decomposicéo é feita aplicando recursivamente os
operadores H e G, sobre o resultado de cada filtragem. No
caso particular da DWT, os filtros H e G sdo aplicados
apenas sobre a seqiiéncia resultante da filtragem passa-
baixa. O nimero de combinagdes de bases possivel para a
TPW é proporcional a N2, onde N é o comprimento da
transformada. Esta flexibilidade de escolha da melhor base
pode ser usada, por exemplo, ha compressdo de imagens.

No caso da transformada de wavelet sobre um corpo
finito, sdo utilizadas recursivamente os operadores ¢/e
H/, onde j é a escala, sobre o resultado da filtragem na
escaa j-1. A reconstrucdo é feita através dos operadores

adjuntos (G’ )" e (H’/)" . Desta forma, pode-se fazer a
decomposi¢do do espaco linear em subespacos.

W= Aw it
onde anotacéo A indicaasomadiretae:

wrt=G'wh),
0 que congtitui uma generalizagdo da decomposicdo em
espacos V' e W[25], em que V' € um espaco vetorial.

Para cada j=1,2,...,n, define-se o subespaco /#; como o

complemento ortogonal de ¥ tal que

Vii=w;Av;.

Logo Vo =wQ. V1 =w?, Wy =} eassm por diante.

O resultado € uma avore bindria em que cada né
representa um subespaco, cujas fungdes sdo divididas por
um banco de filtros de dois canais, como pode ser visto na
figura 2. As funcBes resultantes geram subespacgos filhos
ortogona mente complementares ao subespaco pai.

W20 —> W3O

EE—
L W5

w;°
—
. > W5
W,

——p

A
We.
—p

W,2 —» W,

—P
Wy’

W'
—p
we —» W
W 7
3’
Figura 2. Decomposicdo em subespacos usando a
Transformada de Pacotes Wavelet.
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8. APLI_QAQAO: PROJETO DE
SEQUENCIAS DE ESPALHAMENTO
ESPECTRAL

Multiplexacdo digital costuma se referir a TDM (do
inglés, Time Division Multiplex), podendo também ser
obtida por CDM (do inglés, Coding Division Multiplex),
gue tem sido largamente utilizado apds a padronizacéo 1S
95 do sistema CDMA (do inglés, Code Division Multiple
Access) para telefones celulares [38]. CDMA tem se
tornado um esquema de acesso mdltiplo para comunicages
moveis bastante popular na atualidade. Nesta secdo
introduziremos uma nova classe de esquemas CDM/CDMA
baseado em transformadas de wavelet sobre corpos finitos.

As portadoras wavelet digitais tém a mesma duragdo 7 de
um simbolo de entrada a ser modulado, tendo entéo N chips
por simbolo de dados. O intervalo de cada wavelet-simbolo
€ de T/N. Tem-se, em conseqiéncia disto, um fator
expanséo dalargura de banda, N, quando sio multiplexados
N canais. Este é o mesmo resultado de multiplexagbes FDM
(doinglés, Frequency Division Multiplex) e TDM.

Dois exemplos simples e ilustrativos serdo apresentados
a seguir, considerando um projeto de seqiiéncias ortogonais
de espalhamento espectral de comprimento N=8. A
Wavelets FF-Haar sobre GF(p) pode ser usada para derivar
as seqiéncias. Outras FF-wavelets podem também ser
usadas, definidas sobre outros corpos (e.g. vide Exemplo 6).

Exemplo 5. Sequéncias de espalhamento espectral
utilizando wavelets FF-Haar sobre GF(7).

Wavelets Ortogonais (e.g. Exemplo 2) podem ser usadas
como as seqiéncias de espahamento espectral. Cada
usuério tem uma sequiéncia que corresponderd a uma versao
escalonada/transladada de uma mesma wavelet-mae. Um
esquema deste sistema pode ser visto nafigura 3.

#do Canal

#1 -
212 u{:x

£1 e
#4 “:u_.;?l
25 T
#6 o
£7
£8

'
R

Figura 3. Sistema Multiplex utilizando wavelets FF- Haar.

O operador 5 denota a adicéo vetoria convencional com

componentes tomados modulo p. A multiplicac8o indicada
por @ denota uma multiplicagdo "componente a
componente", reduzida médulo p. A duragdo do simbolo de

informacdo na entrada é N vezes maior que a de um
simbolo GF(p) da seqiiéncia de espalhamento. Suponha
que, por exemplo, num determinado intervalo de tempo, o
dado a ser transmitido pelo usu&rio do cana #3 sga 2,
sendo 2 T GF(7). A seqiiéncia de espalhamento espectral
deste canal é

X20=(44330000),

o sinal espalhado sera entéo:
(22222222) A(44330000)° (11660000) (mod 7)
Por simplicidade isto é denotado por:
2@ A 4232 0@ e 12 62 04 (mod 7).

Suponha, hum certo intervalo de tempo, que 0s usuarios
dos canais 1 ao 8 estejam transmitindo os seguintes dados:
(3021655 4)T. As seqgiiéncias de espalhamento
correspondentes (assinatura codificada do usuério) sdo,
respectivamente

vy y vy
10

00 — 2,

VLY Y Y Y

21 =40 —41 —42 —43

A seqiiéncia CDM serg entéo:

CDMed © 38 A 0® A 126(2(4) A o(44(2)3(2)

A 2VUsLn(6) A o(2)4V3(Vo(4) A of ¥ aV3Vo(2) A o 861V
)

ousga, CDMg® (62654350) (mod 7):=r. Ficaclaro
gue este sinal nem € TDM nem FDM.

Os sistemas de multiplexagdio e de acesso mudltiplo
derivados de Wavelets sobre Corpos Finitos podem ser
enquadradas no escopo da técnica denominada de GDMA
(do inglés, Galois Field Multiple Access), recentemente
introduzida [39].

Como as Wavelets FF-Haar sdo ortogonais, dados de
cada usué&rio podem ser facilmente recuperados com um
simples produto interno sobre GF(p). Como exemplo,
considere a recepgao dos sinais enviados pelos usuarios dos
canais#3e#8.

Canal#3 <r)y v >0 2 (mod7),

Canal#8 <r,y >° 4 (mod?7).
=43

O sistema GDM baseado na transformada de Hartley de

corpo finito tem que garantir um sincronismo perfeito entre
as portadoras casoidais usadas nos multiplexadores e nos
demultiplexadores [40, 41]. TWCF ortogonais podem ser
usadas como sequéncias de espalhamento espectral, sendo
implementadas em novos sistemas GDM, resultando em um
controle de sincronismo mais eficiente. Isto ocorre devido
ao fato de que as sequiéncias de cada usuério sao versdes de
uma mesma wavelet-mde. Estas seqiéncias podem ser
geradas com uma mesma freqiéncia de “relégio”,
realizando sucessivos escalonamentos e trandacfes. Uma
outra idéia atrativa € a aplicagdo da multiresolucdo para
implementar a (de)multiplexagdo.
Exemplo 6. Denote a sequiéncia de entrada do multiplex por
K ={so,51,52,53,s4,s5,36,s7} , em que cada simbolo
proveniente de um usudrio distinto € um elemento do corpo
finito. A saida do multiplexador é dada pela soma

M =sof oo +51Y 00+ 5210+ 53Y 11+ 54Y 20 +55Y 21+
SgY 22 *57Y 23

Este esquema equivale ao clculo da TWCF inversa as
seqiéncias, portanto a demultiplexacdo eqlivale ao calculo
da TWCEF direta.
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Seja N=8 sobre o corpo GI(11), com os filtros gerados a  podem ser promissoras para canais com alta relagdo sinal-

partir de {G°}={3 0 o o} e{GY={5 10 10 10} utilizando
z=j (i.e, z% o0 -1) nocélculo da TFCF.

A TWCEF pode ser representada por

{ca0. doo. di0. di1, d20. day, d2z. dasl-

As portadoras wavel et s cal culadas a seguir:
foo=TWcF'ft 000000 0d)=58988894g
Yoo=TWCF{0 1 0000 0 d)=(3 10 3 10 5 10 3 1¢
yio=Twcrfo 010000 ¢)=5 5105559 7
yu=TWcF{o 0 01000 @)={559 555105
yoo=TwcFfoooo100d)=o 6979797
yu=TWcF{o 0 00010@)={o0 796979 7%
yoo=TWcFfoo0o0001d)=o 7979697
yos=TWCF' {0 000000 H={0 79797094

Considerando uma seqiiéncia de entrada particular, por

exemplo, s={12,34,56,7,8, a saida do multiplexador
sera entdo
M =sof 0o +51Y 00 *52Y 10 +53Y 11 t54Y 20 F
s5Y 2156y 22 t57Y 23
=6 97817 8 ¢.

Como as sequéncias das portadoras wavelet sdo
ortogonais, os simbolos de entrada podem ser recuperados
através do produto interno sobre Gl (11).

Outra vantagem deste esquema para aplicagdes
CDM/CDMA ¢é a facilidade de implementacdo em
moduladores multinivel. No entanto este esquema apresenta
baixa imunidade a erros e eficiéncia depende da aplicacdo
de cbdigos corretores de erro, que por sua vez, também
utilizam ateoria de corpos finitos [26,30].

9. CONCLUSOES

O processamento de sinais em corpos finitos vem se
revelando uma ferramenta cada vez mais atrativa na
manipulacdo da informagdo. Este trabalho apresenta
técnicas que utilizam estruturas em corpos finitos,
mostrando potenciais aplicagdes. A Transformada de
wavelet de corpo finito (TWCF) é apresentada, explicitando
as funcBes wavelets em corpo finito. Apresentam-se
condigdes matriciais sobre os coeficientes do filtro
suavizador de uma AMR para garantir a nulidade de
momentos de uma wavelet. Estes resultados sdo facilmente
adaptados para a TWCF. Um novo agoritmo rapido para o
célculo da TWCF, baseado em uma decomposicdo bifasica,
€ introduzido. As Transformadas de Pacotes Wavelets
(TPWs) sobre corpos finitos sdo também consideradas. FF-
Wavelets podem ser usadas como uma poderosa ferramenta
em projetos de seqiiéncia de espalhamento espectral
multinivel. Os usuarios tém diferentes categorias de
espalhamento, dependendo do fator de escalonamento.
Novos esquemas de multiplexacdo digital baseados em tais
sequéncias também foram introduzidos, se encaixando em
esquemas de multiplex por divisio em cdédigos CDM
Multinivel. Essa abordagem explora as propriedades da
ortogonalidade das seqUéncias né&o-binarias sincronas,
definidas sobre corpos finitos. Tais seqiiéncias (esgquemas)
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