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Resumo. - Este trabalho introduz fundamentos de wavelets
sobre campos de Galois. Wavelets ortogonais padrões sobre
Corpos Finitos, as FF-Wavelets (do inglês Finite Field
Wavelets), são derivadas, incluindo a FF-Haar e a FF-
Daubechies. FF-wavelets não–ortogonais, como as B-
Splines sobre GF(p) também são investigadas. Alguns
exemplos da Análise Multiresolucional (AMR) sobre
corpos finitos e condições matriciais sobre os coeficientes
do filtro suavizador da AMR para garantir a nulidade de
momentos de uma wavelet são mostrados. Um novo
algoritmo rápido para o cálculo de FF-Wavelets, baseado
na decomposição bifásica, é introduzido. As Transformadas
de Pacotes Wavelets sobre corpos finitos são também
consideradas. Uma aplicação demonstra o potencial uso das
FF-wavelets em projetos de esquemas de multiplex por
seqüência multinível de espalhamento espectral (Mux por
divisão em códigos).

Palavras-Chave: Wavelets sobre Corpos Finitos (FF-
Wavelets), FF-Haar, FF-Daubechies, Seqüências de
espalhamento espectral, CDM.

Abstract - This paper introduces some foundations of
wavelets over Galois fields. Standard orthogonal finite-field
wavelets (FF-Wavelets) including FF-Haar and FF-
Daubechies are derived. Non-orthogonal FF-wavelets such
as B-splines over GF(p) are also considered. A few
examples of multiresolution analysis over finite fields as
well as conditions for the coefficients of the smoothing
filter to achieve vanishing moments are presented. A new
fast algorithm to compute FF-wavelets, based on a two-
phase decomposition is introduced. Wavelet packed
transforms over finite fields are also considered. An
application of FF-wavelets to design multiplex schemes
with spread-spectrum sequences is presented.

Keywords: Finite field Wavelets, FF-Haar, FF-
Daubechies, Spread-spectrum sequences, CDM.

1. INTRODUÇÃO

A primeira menção sobre wavelets aparece na tese de
doutorado de Alfred Haar em 1909, onde se fala em análise
escalonada. No início da década de 80, Jean P. Morlet (Elf
Acquitaine) e Alex Grossmann (Université de Marseille)
introduziram o conceito de wavelets [1,2] (Morlet recebeu o
prêmio Reginald Fessenden Award 1997).

Desde a sua introdução, as transformadas de Wavelet
(Contínuas e Discretas) revelaram-se como uma poderosa
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ferramenta em Ciência e Engenharia. Na análise de sinais e
sistemas, elas têm demonstrado superioridade em relação à
análise de Fourier clássica em diversas situações [3, 4, 5, 6].

As wavelets se desenvolveram nos campos da
Matemática, Engenharia, na Física Quântica e hoje a teoria
wavelet têm se proliferado em uma larga gama de
aplicações: visão computacional e humana [7, 8], geologia
sísmica, radar/sonar, computação gráfica [4], predição de
terremotos e maremotos, turbulência, fractais, bancos de
filtros, distinção celular (células normais vs patológicas),
modelos para trato auditivo, processamento de imagens
(e.g. reconstrução de imagens em alta resolução,
compressão de imagens [9]  vide padrão JPEG 2000
http://www.jpeg2000.org), descontaminação de sinais
(denoising) [10, 11], detecção de rupturas e bordas, tons
musicais, neurofisiologia, detecção de curtos eventos
patológicos (e.g. crises epilépticas) e análise de sinais
biomédicos (eletrocardiogramas [12], mamografias [13],
eletroencefalogramas etc.) [14, 15], espalhamento em banda
larga, modelagem de sistemas lineares, Séries temporais
[16, 17], modelagem geométrica, reconhecimento de alvos,
Óptica [18], análise de transitório e falhas em linhas de
potência, Metalurgia (rugosidade de superfícies),
visualização volumétrica, previsão de comportamento de
mercados financeiros, solução de equações diferenciais
ordinárias e parciais, não sendo esta lista nem de longe
exaustiva.

A Transformada de Wavelet consiste essencialmente
numa decomposição do sinal em um conjunto de funções
base, todas derivadas de uma única wavelet protótipo
(wavelet-mãe) por sucessivos escalonamentos (dilatações e
compressões) e translações (deslocamentos no tempo) [19,
20]. As transformadas de wavelet discretas sofrem
dilatações e translações discretas (inteiras), sendo o caso
diádico o mais utilizado.

Um dos métodos de construção de wavelets ortogonais,
desenvolvido por Mallat e Meyer, é a Análise de
Multiresolução (AMR) [21]. Este método permite construir
a maioria das wavelets ortogonais. A AMR está
intimamente relacionada com o algoritmo piramidal usado
na decomposição e reconstrução de wavelets [22].

Adota-se o símbolo := para denotar "igual por definição".
Como usual, Wavelets são denotadas por ψ(.) e as funções
de escala por φ(.). Suas respectivas transformadas de
Fourier são )w(Ψ  e )w(Φ , respectivamente. Z denota o
conjunto dos inteiros.

Desde a sua introdução em 1989 a representação AMR
vem se consolidando como um método de processamento
de sinais, provendo uma ênfase local nas características
importantes de um sinal [17]. Este processo é baseado em
um par de filtros com coeficientes {gk} e {hk}, associados
às funções ψ(.) e φ(.), respectivamente.

A equação ∑ −φ=φ
∈Zn

n )nt(h)t( 22 , que é conhecida

como a equação de dilatação ou de refinamento, constitui a
principal relação da multiresolução [7, 19]. Definindo o
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espectro do filtro suavizador {hk} de acordo com

∑=
∈

−

Zk

jwk
k eh:)w(H

2

1 , as seguintes equações centrais (no

domínio da freqüência) para a AMR podem ser
demonstradas [17, 21]:

Relação de dupla-escala para a função de escala e para a
wavelet.
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
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onde )w(Φ  é a transformada de Fourier da função de escala

e 

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1  é a função de transferência do

filtro de detalhes.  o

A comodidade básica da infra-estrutura da informação
escalonável do futuro será certamente a informação
representada na forma de alfabetos discretos. Tal
representação da informação precisa ser transmitida,
armazenada e manipulada sem erros e quase sempre com
altos níveis de segurança. O processamento de dados
discretos está no núcleo da infra-estrutura dos novos
sistemas. O processamento de alfabetos finitos é um
componente chave de códigos para controle de erro,
códigos para segurança, acesso multi-usuário, codificação
conjunta fonte-canal e muito mais.

A análise de Fourier também pode ser mapeada para uma
análise sobre corpos finitos. Tal mapeamento ficou
conhecido como Transformada de Fourier sobre Corpos
Finitos (TFCF), introduzida em 1971 por Pollard [23].
Durante décadas, esta foi a única transformada definida
sobre corpos finitos. Outra transformada sobre Corpos
Finitos foi recentemente introduzida, a Transformada de
Hartley sobre Corpos Finitos [24]. Esta transformada é
definida sobre um corpo finito denominado de inteiros
gaussianos GI(ps), o qual é isomorfo a GF(p2s) [24]. Novas
transformadas numéricas sobre corpos finitos foram
recentemente propostas as quais são atrativas para muitas
aplicações devido a sua baixa complexidade computacional
[25]. Isto permite inclusive a implementação de
transformadas "livre de multiplicação" (vide Rev. Soc. Bras.
Telecom., este número). Essas transformadas têm um papel
importante em problemas relacionados a estruturas de corpo
finito e com aritméticas de inteiros [26].

O potencial das transformadas discretas clássicas (DFT,
DCT, DWT etc.) já encontra-se firmemente estabelecido.
Embora discretizadas no domínio da variável, as amplitudes
assumidas pelos coeficientes pertencem a um corpo infinito.
Elas podem portanto ser encaradas como "Transformadas
analógicas" (algo análogo, como por exemplo, ao sistema
de Pulsos Modulados em Amplitude, PAM). Já as
transformadas definidas sobre corpos finitos são discretas e
têm coeficientes que assumem valores num alfabeto finito,
de modo que podem ser interpretadas como "Transformadas
Digitais". Da mesma forma que os sistemas digitais têm se
mostrado atrativos comparados aos analógicos, as
transformadas digitais podem constituir uma abordagem
potente. É natural então pensar em uma possível análise de
wavelets sobre Corpos Finitos (TWCF, Transformada de

Wavelet sobre Corpos Finitos) que apresente vantagens em
relação à análise de Fourier clássica sobre Corpos Finitos,
em algumas situações. Este tema fascinante tem sido
relativamente pouco explorado. O principal resultado foi
estabelecido por Caire e colaboradores [27]. Em 1995,
alguns desenvolvimentos foram apresentados durante o
ISIT'95, Simpósio Internacional de Teoria da Informação
do IEEE [28, 29]. Porém o tema ainda desperta muito
interesse [30] e expectativas [31]. Fica óbvio que dúvidas a
respeito de um tema tão pouco explorado surjam, como:
Existem TWCF de interesse? Que propriedades serão
mantidas? Existem aplicações para a TWCF e quais seus
potenciais? Este trabalho visa responder algumas destas
perguntas.

No caso de wavelets "convencionais", a transformada
pode ser calculada com base nos filtros suavizador e de
detalhes, sem explicitar a forma de onda da wavelet e da
função de escala. Bancos de filtros em corpos finitos foram
bem abordados no artigo [32], tratando inclusive de
wavelets. Uma das questões interessantes consiste em
definir as "formas de onda" das wavelets em corpos finitos,
baseadas em propriedades de escalonamento e translação.

Seja p um primo tal que p ≡±1 (mod 8), condição
necessária para que 2 seja um resíduo quadrático do corpo
finito GF(p) [33]. A wavelet-mãe será definida como um
vetor de comprimento N:

))N(  ),...,(  ),(  ),(( ,,,,,
1210 0101010101

−ψψψψ=ψ ,

onde cada componente de ψ pertence ao corpo de extensão
GF(ps) onde s é um inteiro, s ≥ 1.

Inicialmente serão tratadas wavelets sobre Corpos Finitos
primos. Seja N um inteiro e D(N) o conjunto dos divisores
de N. O escalonamento sobre corpos finitos não pode ser
tomado como um número real, a∈ℜ, como usualmente se
faz, mas sim como um inteiro divisor do comprimento (N).

Propõe-se então as seguintes operações:
1) Escalonamento (

0,j
ψ ):

)ji()i( ,,j 010 ψ=ψ , ∀ j∈D(N/2):={ j tal que  j | N/2}.

2) Translações (
k,j

ψ ):

)
j

)N (mod Nk
i()i( ,jk,j +ψ=ψ 0

, ∀ k=0,1,...N-1.

As funções wavelet:

))N(  ),...,(  ),(  ),(( k,jk,jk,jk,jk,j
1210 −ψψψψ=ψ , são versões

escalonadas e/ou transladadas da wavelet-mãe 
01,

ψ .

Propriedade 1. ∑ ≡ψ
−

=

1

0
0

N

i
k,j )p (mod )i( ,∀ j,k.   o

Definição  1. Seja v=(v0,v1,...,vN-1) um sinal-vetor de
comprimento N sobre um Campo de Galois GF(p), de
característica p≠2. 

k,j
ψ  são as funções wavelet sobre

GF(ps), s≥1. A transformada de Wavelet sobre Corpos
Finitos (TWCF) do sinal  v será definida como:

)p (mod  )i(v:)k,j(TWCF
k,j

N

i
i∑ ψ=

−

=

1

0

, o que é denotado por

>ψ=<
k,j

,v)k,j(TWCF . o
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2. DECOMPOSIÇÃO DE HAAR SOBRE
CORPOS FINITOS

Na análise de sinais constante por partes, as bases de
Haar podem ser mais adequadas [7, 34]. A wavelet de Haar
é definida pela relação:

contrário  caso

1t0

0t1-   

:)t()H( ≤<
≤<













−

=ψ

0
2

1
2

1

.  o

Nesta seção apresenta-se uma construção generalizada
das bases ortogonais de Haar. Assume-se que p ≡±1 (mod
8) e que N é uma potência de dois.
Definição 2. A wavelet-mãe de Haar em GF(p) (FF-Haar) é
definida de acordo com:














<≤−

<≤

=ψ

        contrário.  caso        
N

i

2

1
        sep

N

i
   se          

)i(,

0

11

2

1
01

01

i.e., 







<≤−=ψ








          contrário  caso               0
N

i
    se)p()i( N/2

N) (mod i

, 10101
.  o

Exemplo 1. Considerando a FF-Haar, N=8, sobre GF(p).
Os possíveis fatores de escalonamento j ∈ D(4)={1,2,4}.
Portanto:

j =1  )p  ,p  ,1-p  ,p ,  ,  ,  ,(
,

1111111
01

−−−=ψ

j =2  )  ,  ,  ,  ,p  ,p  , 1  ,(
,

0000111
02

−−=ψ

j =4  )  ,  ,  ,  ,  ,  , 1p-  ,(
,

0000001
04

=ψ .

Translações de tais seqüências são permitidas, e.g.,
)p  ,p  ,  ,  ,  ,  ,   ,(

,
11110000

12
−−=ψ .

Propriedade 2. Dada uma versão escalonada da wavelet-
mãe 

0,j
ψ , o número de diferentes translações possíveis da

wavelet 
k,j

ψ  é numericamente igual a j.

Prova. As versões transladadas diferentes e possíveis são
obtidas para k=0 até k=j-1.  o

2.1 NORMALIZAÇÃO DE ENERGIA

Para garantir uma transformada isométrica, deve-se
introduzir um fator de normalização. Como N é uma
potência de dois e j pertence a D(N/2), N/j também será uma
potência de dois.

Supondo p≡±1 (mod 8), então 
j

N ∈ GF(p). Pode-se, em

conseqüência, definir a transformada normalizada por:

p) (mod  )i(v

p) (mod  
j

N
)k,j(TWCF

k,j

N

i
i∑ ψ









=

−

=

1

0

1 .

O número total de wavelets distintas será ∑
∈ )/N(Dj

j
2

.

Considerando um subconjunto S ⊆ D(N/2) tal

que Nj
)/N(DSj

=∑
⊆∈ 2

-1, quando N=2m, então D(N/2)={1,2,

4, 8,...2m-1} e ∑ −==∑
−

=∈

1

12
12

m

j

j

)/N(Dj
Nj .

Todos os valores de j ∈ D(N/2) serão usados como
versões escalonadas da wavelet-mãe. Essas formas de onda,
em conjunto com o sinal1 ( 1 1 1 1  ... 1 ) geram N sinais
ortogonais entre si, sobre GF(p) e de comprimento N, i.e.,
foram geradas as bases ortogonais de Haar. Apesar do
escalonamento j=0 não ter significado, por convenção e
conveniência adota-se 

00,
ψ  para denotar a seqüência "toda

um".
Exemplo 2. À esquerda tem-se a FF-Haar sobre GF(7) e a
direita tem-se a Wavelet FF-Haar normalizada sobre GF(7).

( 1  1  1  1  1  1  1  1 ) ( 1  1  1  1  1  1  1  1 )
( 1  1  1  1  6  6  6  6 ) ( 6  6  6  6  1  1  1  1 )
( 1  1  6  6  0  0  0  0 ) ( 4  4  3  3  0  0  0  0 )
( 0  0  0  0  1  1  6  6 ) ( 0  0  0  0  4  4  3  3 )
( 1  6  0  0  0  0  0  0 ) ( 5  2  0  0  0  0  0  0 )
( 0  0  1  6  0  0  0  0 ) ( 0  0  5  2  0  0  0  0 )
( 0  0  0  0  1  6  0  0 ) ( 0  0  0  0  5  2  0  0 )
( 0  0  0  0  0  0  1  6 ) ( 0  0  0  0  0  0  5  2 ).

Fica claro que :

∑ ≡ψ
−

=

1

0
0

N

i
k,j )p (mod  )i( ,

∑ ≡ψ
−

=

1

0

2 1
N

i
k,j )p (mod  )i(   e

∑ ≡ψψ
−

=

1

0
0

N

i
´k´,jk,j )p (mod  )i()i( ,∀j≠j' or k≠k'.

Se N não for uma potência de dois, wavelets não-
ortogonais são geradas, e.g., N=24 sobre GF(7). Neste
exemplo, D(12)={1, 2, 3, 4, 6, 12}.

          # de versões transladadas
j=0

1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1      1
j=1

1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  6  6  6  6  6  6  6  6  6  6  6  6      1
j=4

1  1  1  6  6  6  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0      4
j=6

1  1  6  6  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0      6
j=12

1  6  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0    12
_________________________________________

24
Estas wavelets não são mais ortogonais, por exemplo,

)p(mod  ),(),,( 00612 >≠ψψ< . As wavelets duais podem ser

facilmente derivadas.

2.2 DECOMPOSIÇÃO PIRAMIDAL DE HAAR

Uma das ferramentas mais poderosas proveniente da
teoria de wavelets é a decomposição de dados via algoritmo
de filtragem piramidal [4, 20, 35].
Exemplo 3. Considerando um filtro de dois elementos (1,
1), a decomposição FF-Haar sobre GF(7) resulta em filtros
passa-baixa e passa-alta com coeficientes, respectivamente:

                                                                       
1 Este sinal desempenha o papel da função de escala para a FF-
Haar. Note que o valor médio não é nulo.
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h= [ 5  5 ]    h* = [ 5  5  ]
g= [ 2  5 ]    g* = [ 5  2  ].

O processo de filtragem é exatamente idêntico ao caso
convencional, exceto pelo fato que as operações são
tomadas mod p.  o

3. B-SPLINES SOBRE CORPOS FINITOS

Splines são famílias de curvas obtidas por combinações
lineares de bases polinomiais. Abaixo um exemplo de
wavelet gerada a partir de B-splines [7, 19]. A seguinte
relação geral de auto-recursão pode ser demonstrada:
Proposição 1. (Relação geral de dupla escala para B-
splines) [19]:

)nt(N
n

m
)t(N m

m

n

m
m −








∑=
=

+− 22
0

1 .    o

Desta forma, segue-se que:
)t(N)t(N)t(N 122 111 −+=

)t(N)t(N)t(N)t(N 22
2

1
122

2

1
1112 −+−+=

)t(N)t(N)t(N)t(N)t(N 32
4

1
22

2

3
12

4

3
2

4

1
33333 −+−+−+= ...

(e assim por diante).
Uma B-spline pode ser portanto utilizada como função de

escala )t(N)t( m=φ , obedecendo a uma equação de escala
dupla explicitada pela relação de auto-recursão dada acima.
Os coeficientes são exatamente os coeficientes hm não nulos
da AMR B-spline. Uma wavelet simples, não-ortogonal,
como a n-cardinal B-Spline, n<p+1, pode também ser
derivada sobre corpos finitos, GF(p), onde p ≡±1 (mod 8).

Um filtro de (n+2) elementos é dado por:








 +−
k

n
)( n 1

2 1  (mod p), k=0,1,2,...,n+1,

permanecendo a relação com a definição clássica da B-
Spline. O fator de normalização é dado por: √2.(mod p).2-1.
Como exemplos de B-Splines sobre corpos finitos é
possível citar a B-Spline quadrática sobre GF(7) (2-cardinal
B-spline) com coeficientes dos filtros dada por [ 3 2 2 3 ] ou
[ 4 5 5 4].

4. CONDIÇÕES PARA ANULAR
MOMENTOS DE UMA WAVELET

No caso contínuo, Wavelets ψ(t) com uma maior
regularidade podem ser obtidas impondo a nulidade para os
primeiros momentos de ψ(.), o que significa transições mais
suaves na passagem de um subespaço ao próximo
subespaço da AMR. Para wavelets de uma mesma família,
um dos parâmetros importantes é o número de momentos
nulos. Como versar estas condições para wavelets em um
corpo finito? Esta seção trata de Wavelets contínuas,
estabelecendo resultados que sejam mais simples de
"transferir" para um corpo finito. Lembrando a relação de

dupla-escala 





Φ






=Ψ

222

1 ww
G)w( , a anulação dos

momentos de ψ(t) tem implicações sobre o filtro G(.).
Por exemplo,

00
1 =Ψ =w

)( |)w( ⇒







Φ






+






Φ






=Ψ

2222
22 111 ww

G
ww

G)w( )()()( =0 em w=0.

Assim,

00
1 =Ψ =w

)( |)w( ⇒

( ) ( ) ( ) ( ) 00000 11 =Φ+Φ )()( GG   ∴ G(0)=0.

No caso geral, anular os N primeiros momentos de ψ(t),
m=0,1,...,N-1 implica em

00 =Ψ =w
)m( |)w( ⇒ G(m)(0)=0    m=0,1,2,...,N-1.

(Nota: não confundir com o N, comprimento de ψ para a
TWCF).

Pelas condições QMF [21, 35] isto implica em H(m)(π)=0
para m=0,1,...,N-1.

Quando os N primeiros momentos são nulos, então:
H(π)=0 e G(0)=0;
H'(π)=0 e G'(0)=0;
H''(π)=0 e G''(0)=0;

M

H(N-1)(π)=0 e G(N-1)(0)=0.
Um caso de particular interesse é quando o filtro H(.)

possui apenas L elementos não nulos, i.e.,









∑=
−

=

−1

0

L

k

jwk
k eh)w(H .

As condições sobre a nulidade dos primeiros N
momentos podem ser expressas em termos dos coeficientes
do filtro H:
i) 0=π )(H  ⇔  )(H 20 = (normalização)

∑ =−
−

=

1

0
01

L

k
k

k h)(  ⇔ ∑ =
−

=

1

0
2

L

k
kh ,

ii) H(1)(π)=0 (Nulidade do primeiro momento)

∑ =−
−

=

1

0
01

L

k
k

k kh)( ,

iii) H(2)(π)=0 (Nulidade do segundo momento)

∑ =+−
−

=

1

0
011

L

k
k

k h)k(k)( ,

iv) H(3)(π)=0 (Nulidade do terceiro momento)

∑ =++−
−

=

1

0
0211

L

k
k

k h)k)(k(k)( ,

e assim por diante.
Condições equivalentes, expressas em termos do filtro G,

são:
i) 00 =)(G  (normalização)

∑ =
−

=

1

0
0

L

k
kg ,

ii) G(1)(0)=0 (Nulidade do primeiro momento)

∑ =
−

=

1

0
0

L

k
kkg ,

iii) G(2)(0)=0 (Nulidade do segundo momento)

∑ =+
−

=

1

0
01

L

k
kg)k(k ,

iv) G(3)(0)=0 (Nulidade do terceiro momento)

∑ =++
−

=

1

0
021

L

k
kg)k)(k(k ,

e assim por diante.
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As condições de nulidade dos primeiros N momentos de
um filtro H(w) com apenas L coeficientes (L par) não nulos
podem ser escritas de forma matricial:

0

0

0

0

311

14321

1

3

2

1

MMM

LLKK

OMMMM

L

L

L

=

−++−

+

−−−

−Lh

h

h

h

)NL)...(L(L)L(

1)1)L(L-(L

1)L-(L-

)L(

  

1)-N1.2.3....(

4.5.6-3.4.52.3.4-1.2.3

4.53.4-2.31.2-

A relação matricial acima pode ser simplificada obtendo-
se uma nova matriz de nulidade de momentos:

0

0

0

0

0

1

311

1

70351551

35

15

54321

1

4

3

2

1

MMM

L

O

L

L

L

L

LLKK

MMMMM

=

−
−++−

++
+

−

−−−

−
−−

−Lh

h

h

h

h

)!N(

)NL)...(L(L)L(

2)/241)(L1)L(L-(L-

1)/61)L(L-(L

1)L/2-(L-

)L(

  

1

20-104-1

106-31-

A relação de normalização introduzida, conduzindo a
uma matriz N×L (completa) de nulidade de momentos,

)(:][ j,iΞ=Ξ :

[Ξ].[h]=[0],
ou seja,

0

0

0

0

0

0

0

1

311
10

242113515510

6112010410

21106310

143210

111111

1

4

3

2

1

0

=

−
−++−

±−

++−−−−
+−−−

−−−−
−−−

−−−

−Lh

h

h

h

h

h

)!N(

)NL)...(L(L)L(
N

/)L)(L(L)L(

/)L(L)L(

/L)L(

)L(

M
L

MMMMMMM

L

L

L

L

L

Os elementos da matriz de nulidade de momentos podem
ser gerados de forma recursiva:

4.1 REGRA DE GERAÇÃO RECURSIVA

Regra 1. )ji(
j )( +−=Ξ 11

Regra 2. 11 ,ii δ=Ξ

Regra 3. ( )111 −++ Ξ+Ξ−=Ξ j iijj i , 1≤i<N e 1<j≤L o

Isto implica, por exemplo, que:

)j.()( j
j 112 −−=Ξ ,

112 .)( i
i −=Ξ .

Como exemplo, um filtro de Daubechies com 4
coeficientes não nulos para gerar a wavelet D4 (denotada

como )Dau(
N2ø  ou db2), com N=2 momentos nulos, é

expresso por: 







∑=
=

−3

0k

jwk
k eh)w(H ,

com [ h0  h1  h2  h3  ] =  










 −−++

24

31

24

33

24

33

24

31 .

Da matriz simplificada, obtém-se

0

0

3210

1111

3

2

1

0

=
−

−−

h

h

h

h

. .

� 03210 =−+− hhhh ,

� 032 321 =+− hhh .

Duas equações complementares (no caso geral, N
equações) provém da condição de normalização e das
condições de ortogonalidade.

12
3

2
2

2
1

2
0 =+++ hhhh ,

03120 =+ hhhh .

Para anular os momentos de uma wavelet definida sobre
um corpo finito, propõe-se usar a relação envolvendo a
matriz completa de nulidade de momentos. Define-se a
matriz considerando os elementos j,iΞ como elementos do

corpo finito GF(p).

5. FF-DAUBECHIES WAVELETS SOBRE
CORPOS FINITOS PRIMOS

A wavelet ortogonal mais importante da teoria de
wavelets é a wavelet de Daubechies [17, 36]. (I. Daubechies
recebeu o IEEE Info. Theory Soc. Jubilee Medal). Deseja-se
encontrar uma decomposição wavelet ortogonal similar
sobre GF(p). São empregadas wavelets diádicas derivadas
de uma wavelet-mãe

(.)ψ : )ki()(:)i( jj
k,j −ψ=ψ 22 .

A Análise Multiresolucional é gerada pela função de
escalonamento φ(.) tal que: )ki()()i( j/j

k,j −φ≡φ 22 2 , de

modo que: p) (mod  )ki(. )i(k, −φ≡φ 221 .

Uma multiresolução ortogonal sobre GF(p) é gerada por
φ(.) que preserva a:

Dilatação ou Equação de Refinamento.

p) (mod  )ki(h).p (mod )i(
N

k
k∑ −φ≡φ

−

=

1

0
22 .

A FF-wavelet deve satisfazer:

p) (mod  )ki(g).p (mod )i(
N

k
k∑ −φ≡ψ

−

=

1

0
22 .

Os filtros h e g são Filtros Espelhados em Quadratura
(QMF, do inglês Quadrature Mirror Filters) de
comprimento N=2n e a multiresolução é realizada em n
passos.

Requerimento dos Filtros para a Multiresolução.

p) (mod h
N

k
k 2

1

0
≡∑

−

=

,      p) (mod  g
N

k
k 0

1

0
≡∑

−

=
.

p) (mod h)(g kN
k

k −−−≡ 11 ,

p) (mod  hh
N

k
mkk 0

1

0
2 ≡∑

−

=
+ , m≠0.  o

Exemplo 4. Considerando uma FF-Daubechies de
comprimento N=4 (db2) sobre GF(97). A análise
multiresolucional pode ser realizada com o auxílio dos
seguintes filtros:

Suavidade (passa - baixa)   h  = [ 92,  47,  12,  57]
Detalhes    (passa - alta)      g  = [ 57,  85,  47,  5  ].

Os filtros são tais que:
∀k=0,..,3 k

k
k h)(g −−≡ 31   (mod 97).

Ainda mais:

14
3

0
≡∑

=k
kh  (mod 97),  0

3

0
≡∑

=k
kg  (mod 97)

0
3

0
2 ≡∑

=
+

k
kk hh  (mod 97).   o
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A nulidade dos dois momentos desta wavelet pode ser
verificada através da congruência:

0

0

57

12

47

92

39510

961961
≡.  (mod 97).

A tabela abaixo especifica os coeficientes dos filtros passa-
baixa para uma AMR via db2 sobre GF(p), para p=23,
47,71, 73 e 97. Na tabela 2, apresentam-se os coeficientes
para as wavelets de Daubechies db3 sobre os corpos finitos
p=31, 41, 79, 281, 359, 431 e 449.

Corpo Coeficientes de db2 sobre GF(p)
GF(p) h0≡ h1≡ h2≡ h3≡

GF(23) 21 14 11 18
GF(47) 29 19 45 8
GF(71) 66 69 11 8
GF(73) 58 50 72 7
GF(97) 97 47 12 57

Tabela 1.  Coeficientes de db2 sobre alguns corpos finitos.

Corpo Coeficientes de db3 sobre GF(p)
GF(p) h0≡ h1≡ h2≡ h3≡ h4≡ h5≡

GF(31) 20 3 15 7 22 25
GF(41) 25 36 10 23 35 11
GF(79) 43 53 24 26 56 44

GF(281) 91 150 60 190 64 156
GF(359) 119 270 286 69 124 190
GF(431) 270 336 215 36 283 396
GF(449) 82 315 186 386 166 182

Tabela 2.  Coeficientes de db3 sobre alguns corpos finitos.

6. UM ALGORITMO RÁPIDO PARA A
TWCF BASEADO NA TFCF

A transformada de wavelet cíclica de comprimento N
[27] pode ser calculada com auxílio dos operadores G e H
definidos por2:

.xh:)Hx(

,xg:)Gx(

N

l
lklk

N

l
lklk

∑=

∑=

−

=
−

−

=
−

1

0
2

1

0
2

Sejam c e d as seqüências dadas por kk )Hx(:c = e

kk )Gx(:d = . Este somatório, que eqüivale a uma
correlação seguida de uma subamostragem, pode ser
calculado através da TFCF de comprimento N pelo teorema
da convolução. Se a transformada dos filtros h e g forem
pré-calculadas, são necessárias uma TFCF direta e duas
TFCF inversas de comprimento N, além de 2N
multiplicações. Entretanto, este cálculo pode ser efetuado
de forma mais eficiente.

Calculando a TFCF do vetor c usando um elemento ζ  do
corpo finito, com ordem N/2 ( 2/N)(ord =ζ ), tem-se:

                                                                       
2 Não confundir com os filtros G e H da AMR.

.)kj(h)j(x

)j(x)kj(h)k(c)i(C

N

NN

k

ikN

j

k

ikN

jk

ik

∑ ζ−∑=

∑ ζ−∑=∑ ζ=

−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

2

22

2

2

O somatório interno no segundo membro da equação
acima pode ser calculado de forma separada nos casos em

que j é par ou ímpar, introduzindo as seqüências 0h
~

 e 1h
~

definidas por:

{ }
{ },)(h)(h)(h)(hh

~
)(h)(h)(h)(hh

~

3311

2420
1

0

L

L

−−=

−−=

em que

))N (mod  k(h:)k(h
~

20 −=

e ))N (mod  k(h:)k(h
~

211 −= ,  k=0,1,...,N/2-1.
Logo para j par:

22
22 0

1

0

0
1

0
2

ijijNN

)i(H
~

)k(h
~

)kj(h:S
k

ik

k

ik
j ζ=ζ∑ ζ=∑ ζ−=

−

=

−

=

em que ))k(h
~

(TFCF:)i(H
~ 00 = , pois 2/N)(ord =ζ .

Para j ímpar,

2
1

2
1

22 1
1

0

1
1

0
2

)j(i)j(iNN

)i(H
~

)k(h
~

)kj(hS
k

ik

k

ik
j

−−

ζ=ζ∑ ζ=∑ ζ−=
−

=

−

=
,

em que ))k(h
~

(TFCF:)i(H
~ 11 = .

Mas,

∑ ∑ ++=∑ ζ−∑
−

=

−

=
+

−

=

−

=

1

0

1

0
122

1

0

1

0

2 22
1222

N NN

j j
jj

k

ikN

j
S)j(xS)j(x)kj(h)j(x

Substituindo esta relação na expressão de Sj, tem-se:

∑ ζ++∑ ζ=
−

=

−

=

1

0

1
1

0

0 22
122

NN

j

ij

j

ij )i(H
~

)j(x)i(H
~

)j(x)i(C .

Definindo as expressões 0x e 1x  dadas por:

{ }
{ })(x)(x)(x)(x:x

)(x)(x)(x)(x:x

3311

2420
1

0

L

L

−−=

−−=
,

tem-se:

∑ ζ+∑ ζ=
−

=

−

=

1

0

11
1

0

00 22
NN

j

ij

j

ij )j(x)i(H
~

)j(x)i(H
~

)i(C .

Sejam 0X e 1X  as TFCF de 0x  e 1x , respectivamente.
Logo a expressão de C(i) pode ser escrita da forma:

)i(H
~

)i(X)i(H
~

)i(X)i(C 1100 +=

Finalmente, ))i(C(TFCF)k(c 1−= .
O cálculo da seqüência {dk} é realizado de modo

análogo. Sejam

{ }
{ }.)(g)(g)(g)(g:g~

,)(g)(g)(g)(g:g~

3311

2420
1

0

L

L

−−=

−−=

Definindo

)),k(d(TFCF:)i(D

)),k(g~(TFCF:)i(G
~

)),k(g~(TFCF:)i(G
~

=
=

=
11

00

.

tem-se:

)i(G
~

)i(X)i(G
~

)i(X)i(D 1100 += .
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São necessárias agora duas TFCF diretas e duas TFCF
inversas de comprimento N/2. O número de multiplicações
no domínio da freqüência é 2N.

Pode-se observar que:

)i(H
~ 0 = )i(H

~
−0 , )i(H

~1  = )i(H
~

−1 ,

)i(G
~ 0 = )i(G

~
−0 e )i(G

~1 = )i(G
~

−1 .

Logo da relação entre as funções  ),i(H
~ 0   ),i(H

~
 1

 ),i(G
~

 0  )i(G
~

 1  tem-se:

)i(H
~ 0 = )i(G

~1 ,

)i(H
~1 = - )i(G

~ 0 .
Isto resulta em:

)i(G
~

)i(X)i(G
~

)i(X)i(C 0110 −= .

Observando que as expressões de C(i) e D(i) possuem a
mesma estrutura de uma multiplicação complexa, elas
podem ser calculadas por [26, p.73]















































+
−=









)i(G
~

)i(G
~

..

)i(X)i(X

)i(X)i(X

)i(X

)i(D

)i(C
0

1

10

01

0

10

01

11

Dessa forma reduz-se o número de multiplicações no
domínio da freqüência de 2N para 3N/2. A figura 1 mostra o
esquema do cálculo da TWCF pelo algoritmo descrito.

Uma alternativa para reduzir a complexidade do cálculo
da transformada é o uso de filtros com poucos coeficientes
não nulos. Se as linhas das matrizes Hj e Gj possuírem no
máximo M elementos não nulos, então o j-ésimo estágio da

decomposição precisará de no máximo jMN −12

multiplicações e jN)M( −− 121 adições.
Logo a decomposição completa precisará de no máximo

uma ordem de )N).(M(N)M(
n

j

j 1122212
1

0
−−=∑−

−

=

−

operações, em comparação com ))N(logN(O 2  operações
necessárias para um algoritmo usando a TFCF.

Figura  1. Esquema do cálculo da TWCF pela
decomposição bifásica.

7. A TRANSFORMADA DE PACOTES
WAVELET EM CORPOS FINITOS

Uma generalização da DWT foi proposta por Coifman
[37], chamada de Transformada de Pacotes Wavelet (TPW).
Nela, a decomposição é feita aplicando recursivamente os
operadores H e G, sobre o resultado de cada filtragem. No
caso particular da DWT, os filtros H e G são aplicados
apenas sobre a seqüência resultante da filtragem passa-
baixa. O número de combinações de bases possível para a
TPW é proporcional a 2N , onde N é o comprimento da
transformada. Esta flexibilidade de escolha da melhor base
pode ser usada, por exemplo, na compressão de imagens.

No caso da transformada de wavelet sobre um corpo
finito, são utilizadas recursivamente os operadores jG e

jH , onde j é a escala, sobre o resultado da filtragem na
escala j-1. A reconstrução é feita através dos operadores

adjuntos ∗)G( j  e ∗)H( j . Desta forma, pode-se fazer a
decomposição do espaço linear em subespaços:

WWW n
j

n
j

n
j

12
1

2
1

+
++ ⊕=

onde a notação ⊕ indica a soma direta e:

),W(GW

)W(HW

n
j

jn
j

n
j

jn
j

=

=

+
+

+

12
1

2
1

o que constitui uma generalização da decomposição em
espaços V e W [25], em que V é um espaço vetorial.

Para cada j=1,2,...,n, define-se o subespaço jW  como o

complemento ortogonal de jV tal que

jjj VWV ⊕=−1 .

Logo WW  ,WV  ,WV 1
11

0
11

0
00 ===  e assim por diante.

O resultado é uma árvore binária em que cada nó
representa um subespaço, cujas funções são divididas por
um banco de filtros de dois canais, como pode ser visto na
figura 2. As funções resultantes geram subespaços filhos
ortogonalmente complementares ao subespaço pai.

W3
0

W3
1

W3
2

W3
3

W3
5

W3
6

W2
3

W2
2

W2
1

W2
0

W1
0

W1
1

W0
0

W3
4

Figura  2. Decomposição em subespaços usando a
Transformada de Pacotes Wavelet.
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8. APLICAÇÃO: PROJETO DE
SEQÜÊNCIAS DE ESPALHAMENTO
ESPECTRAL

Multiplexação digital costuma se referir a TDM (do
inglês, Time Division Multiplex), podendo também ser
obtida por CDM (do inglês, Coding Division Multiplex),
que tem sido largamente utilizado após a padronização IS-
95 do sistema CDMA (do inglês, Code Division Multiple
Access) para telefones celulares [38]. CDMA tem se
tornado um esquema de acesso múltiplo para comunicações
móveis bastante popular na atualidade. Nesta seção
introduziremos uma nova classe de esquemas CDM/CDMA
baseado em transformadas de wavelet sobre corpos finitos.

As portadoras wavelet digitais têm a mesma duração T de
um símbolo de entrada a ser modulado, tendo então N chips
por símbolo de dados. O intervalo de cada wavelet-símbolo
é de T/N. Tem-se, em conseqüência disto, um fator
expansão da largura de banda, N, quando são multiplexados
N canais. Este é o mesmo resultado de multiplexações FDM
(do inglês, Frequency Division Multiplex) e TDM.

Dois exemplos simples e ilustrativos serão apresentados
a seguir, considerando um projeto de seqüências ortogonais
de espalhamento espectral de comprimento N=8. A
Wavelets FF-Haar sobre GF(p) pode ser usada para derivar
as seqüências. Outras FF-wavelets podem também ser
usadas, definidas sobre outros corpos (e.g. vide Exemplo 6).

Exemplo  5. Seqüências de espalhamento espectral
utilizando wavelets FF-Haar sobre GF(7).

Wavelets Ortogonais (e.g. Exemplo 2) podem ser usadas
como as seqüências de espalhamento espectral. Cada
usuário tem uma seqüência que corresponderá a uma versão
escalonada/transladada de uma mesma wavelet-mãe. Um
esquema deste sistema pode ser visto na figura 3.

Figura 3. Sistema Multiplex utilizando wavelets FF- Haar.

O operador Σ denota a adição vetorial convencional com
componentes tomados modulo p. A multiplicação indicada
por  denota uma multiplicação "componente a
componente", reduzida módulo p. A duração do símbolo de

informação na entrada é N vezes maior que a de um
símbolo GF(p) da seqüência de espalhamento. Suponha
que, por exemplo, num determinado intervalo de tempo, o
dado a ser transmitido pelo usuário do canal #3 seja 2,
sendo 2 ∈ GF(7). A seqüência de espalhamento espectral
deste canal é

02 ,
ψ =( 4 4 3 3 0 0 0 0 ),

o sinal espalhado será então:
(2 2 2 2 2 2 2 2) ⊗ (4 4 3 3 0 0 0 0) ≡ (1 1 6 6 0 0 0 0) (mod 7)
Por simplicidade isto é denotado por:

2(8) ⊗  4(2) 3(2) 0(4) ≡ 1(2) 6(2) 0(4)  (mod 7).
Suponha, num certo intervalo de tempo, que os usuários

dos canais 1 ao 8 estejam transmitindo os seguintes dados:
( 3 0 2 1 6 5 5 4 )T. As seqüências de espalhamento
correspondentes (assinatura codificada do usuário) são,
respectivamente

)       (
,,,,,,,, 3424140412020100

ψψψψψψψψ .

A seqüência CDM será então:

)()()()()()()()()()()()()()(

)()()()()()()()(CDMed
11621144112611

22442288

16003400340052

34006103

⊕⊕⊕⊕

⊕⊕⊕≡

,
ou seja, CDMed≡ ( 6 2 6 5 4 3 5 0 )  (mod 7):=r. Fica claro
que este sinal nem é TDM nem FDM.

Os sistemas de multiplexação e de acesso múltiplo
derivados de Wavelets sobre Corpos Finitos podem ser
enquadradas no escopo da técnica denominada de GDMA
(do inglês, Galois Field Multiple Access), recentemente
introduzida [39].

Como as Wavelets FF-Haar são ortogonais, dados de
cada usuário podem ser facilmente recuperados com um
simples produto interno sobre GF(p). Como exemplo,
considere a recepção dos sinais enviados pelos usuários dos
canais # 3 e # 8.

7), mod(  ,r  3 # Canal
,

2
02

>≡ψ<

7). mod(  ,r  8 # Canal
,

4
34

>≡ψ<

O sistema GDM baseado na transformada de Hartley de
corpo finito tem que garantir um sincronismo perfeito entre
as portadoras casoidais usadas nos multiplexadores e nos
demultiplexadores [40, 41]. TWCF ortogonais podem ser
usadas como seqüências de espalhamento espectral, sendo
implementadas em novos sistemas GDM, resultando em um
controle de sincronismo mais eficiente. Isto ocorre devido
ao fato de que as seqüências de cada usuário são versões de
uma mesma wavelet-mãe. Estas seqüências podem ser
geradas com uma mesma freqüência de “relógio”,
realizando sucessivos escalonamentos e translações. Uma
outra idéia atrativa é a aplicação da multiresolução para
implementar a (de)multiplexação.

Exemplo 6. Denote a seqüência de entrada do multiplex por
{ }7654321 s,s,s,s,s,s,s,ss o= , em que cada símbolo

proveniente de um usuário distinto é um elemento do corpo
finito. A saída do multiplexador é dada pela soma

.ss         

ssssssM

,,

,,,,,,

327226

125024113012001000

ψ+ψ

+ψ+ψ+ψ+ψ+ψ+φ=

Este esquema eqüivale ao cálculo da TWCF inversa as
seqüências, portanto a demultiplexação eqüivale ao cálculo
da TWCF direta.
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Seja N=8 sobre o corpo GI(11), com os filtros gerados a
partir de { } { }00030 =G

~  e { } { },G
~

10101051 =  utilizando

j=ζ  (i.e., 12 −≡ζ ) no cálculo da TFCF.
A TWCF pode ser representada por

{ }3222120211010000 ,,,,,,,, d  ,d  ,d  ,d  ,d  ,d  ,d  ,c .

As portadoras wavelet são calculadas a seguir:
{ } { }
{ } { }
{ } { }
{ } { }
{ } { }
{ } { }
{ } { }
{ } { }.)(TWCF

)(TWCF

)(TWCF

)(TWCF

)(TWCF

)(TWCF

)(TWCF

)(TWCF

,

,

,

,

,

,

,

,

6979797910000000

7969797901000000

7979697900100000

7979796900010000

51055595500001000

59555105500000100

10310510310300000010

8988898500000001

1
32

1
22

1
12

1
02

1
11

1
01

1
00

1
00

==ψ

==ψ

==ψ

==ψ

==ψ

==ψ

==ψ

==φ

−

−

−

−

−

−

−

−

Considerando uma seqüência de entrada particular, por
exemplo, { }87654321  , , , , , , ,s = , a saída do multiplexador
será então

327226125

024113012001000

,,,

,,,,,

sss         

sssssM

ψ+ψ+ψ

+ψ+ψ+ψ+ψ+φ=

{ }68718795= .
Como as seqüências das portadoras wavelet são

ortogonais, os símbolos de entrada podem ser recuperados
através do produto interno sobre GI(11).

Outra vantagem deste esquema para aplicações
CDM/CDMA é a facilidade de implementação em
moduladores multinível. No entanto este esquema apresenta
baixa imunidade a erros e eficiência depende da aplicação
de códigos corretores de erro, que por sua vez, também
utilizam a teoria de corpos finitos [26,30].

9. CONCLUSÕES

O processamento de sinais em corpos finitos vem se
revelando uma ferramenta cada vez mais atrativa na
manipulação da informação. Este trabalho apresenta
técnicas que utilizam estruturas em corpos finitos,
mostrando potenciais aplicações. A Transformada de
wavelet de corpo finito (TWCF) é apresentada, explicitando
as funções wavelets em corpo finito. Apresentam-se
condições matriciais sobre os coeficientes do filtro
suavizador de uma AMR para garantir a nulidade de
momentos de uma wavelet. Estes resultados são facilmente
adaptados para a TWCF. Um novo algoritmo rápido para o
cálculo da TWCF, baseado em uma decomposição bifásica,
é introduzido. As Transformadas de Pacotes Wavelets
(TPWs) sobre corpos finitos são também consideradas. FF-
Wavelets podem ser usadas como uma poderosa ferramenta
em projetos de seqüência de espalhamento espectral
multinível. Os usuários têm diferentes categorias de
espalhamento, dependendo do fator de escalonamento.
Novos esquemas de multiplexação digital baseados em tais
seqüências também foram introduzidos, se encaixando em
esquemas de multiplex por divisão em códigos CDM
Multinível. Essa abordagem explora as propriedades da
ortogonalidade das seqüências não-binárias síncronas,
definidas sobre corpos finitos. Tais seqüências (esquemas)

podem ser promissoras para canais com alta relação sinal-
ruído.
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