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Resumo - Neste artigo e proposto urn algoritmo geral de 
procura de c6digos treli<;a 6timos q-anos, baseados em reti
culados e suas parti<;6es, o qual incorpora os procedimentos 
introduzidos para c6digos binaries em [ [2],[4], e generaliza 
a procura de c6digos 6timos para alfabetos que sao aneis com 
q elementos, z •. Novas caracteristicas forarn incorporadas ao 
algoritmo, proporcionando uma procura de c6digos 6timos 
mais nipida e eficiente do que em [ [3], [4],[5]]. Exemplos 
num6ricos de aplica<;ao do algoritmo para urn esquema bina
rio com a parti<;ao z2 1 e z2 e para urn esquema temano com 
a parti<;ao A2/9A2 , sao apresentados em detalhes. 

Abstract - In this paper a general algorithm for the search 
of optimum q-ary trellis codes, based on lattices and cosets, 
is proposed. The algorithm incorporates the procedures intro
duced for binary codes in [.[2],[4]] and generalizes the search 
for alphabets that are rings with q elements, z •. New char
acteristics were incorporated to the algorithm, providing a 
faster and more efficient search for the optimum codes than 
in [.[3], [4],[5]]. Numerical examples are presented in details 
for binary scheme with the Z2 1 e Z 2 partition and for a ternary 
scheme with the A2 f9A2 partition. 

Palavras-chave : c6digos treli<;a, c6digos convolucionais, 
parti<;6es de reticulados, cosets, c6digos 6timos, algoritmo de 
procura. 

1. INTRODUCAO 

Seja a estrntura geral do codificador de urn c6digo treli<;a, 
como em .1 e que e mostrado na fig, o qual transforma urna 
sequencia de sfmbolos de urn alfabeto A em uma sequencia 
de simbolos de saida, os quais mapeiam urna constela<;ao num 
reticulado A do ·w•. 

Considere A urn anel finite, A' ~ A urn snbreticulado, G 
a matriz geradora de urn c6digo convolucional com k1 sim
bolos de entrada de A e apenas urn simbolo de saida, r, cor
respondente a urn coset (gij) da parti<;ao de reticulados A/ A'. 

0 codificador do c6digo treli<;a, possni k = k1 + k2 bits de 
entrada e urn ponte da constela<;ao como saida, sendo k1. os 
bits codificados pelo c6digo convolucional e k2, os sfmbolos 
de entrada nao codificados, os quais sao utilizados na escolha 
de urn ponte especffico dentre os ak' pontos do coset, pre
viamente escolhido pelo codificador convolucional. 

A taxa do c6digo convolucioual e k1log2a bits/coset e a 
taxa fracionana e p = k1log2a/lo92ITI onde 01. = JAJ 
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FIG. 1: Estrntura do Codificador de urn C6digo Treli<;a[1]. 
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FIG. 2: Estrntura do C6digo Convolucional. 

e JTJ eo ntimero de saidas possiveis sendo ak•o ntimero de 
entradas possiveis. 0 codificador pode detenninar ate ak' + v 
cosets distintos. 

A fig.2 apresenta a estrntura generica do codificador convo
lucional com k1 entradas e v = ma.x1;<;j;<;k, {vj};vj6 o nu
mero de mem6rias em cada entrada do codificador, onde 
gvj = 0, sempre que Vj < v. 

Denomina-se 1 matriz geradora do c6digo convolucional 
envolvido na estrntura do C6digo Treli<;a, a matriz G que tern 
cosets gijcomo snas colunas : 

Define-se como saida do codificador convolucional, o coset 

v k, 

r= 2:2:u;jgij (2) 
i=O i=l 

onde 'Uij E A e gij E A/ A'. 
A norma de urn coset e definida como llgij II = I:k x~j., 

onde k = 1, 2, ... , dim(A); X;j. sao as coordenadas Eucli
dianas do coset gij no reticulado A .1. 

A distfuiCia minima de urn c6digo treli<;a e definida em .1 
pela expressao 

d = min{dtroe,d2} 
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FIG. 3: Limitante inferior para o dtree· 

sendo dtree 0 valor minima dentre as metricas dos caminhos 
fechados com inicio, e final, no estado zero da treli~a e d2, 

a distiincia Euclidiana quadrada minima, obtida entre os pon
tes de nm mesmo coset da parti~ao de reticulados. Dados os 
va-lores de k1 , k2 ,V, q, e uma parti~ao especifica de reticula
des, defini-se c6digo treli~ 6timo como sendo o que possni 
o valor maximo para a distiincia minima d. A maximiza<;ao 
da distiincia minima d, necessariamente, passa pela maximi
za~ao do parilmetro dtree do c6digo convolucional, pais d2 

tern valor fixado pela parti~ao. 
0 aumento do mlmero de mem6rias de urn codificador 

convolucional pode proporcionar urn valor maior para o dtree 
do c6digo gerado. Desta forma os parilmetros, (k, V, q) e a 
parti~ao, A/ A', sao considerados de modo que os esquemas 
gerem c6digos convolucionais onde dtree $ d2. 

Este artigo propoe urn algoritrno geral de procura de c6-
digos convolucionais 6timos q-anos, o qual e apresentado 
na s~ao ill, de maneira bastante detalhada 0 algoritrno 
incorpora e generaliza os procedimentos apresentados em 
[.[2],[2]], vista que se procura c6digos convolucionais nao ca
tastr6ficos com dtree maximo, i.e., c6digos 6timos, binaries 
.3 e q-anos [.[2],[5], [6]] para urn dado conjunto de parilme
tros ( k, V, q) e uma dada parti~ao de reticulados A/ A'. 

2. SUBCONJUNTOS ESPECIAIS 
DE MATRIZES GERADORAS 

Seja.6.;,,, urn limitanteinferiorparao dtree de urn c6digo 
convolucional, formado pela soma da menor metrica dentre 
os ramos que chegam ao estado zero, (So), com a menor me
trica dentre os ramos que partem do referido estado. 

Por outro !ado a metrica de urn caminho fechado qualquer 
da treli~ limita superiormente o dtree do c6digo convolu
cional. Portanto considere o parilmetro, .1\..,.p, como sendo a 
menor metrica obtida a partir de urn con junto finite de cami
nhos fechados da treli~ ( caminhos com inicio e fim no estado 
So), como mostrado na fig.4. 

A determina~o das matrizes geradoras de bons c6digos 
convolucionais (c6digos nao catastr6ficos com dtree grande), 
envolve urna escolha adequada de suas colunas, a qual deve 
propiciar a maximiza~o dos parilmetros .6.,,, e .6.,up, bern 
como, possibilitar a obten<;ao de todos os cosets da parti
~ao utilizada, na safda do codificador convolucional. A partir 
desta escolha obtern-se subconjuntos especiais .4 com urn 
nlhnero reduzido de rnatrizes geradoras, dentre os quais exis
tem matrizes que geram c6digos 6timos ( dtree maximo). 

~~a-a-a-a-a 

0~~:/:1 
0 0/ 

FIG. 4: Limitante superior para dtree· 

Cada subconjunto especial de matrizes geradoras G (1), 
pode ser representado por uma matriz-norma GN . 7 

na qual, as colunas sao escolhidas dentre as normas dos cosets 
da parti~ao, de forma que maximizem os limitantes, L\.inf e 
.6.,up, do dtree dos c6digos gerados pelas matrizes G perten
centes ao subconjunto especial. 

2.1. Defini'<oes do ~::,.,,1 e !::,.sup dos Subconjun
tos Especiais 

Dado o con junto de blocos de bits de entrada : 

U= {{u1}= (uz.,, ... ,uz,) I {u1}# {0} '} (4) 
{ UJ} E Ak, ' l = 1, ... , ,0> , 

As defini~6es 4, dos parilmetros !!.;,! e .6.,up, podem ser 
generalizadas para quaisquer valores de k1 e V pelas se
guintes expressoes : 

kl kl 

L\.inf = rJs{ll f; uz,gvjll} + rJs{ll f; uz,gojll} (5) 

onde os cosets g0 j estao associados aos ramos que partem do 
estado So e os gvj, aos que chegam a esse estado da treli~a, 
conforme fig.3 e 

v k, 

.6.sup = {,}'}{2: II L uz,~ll} (6) 
1 i=O j=l 

sendo que dentre todas as sequencias de sfmbolos de entrada, 
nesta expressao utilizou-se somente aquelas associadas aos 
caminhos fechados cujo nlhnero de ramos na treli~a cor- re
spondente e minima. 

Em geral pode-se considerar mais caminhos fechados da 
treli~a para a defini~ao do .6.,up o que podera proporcionar 
maior rapidez na obten~ao de urn c6digo 6timo [.[5],. [6]]. 

Supondo o caso de k1 = 2 e A= GF(2), as express6es 
(4), (5) e (6) ficariam reduzidas a: 

U= {{0,1},{1,0},{1,1}}; 

15 
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2.2. 

--
{ IIO.gol + l.go2ll,} 

+min IILg01 +0.go2ll, 
IILgol + 1.go2ll 

{ IIMII, } { llgo2ll, } =min llgvlll, +min llg01ll, ; 
llgvl +Mil llg01 + go2ll 

v v v 

= min(L llg;2ll. L llg;1ll. L llg;l + g;2ll}· 
i=O i=O i=O 

Procedimentos para uma escolha eficaz 
dos subconjuntos especiais 

a) Dada uma parti~ao de reticulados, calcule a expressao : 

k, 

• R6tulo Lideres de Norma 

' 
Co sets 

,-lo I 2 3 0 '(1,1) 2 

7~ 4 1 (0.-1) 1 

1 2 ~ 0 1 2 2 (1,-1) 2 ... 5 -&-~---t--5 l-6 --~ 3 (0,1} I 

3 ~; 2G' (/ 4 (1,0) 1 

4 
c 

6 7 5 (2,0) 4 , 
T e=[2 2] 6 (-1,0) 1 

7 (0,0) 0 
2 -2 

FIG. 5: Partirao Z 2 f1JZ2 e tabela de lfderes e nonnas(8 co
sets). 

c) Os blocos referentes aos conjuntos de normas, 
{N1 , ... ,N.,}, que representam os mesmos valores em or
dem reversa, sao omitidos, pois representam repeti~ao do 
bloco de linhas dado por{N., ... ,Nl},excetopelaordem 
de apresenta~ao da terceira coluna. 

d) 0 par de parfunetros, (k1 , V), deternrina o numero de 
colunas da matriz geradora G, bern como da matriz-norma, 
GN. As k1 primeiras e ultimas colunas, se referem aos ra
mos da treli~a que chegarn e partem do estado zero(fig.3), 

g"~A' {{u;}'~1o} {II~ uz;gijll} }, 
(7) sendo estas, as colunas envolvidas na defini~ao do l!.inf, ex

pressao (5) Logo, escolha o melhor conjunto de normas para 
representa-las na matriz-norma GN, de modo que o valor ob
tido na expressao seja maximo. para cada con junto possfvel de normas { Nk, ... , Nl} dos co

sets gij, onde o minima e tornado, considerando os elementos 
do conjunto U (blocos de bits de entrada), eo maximo na ex
pressao e calculado dentre os lideres de cosets satisfazendo a 
urn mesmo con junto de normas. 

b) A partir dos val ores obtidos, construa a Tabela Or
denada de Cosets e Normas constitufda de 5 colunas 
(conjunto de normas { Nk, ... , Nl}; conjunto de k1 lfderes 

As colunas intermedianas de GN, infiuenciarn na maximi
za~ao do l!.,vp , expressao (6), e devem ser escolhidas a partir 
dos primeiros blocos de normas listados na tabela ordenada. 

Procedendo deste modo, a matriz-norma GN escolhida, de
ternrina urn subconjunto especial a ser considerado no algo
ritmo de procura de c6digos 6timos. 

de cosets ; conjunto de blocos de bits de entrada, { u1} ; 

min{u,};"{O} {II I:7;,1 uz,g;;ll}; valor da expressiio (7) ) e 3. 
tantos blocos de linhas, quantas forem os conjuntos possf-

ALGORITMO GERAL DE PRO
CURA DE CODIGOS OTIMOS 
Q-ARIOS veis de k1 normas da parti~ao ( excetuando o conjunto todo 

nulo ). 0 numero de linhas em cada bloco e deternrinado pe-
las combina~6es, dentre os lideres de cosets distintos, para urn 
mesmo conjunto denormas {Nk,, ... ,N1}. Osblocos sao or
denados de forma decrescente, quanta ao valor da expressao 
(7) e obtidos atraves dos mesmos procedimentos. 

Para exemplificar, considere q = 2, k1 = 2 e a parti
~o z2j1JZ2 conforme a fig.5. Seja o conjunto de normas 
{ N2 , Nl} = { 2, 2}, bloco 2 da tabela ordenada (fig.6), a qual 
esta dividida em 7 blocos de linhas, referentes aos conjun
tos { N2 , N1}. 0 con junto { 2, 2} apresenta 4 possibilidades 
de combina~6es de lfderes de cosets, para esta parti~ao (co
luna 2 do bloco 2), pais a mesma possui 2 cosets com norma 
igual a 2. Como A = Z2 e U = {{1,0}, {0,1},{1,1}} 
obtem-se a terceira coluna da tabela fazendo as combina
~6es I I:;;;1 u;;g;il· A penultima coluna e obtida da anterior, 
considerando o valor minima da liulla; e a Ultima, apresenta 
o valor maximo (7), dentre os valores da coluna anterior. 
16 . 

A fig. 7 apresenta o fiuxograma do algoritmo de procura de 
c6digos 6timos, o qual e uma evolu~ao das vers6es apresen
tadas em [.[2],[3],[4],[5]]. 

Os detalhes do algoritrno estiio apresentados em subse~6es, 
sendo que, as duas primeiras se referem aos passos do algo
ritmo de procura que estiio inseridos na fase inicial do mesmo, 
os quais sao processados apenas uma vez. 

3.1. - Constru~lio da Tabela Ordenada de Co
sets e Normas 

A partir da parti~o A/ A' e da tabela de lideres de co
sets e normas correspondentes (ex. : fig.5), construa a Tabela 
Ordenada de Cosets e Normas (ex. : fig.6), considerando os 
conjuntos de normas { Nk, ... , N 1} (S~o 2). 
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3.2. Escolha da matriz-nonna GN 

1) Coloque nas k1 primeiras e tiltimas coluuas de GN, o 
primeiro conjuuto de normas da tabela ordenada. 

2) Coloque nas colunas intermediarias de GN, o primeiro 
conjuuto de normas, tantas vezes quanta se fizer necessaria, 
e, niio sen do possfvel colocar o con junto todo ( caso o ntimero 
de coluuas intermedianas niio seja mtiltiplo de k1) retire do 
mesmo, as menores normas, ate a obten91io do m1mero exato 
de colunas. 

3.3. C:ilculo dos valores m3xi:mos de /:,inf e 
f:,sv.p para GN 

A partir da Tabela Ordenada de Cosets e Normas, calcula-
sea expressiio (5), para 0 b.inf. considerando 0 valor maximo 
da quarta co luna da referida tabela. No ca!culo do maior valor 
para a expressiio (6) (b.,up). considere os valores maxiruos 
da terceira coluna, para cada bloco de bits de entrada, de cada 
conjunto de normas envolvido. 

Por exemplo, seja G N = [ 4 2 I 1 1 I 2 2 J (k1 = 
2, V = 4,q = 2,A/A' = Z 2 j8Z2 ). No calculo da ex-
pressiio (5), estao envolvidos os dois primeiros blocos de 
linhas da tabela ordenada. 0 ptimeiro, referente as coluuas 
{llg22ll llg21ll} eo segundo, as colunas {!lgo2ll llgoi!I}. 
Note que, a quarta coluna do primeiro bloco da tabela pos-
sui o mesmo valor nas duas linhas, o que niio ocorre no se-
gundo bloco, sendo entiio considerado o valor maximo, que e 
2. Obtem-se entiio : 

/);;nf = 2 + 2 = 4. 

Para calcular o valor maximo do b.,up. estao envolvi-
dos os tr8s primeiros blocos, correspondendo respec-
tivamente, as colunas {llg2211 llg21!1}, {llgo211 !lgoiii} e 
{llgt2!1 llgu!l}. Em cada um desses blocos, considere o 
maior valor para cada bloco de bits de entrada Assim 

b..,. p =min {( 2+1+4 ), ( 2-f-1+2 ), ( 4+4+2 )} 

= min{7, 5, 10} = 5. 

3.4. Procura dos Melhores C6digos em um 
Subconjunto Especial 

0 fiuxograma apresentado na fig.8 descreve esta fase do 
algoritrno de procura de c6digos 6timos. 

Uma matriz-norrna GN, que represente um subconjunto es
pecial de matrizes geradoras G, onde todos os c6digos sao, ou 
catastr6ficos ou niio irnpliquem a escolha de todos os cosets 
da parti~iio, e prontamente descartada, sem que 0 algoritrno 
de determina~o do dtr•• seja acionado uma Unica vez. 

3.5. Nova Escolha de GN 

Nesta fase, apenas uma das etapas abaixo e realizada, 
conforme a existencia de novas possibilidades de escolha, 
sendo observada a ordem de precedencia. 

a) Se for possfvel, substitna as colunas intermediarias da 
GN anterior, por nova escolha do conjunto de normas, sempre 

kl =2 8 easels A- GF(2) 

{NpNJ Lidcres dos 
Cosets {1,0}. {0,1}. (1,1} min { ._} Eq. (7) 

( 4, 2} (0,2),( 1,1) 4 2 2 2 
2 

(0,2),(1-,1) 4 2 2 2 

{2,2} (1,1),(1,1) 2 2 0 0 

(I, I).(!,- I) 2 2 4 2 ~ 
2 

(1,-1),(1,1) 2 2 4 2 BLOCO 

(1,-1),(1,-1) 2 2 0 (] 2 

{ I, I) (1,0),(1,0) I I 4 I 

(1,0),(0,1) I I 2 I 

(1,0),(-1.0) 1 1 0 0 

(1,0),(0,-1) I 1 2 1 

(0,1),(1,0) 1 I 2 1 

(0,1),(0,1) I I 2 I 

(0,1),(-1,0) I I 2 I 

(11,1),(0,-1) I I 0 (] 

I 
(-1,0),(1,0) I I 0 0 

(-1,0),(0,1) I I 2 1 

(-1,0),(-1,0) 1 I 4 1 

(-1,0),(0,-1) 1 1 2 1 

(0,-1),(1,0) I 1 2 1 

(0,-1),(0,1) I I 4 I 

(0,-1),(-1,0) I I 2 I 

(0,-1),(0,-1) I 1 4 I 

( 4,1 } (0,2),(0,1) 4 1 1 I 

(0,2),(1,11) 4 1 1 1 
I 

(0,2),(0,-1) 4 I I I 

(0,2),(-1,0) 4 I I I 

( 2, I} (1,1),(1,0) 2 I I I 

(1,1).(0,1) 2 I I I 

(1,1),(-1,0) 2 1 I I 

(1,1),(0,-1) 2 I 1 1 
I 

(1,-1),(1,0) 2 I I I 

(1,-1),(0,1) 2 I 1 I 

(1,-1),(-1,0) 2 1 I I 

(1.-1).(0,-1) 2 I I I 

( 0,1} (0,0),(0,1) 0 1 0 (] 

(0,0),( 1,0) 0 I II II 
0 

(0,0),(0,-1) 0 I 0 0 

(0,0),(-1,0) 0 I 0 0 

{ 4.4} (0,2),(0,2) 4 4 0 0 0 

FIG. 6: Tabela Ordenada de Cosets e Normas. 

observando-se a ordem subsequente dos conjuntos segundo a 
Tabela Ordenada de Cosets e Normas, utilizwC::'l inclusive a 
ordem reversa dos conjuntos {N1, ... ,NkJ- Escolhida nova 
GN, retorne a s~iio 3.3. Caso contrario, etapa (b) aseguir. 

b) Se for possfvel, troque o con junto de normas que 
comp6em as-k1 tiltimas colunas de GN, utilizando o pr6ximo 
bloco de normas da tabela ordenada Para as colunas inter
rnedianas, tome a primeira combina~o utilizada e continue 
o algoritrno de procura (s~iio 3.3). Caso contrario, etapa(c). 

c) Troque o conjuuto de normas que comp6e o primeiro 
bloco de k1 colunas de GN, retome a ptimeira combina<;iio 
de normas utilizada para as demais colunas e continue (s~iio 
3.3). 

17 
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A 

.Escolhlt uma FASE IN!CIA 

FIG. 7: FluxogramadoAlgoritmo deProcurade C6digos 6ti
mos Q-anos_ 

3.6. Apresenta~o do C6digo 6timo (final do 
algoritmo) 

A determina9a0 do c6digo 6timo e do dtr•• miixllno para 
urn dado conjmlto deparfunetros, (k1 , V,q) e parti9ao dereti
culados e obtida ao se esgotar as possibilidades de nova es
colha de GN, i.e., o algoritmo sempre determina urn c6digo 
6timo. Ressalta-se que a procura de c6digos 6timos realizada 
e exaustiva quanta a escolha das matrizes-norma GN e das 
matrizes geradoras G, ou seja, procura-se em todos os sub
conjuntos especiais possiveis, utilizando entretanto, o caJculo 
do dtr•<> para uma fra9ao minima de matrizes geradoras G 
[[3],[4],[5],[ 6]]. 

4. EXEMPLOS NUMERICOS 

4.1. C6digos Treli~ Binanos : 

kr = 2; V = 4;q = 2;A/A' ~ Z 2 f8z2 (8 cosets) 
18 

Norm as 

Nao 

Procura dos 
, melhores cddigos no , 
: subconjunto especi~l : 
: represenlado por GN : 
L------- ------~ 

lig.7 i~B<------' 

Sim 
mais matrizcs 

G do COdigo 6Limo 

Fasc inicia! 

Escolha de GN: 
kt primeiras colunas, 
k 1 Ultimas colunas e 
colunns intermediarins 

C:i.lcu!o do 8 /nf 

e do A sup 

mil:cimos para GN 

r,N~o~vo~,~~~lli~,d~o~G~N.--~--, 
a)l.roca das coiUilas inlcrmcdilirias 

b)troca das k1 Ultimas co!Wlas 

c )troca da 1, primeirns collUlllS 

FIG. 8: Flu:xograma da Procura dos Melhores C6digos em 
um Subconjunto EspeciaL 

Este exemplo aparece, resumidamente, em [4]. 
A partir da parti9iio e da tabela de lideres de cosets e 

normas (fig.5), construiu-se, segundo a se9ao 2.2, a Tabela 
Ordenada de Cosets eNormas, apresentada na fig.6. 

A matriz-norma possui k1 + V colunas, logo : 

A primeira matriz-norma GN determinada pelo algo
ritmo apresentado na s~ao anterior, e : 

GN= [ 4 2 I 4 2 I 4 2 ], 

cujo l!.inf = 4 e !!.,,, = 6. 
Porem qualquer combina9iio de colunas das matrizes 

geradoras G do subconjunto de GN, produz urn coset de 
norma par. Logo as matrizes geradoras determinarn c6digos 
qne nao utilizam todos os cosets da parti9iio considerada. 

Desta maneira, a matriz GN considerada e descartada. 
0 mesmo ocorre, neste exemplo, para qualquer matriz GN 
que nao possua, pelo menos, uma coluna com norma impar. 
Assim as matrizes-norma sao geradas na seguinte ordem : 

1) GN = [ 4 2 I 1 1 I 4 2 ], ~nf = 2 + 2 = 4 
e £!.,,, = min{5,9,8}. AcionadooalgoritmodocaJculodo 
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d free para este subconjuto especial, obtem-se, pelo menos um 
c6digo com dauz = 5. Faz-se dfree = 5, guardando tamb6m 
a matriz geradora correspondente, G. 

2) Mantidas as colunas I, 2, 5 e 6 e trocando as colunas 
3 e 4, sequencialmente, a partir dos melhores valores da tabela 
ordenada (fig.6), que sao (4,1), (1,4), (2,1), (1,2), (0,1) e (1,0), 
tem-se matrizes GN com 6.sup = 5, exceto a Ultima que tern 
6.sup = 4. Como o dtree desses subconjuntos especiais nao 
podem superar o daux ja obtido, descarte-se prontarnente os 
subconjuntos, sem que o algoritrno do calculo do dtree seja 
acionado. 

3) GN = [ 4 2 I 1 1 I 2 4 ], 6.inf = 4 e 6.sup = 
min{7, 7, 8}. Inspecionado o subconjuto especial de GN, 
obtem-se, no maximo, daux = 6. Faz-se dtree = 6 e guarda
se esta nova matriz geradora. 

4) Mantidas as colunas 1, 2, 5 e 6 e trocando as colu
nas 3 e 4, sequencialmente, pelos valores (4,1), (1,4), (2,1), 
(1,2), (1,0) e (0,1), as matrizes GN resultantes possuem to
das, !':::..sup = 5, o qual e menor que o daux· Portanto sao 
prontarnente descartadas. 

5)As matrizesGN:[42I11I22] e 
[ 4 2 I 4 1 I 2 2 J possuem 6.sup = 5 e portanto, pron
tarnente descartadas. 

6) GN = [ 4 2 I 1 4 I 2 2 ], 6.inf = 4 e 
6.sup = min{8, 7, 7}. Dentre as matrizes geradoras do sub
conjuto especial de GN, obtem-se, no maximo, daux = 5 e 
portanto descarta-se GN, visto que dtree = 6 ja foi obtido. 

7)AsmatrizesGN: [4 212112 2 J e 
[ 4 2 I 1 2 I 2 2 ] implicarn em 6.sup = 5 e 6, e par
tanto sao prontarnente descartadas. 

8) GN = [ 2 4 I 1 1 I 4 2 ], 6.inf = 4 e 
6.sup = min{7; 7, 8}. Dentre as matrizes geradoras do sub
conjuto especial de GN, obtem-se, no maximo, daux = 6, 
igual ao dtree jaobtido. Descarta-se GN como anteriormente. 

9) G N = [ 2 4 I 4 1 I 2 2 ], 6.inf = 4 e 
flsup = min{ B) 7, 7}. Obtem-se, no maximo, dtree = 5. 
Descartada, como anteriores. 

As demais matrizes [ 2 4 I 2 1 I 2 2 ], 
[ 2 4 I 4 4 1 2 2 J, ... , [ 2 4 1 4 2 1 1 1 J, ... , 
possuem 6.sup menores que o dtree ja obtido e portanto sao 
todas prontarnente descartadas. 

Com isto, esgota-se todos os possiveis subconjuntos es
peciais para este esquema de c6digos treli~a de parfunetros 
(k1, V, q) = (2, 4, 2). 0 c6digo convo!ucional binano 6timo 
foi obtido no subconjunto especial representado pela matriz
norrna G N = [ 4 2 I 1 1 I 2 4 ] e cuja matriz geradora 
e 

(
0 1 1 0 1 0) 

G= 2 1 0 1 1 2 . 

Observe que, para c6digos cujo alfabeto e A = G F(2) 
e a parti~ao e Z 2 jBZ2 (8 cosets), de urn universe de 4095 
possfveis forruas para a matriz-norma GN, inspecionarnos, 

R<>rulo Lideres de Norm;~ pwwlo Lid= de Nonna fowlo 
Lideres de Norm;~ Cosets Cosets Coscts 

0 (0,0) 0 9 (2,2) 2 18 (·2,0) 2 

1 (1,0) 1 10 (1,2) 3 19 (-1,0) 1 

2 (!,I) 1 11 (0.2) 2 20 {3,;) 9 

3 (0,1) 1 12 (0,-2) 2 21 (-2,-2) 2 

4 (2.,0} 2 13 (-I, I) 3 22 (-l,-2) 3 

' (-1,2) 7 14 (1,-2) 7 23 (-3,-2) 7 

6 (0,-1) 1 lS (0,3) 9 24 (-2,-1) 3 

7 (2,1) 3 16 (2,3) 7 25 (-1,-1) 1 

8 (2,-1) 3 17 (1.3) 7 26 {3,2) 7 

-o--+--o, 
,'' 24 o2S 6 ~~~ 

,.-0/ 0 0 : 0 0 ~~ ...... 
,/ 7 23 21 I 21 12 14 "'..,.., 

GJ o o o---0---o o o 'o 
p 1 4 /15 )7 115, 20 IS 1!1, 
' 0 0 ,6 0 : 0 Q 0 0 Q 
:6 s,s llti09\Z624:J5 
Q 0 (J 0 Q 0 Q 0 o: 
32 12 ,' 14 13 '3 2 7\ 23 21 : 

--!-~- -ih"- -\?"-- -q,- f -~-- -q--:~---?,-- ""'i'1;--
0 0 0 0 ~ 0 6 0 o: 
lo 9 2'6. 24 .zs 6 : s s 11 ' 
: o o 0---o-:--e---6 o o o 
•2 7 23 21'22 121413/3 

EJ, 0 0 0 0 0 0 0 -0 
0 ......... ~ 4 15 :17 26 20 )8/ 19 

"o.... 0 0 : 0 0 , .. 6 
3 ...... ..s... 11 ' 10 ,..5)-" 26 

u---o----o 
13 :3 2 

' 

FIG. 9: Partir;ao A2/9A2 e tabela de lfderes de cosets e nor
mas (27 cosets). 

com efetivo ca!culo do d free. os subconjuntos especiais as
sociados a apenas cinco delas. Os 4090 subconjuntos res
tantes forarn prontarnente descartados sem o efetivo c:ilculo 
do djree· 

4.2. C6digos Treli\;a Temarios : 

k1 = 1; V = 2; q = 3; A/ A' = A 2/9A2 (27 cosets) 

A partir da parti~ao e da tabela de lfderes de cosets e 
normas (fig.9), construiu-se, segundo a s.,.ao 2.2, a Tabela 
Ordenada de Cosets e Normas, apresentada na fig.10. 

As matrizes norma GN, aqui da forma 

sao escolhidas segundo o algoritrno de procura de c6digos da 
se~ao III, na seguinte ordem : 

1) GN = [ 9 9 9 ], 6.inf = 9 + 9 = 18 e 
6.sup = min{27, 27}. Esta matriz GN e descartada sem 
o acionarnento do c:ilculo do dtree, juntarnente com todas 
as matrizes geradoras G associadas ao subconjunto especial, 
pois nao possibilitarn a escolha de todos os cosets da parti~ao 
na safda do codificador. 

2) GN = [ 9 3 9 ], 6.inf = 18 e ~sup = 
min{21, 21}. Descartada pelo mesmo motivo da anterior. 

3) GN = [ 9 2 9 ], 6.inf = 18 e 6.sup = 
min{20, 25}. Descartada pelo mesmo motivo da anterior. 
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kl= 1 ; 27 cosets ; A=GF(3) 

Norma Lider do Coset llgiill. 112gijll min {.} Eq. (7) 

( 9} (3,3) 9 9 9 9 

(3,3) 9 9 9 

(3} (2,1) 3 3 3 

(2,-1) 3 3 3 

(1,2) 3 3 3 3 
(-1,1) 3 3 3 

(-1,-2) 3 3 3 

(-2,-1) 3 3 3 

{2} (2,0) 2 7 2 

(2,2) 2 7 2 

(0,2) 2 7 2 2 
(0,-2) 2 7 2 

(-2,0) 2 7 2 

(-2,-2) 2 7 2 

(7} (-1,2) 7 ' 1 1 

(1,-2) 7 1 1 

(2,3) 7 1 I 1 
(1,3) 7 1 1 

(-3,-2) 7 l 1 

(3,2) 7 l 1 

( l } (1,0) 1 2 1 

(I, I) 1 2 1 

(0,1) l 2 l I 
(0,-1) I 2 1 

(-1,0) l 2 1 

(-1,-1) 1 2 1 

FIG. 10: Tabela Ordenada de Cosets e Nonnas. 
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11) As matrizes GN- [ 3 9 9 ], [ 3 3 9 ], 
[329], [379], [319], [ 3 9 3 1. 

bern como todas as demais sao descartadas prontamente pois, 
au nao escolhem todos os cosets, ou possuem .6..sup ~ daux. 

Assim sao esgotadas todas as possibilidades para as 
matrizes-norma GN e matrizes geradoras G de todos os sub-
conjuntos especiais possfveis para este esquema. A procura 
para c6digos treli<;a ternfuios, com pariimetros ( k1, V) = 
(1, 2) e 27 cosets na parti<;ao, e conclufda com a apresenta-
~ao de unl c6digo convolucional 6timo, gerado par G, com 
djree = 16, 

((j 1 ~) G= 3 3 
e GN= I 9 7 2 1-

Salienta-se que de urn universe de 215 formas possfveis 
para a matriz norma GN, 213 sao prontamente descartadas, 
sem que haja 0 efetivo calculo do djree para todas as matrizes 
geradoras contidas nestes 213 subconjuntos especiais. 

5. CONCLUSA.O 

0 algoritmo geral proposto, determina c6digos convo 
lucionais 6timos, envolvidos na estrutura dos c6digos treli<; a 

0 [1] baseados em cosets e parti<;6es de reticulados. 0 mesm 
incorpora os procedimentos propostos em [[2],[4]] e genera 
liza a procura, quanta ao alfabeto de entrada, podendo ser urn 
anel com q elementos [5]. 

Comrela<;ao as suas vers6es anteriores [.[2],[3],[4],[5]] - - ' a apresenta<;ao do algontrno , aqm realizada (se<;:ao 3), e bas
tante precisa e detalhada, tendo como caracterfsticas funda
mentais, a constru<;ao da Tabela Ordenada de Cosets e Nor
mas (se<;:fio 2) e sua utiliza<;ao, tanto na escolha eficaz da 

4) GN = [ 9 1 9 1. /',.<nf = 18 e /',.sup 
min{19, 20}. Descartada pelo mesmo motivo da anterior. 

5) As matrizes-norma GN = [ 9 9 3 1 e 

= matriz-norma GN (se<;:fio 3.2 e 3.5), quanta no calculo dos 
valores maxiroos para !::.;nf e /',.sup para mn subconjunto es
pecial (se<;:fio 3.3). Estas caracterfsticas salientam, aindamais, 
o carater exaustivo de procura de c6digos 6timos, visto que, se 
esgotam todas as possibilidades para as matrizes-nonna GN e 
matrizes geradoras G de todos os subconjuntos especiais para 
urn dado c6digo treli<;a. 

.GN = [ 9 3 3 1. implicam em /',.inf = 12, e /',.sup = 21· 
e 18, respectivamente. Como tambem nao escolhem todos os 
cosets, sao descartadas. 

6) GN = [ 9 2 3 1. /',.in! = 12 e /',.sup = 
min{14, 19}. 0 subconjunto especial e inspecionado e urn 
c6digo com da:u.z = 14 e obtido. Faz-se dtree = 14 e guarda.:. 
seG. 

7) As matrizes-norma G N = [ 9 7 3 1 e 
G N = [ 9 1 3 1 possuem /',.sup = 13. Logo sao pronta
mente descartadas, pois /',.sup < dtree ja obtido. 

8) G N = [ 9 9 2 1. nlio escolhe todos os cosets da 
parti<;ao, portanto e descartada. 

9)GN=[ 9 3 2 1eGN=[ 9 2 2 1-Descartadas 
prontamente, pais .6.sup :5 dtree obtido anteriormente. 

10) GN = [ 9 7 2 1, /',.in! = 12 e /',.sup = 
min{18, 17}. Investigado o subconjunto das matrizes G 
obtem-se dauz = 16, o qual e :rruiximo ate o momenta. Faz-se 
dtree = 16 e guarda-se G. 
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A procura de melhores c6digos em mn subconjunto es
pecial (se<;:iio 3.4) e apresentada, atraves de mn fluxogrm 
(fig. B), destacado do algoritrno geral, o que pennite urna com
pleta visao desta fase, sem o prejufzo da vislio total do algo
ritrno proposto. 

Ressalta-se tambem que, dentro dos subconjuntos espe
ciais, 0 calculo do djree e acionado para mna fra,ao minima 
de matrizes geradoras, neles contidas. Este fato pode ser ob
servado nos exemplos apresentados neste artigo para c6di
gos treli<;a binfuios e temfuios (se<;:fio 4.1 e 4.2), bern como 
no exemplo para c6digos treli<;a quatemfuio, apresentado em 
.[5]e em outros exemplos em .[6]. 
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