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Resumo - Neste trabalho, uma técnica para comecso de er-
ros em surtos bidimensionais € apresentada. O procedimento
faz uso de transforroagSes lineares que mapeiam tais surtos
em uma série de configuragGes de erros aleatdrios corrigiveis.

Abstract - In this paper, a new scheme for correcting two-
dimensional bursts is introduced. The technique is based on
the use of a family of linear transformations that implement
a two-dimenstonal mterleaving to transform the error patches
into correctable random error patteins.

Palavras Chaves : C6digos restritos, capacidade de Shan-
norn, métodos combinados, série geradora, surtos de erros.

1. INTRODUCAO

A técnica de entrelacamento representa um procedi-
mento comum no combate aos surtos de erros em sistemas
digitais de transmissio e/ou armazenamento de informacao.
O problema de se projetar esquemas de entrelacamento bidi-
mensionais (2-D) eficientes foi considerado em [1] e [2], onde
resultados interessantss foram obtidos através de buscas com-
putacicnais. Especificamente, arranjos de Q x Q bits foram
considerados, onde cada linha € uma palavra de um cddigo
linear bin4rio com capacidade de corre¢do de erros aleatdrios
t = 1. Para corrigir um surto 2-D de erros com peso de Ham-
ming Q, uma transformag3o é aplicada ao arranjo, espalhando

" as posicies comompidas de maneira que, na nova configura-
¢80, cada uma delas perience a vma linha diferente do arranjo,
0 que permite 2 corre¢do do surto. Um exemplo da técnica
com um cddigo possuindo £ = 2 foi apresentado. Embora o
problema seja elegantemente descrito em termos de particio-
namento de conjuntos e reticulados, nenhuma teoria foi for-
mulada para explicar por que algumas transformacdes espal-
ham adequadamente os surtos, enquanto outras nio o fazem.
Recentemnente, Kauffman et alli [3] abordaram o problema e
o formularam em termos de transformacGes lineares, com o
objetivo de esbogar uma teoria geral que estabelecesse condi-
¢0es para a construgio de mapeamentos capazes de espalhar
surtos 2-D de peso Q. Apenas o caso particular de arranjos Q
x Q e surtos isolados foi considerado.

Neste trabalho, a abordagem £ revista e uma teoria geral €
apresentada, considerando arranjos M x N, bem como a ocor-
réncia de surtos 2-D miiltipios. Neste contexto, 0s conceitos
preliminares relacionados com o problema sao descritos na
se¢do 2, onde um surto 2-D & caracterizado geometricamente.
Na segdo 3, o problema da construgio de transformagfes que
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levam ao espalhamento correto do surto de erros é resolvido
via arifroética modular, incluindo o caso do chamado entrela-
¢amento perfeito. A generaliza¢do do esquerma para corregao
de surtos 2-D miiltiplos através de cdigos lineares com ca-
pacidade ¢ de comregio de erros aleatdrios € apresentada na
secdo 4. As conclusdes referentes 4 pesquisa relatada neste
trabalho s3o apresentadas na se¢do 5.

2. PRELIMINARES

No que se segue C(n, k, d), ou simplesmente C, denota um
cddigo de bloco linear bindrio de comprimento ., dimensdo
k, distdncia rainima de Hamming d e capacidade de correggo
de erros aleaiérios t, onde d = 2¢+ 1. Com 0 objetivo de cor-
rigir surtos, um subconjunto de M palavras-cddigo de C & es-
crito como umn arranjo A de Mz N bits. Na maior parte deste
trabalho, 0 casot = 1 é considerado, de maneira que o es-
querna & projetado para corrigir surtos de erros de peso menor
ouigual a M. Por um surto de erros de peso M, compreende-
se aqui um surto 2-D que corrompe w elementos de A, onde
w < M. Para descrever a caracteristica de aglomeragdo dos
erros, vamos adotar um modElo de surtos retangulares, o que
significa que as posighes em erro formam uma submatriz R,
de A, de dimenstes r e s, onde s = M, ou eles podem ser
cobertos minimalmente por R (Figura 1).
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FIG. 1: Surtos de pesos w = & (quadrado: r = 5 = 3) ¢
w = 10 (retdngulo : r = 4, s = 3).

O forroato 2-D de surto citado acima pode ser descrito em
termos simples e ainda assim & genérico o suficiente para in-
cluir as situagdes de interesse pratico. £ importante observar
neste ponto, que as posiges afetadas envolvern linhas cujos
valores s3o elementos do conjunto de inteiros {0, 1,..., M —
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1}, de modo que quaisquer operagdes envolvendo estas quan-
tidades podem ser executadas médulo M. Um outro ponto
importante, como serd mostrado mais adiante, é o fato de que
a localizagdo precisa do surto dentro do arranjo é irrelevante,
desde que ele satisfaga as condi¢Oes mencionadas acima.

3. TRANSFORMACOES LINEARES

Para constroir familias de transformages cuja agao sobre
0 surto s¢ja espalhd-lo de maneira que o mesmo se torne uma
série de M padrdes de erros siraples, usamos aritmética mo-
dudar. O entrelagamento 2-D utilizado € obtido mapeando-se
o elemento da linha 2 ¢ coluna b (denotado por (e, b)) no ele-
mento (¢, d), através de

ZIMBIEN— ZBZN

(a,0) = (¢, d) = T((a,))

onde T'(.) é a transformagdo linear definida pelos parfime-

tose, f,g,h:
=] T
T”[g h] W
ou seja,
c=ae+bf (modM)
e

d=ag+bh (modM)

Lema 1 - Una condigdo necessdria e suficiente para T'(.)
Ser uma transformagdo inversivel é que MDCl(eh —

fg), M]=1
I[%]

Prova - Em forma roatricial
c|_|e f
d]l | g kR
Para T~ ser definida, precisa-se garantir a existéncia do
inverso multiplicativo 6 (mod M), onde § = eh — fg, isto &,
a congruéncia

@

(eh - f9)6 =1 (mod M)

deve apresentar uma iinica sclugo. Uma condi¢io neces4-
ria e suficiente para isto é que M DC{(eh — fg), M| = 1[4].

Teorema 1 - A transformagido Ty(r,s) de pard@meiros e =
h=1Ff = *xr,g = 0, define um mapeamento bijetivo
dos elementos de qualquer submatriz R de A (como definida
acima) para as linhas de A.

Prova - Considerando que MDC|(eh — fg),M] =
MDC1,M] = 1, T ¢ inversivel. A posi¢do em que R se
encontra ¢ irrelevante, uma vez que qualquer conjunto de + in-
teiros consecutivos ¢, ¢+ 1, ......., 4+ 7 —1 é um conjunto com-
~ pleto de residuos médulo . Se (i+z) = (i+y) (modr), com
" 0 < z,y <7—1, entdo z = y(modr), 0 que itaplicar = y.

De (2), oelemento (a,0) de 4,0 <a <r-1,0< b < 51,
¢ mapeado na linha c, onde ¢ = a & br (mod M. De modo
semelhante, ¢ = o’ + V'r {(mod M). Se ¢ = ¢ mod M),
entio

atbr=a +¥r (modrs) (3)

ou seja, a + br = o’ & b'r (modr) o que implica a = o',
Entfo (3) pode ser reescrita na forma br = ¥'r (mod rs), e as-
sim b = ¥ (mod s) on b = ¥. Portanto, se ¢ = ¢/ (mod M),
os elementos (g, b) e (a’, b’) 530 os mesmos.

Una situagao interessante ocome quando as posigdes cor-
rompidas ecupam, apds a transformacao, nao apenas linhas
distintas, mas também colunas distintas. E o chamado entre-
lagamento perfeito (EP). No caso examinado acima, o entrela-
¢amento nao serd necessarlamente perfeito, pois podemos ter
w > N. O teorema 2 a seguir ruostra que, quando M = N, a
condi¢ao EP pode ser obtida escolhendo-se os parAmetros de
(1) adequadamente.

Teorema 2 - Seja A urn arranjo bidimensional de dimensdes
Mn, onde M = N = rs. A transformagao To(r,s) de para-
meirose = h =1, f = +r, g = s, define um mapeamento
bijetivo dos elementos de qualquer submatriz R de A para as
linhas e colunas de A.

Prova - A prova para o mapeamento das linhas segue os
mesmos passos utilizados no teorerna 1 . O elemento (g, b)
de A é mapeado na coluna 4, onde d = ag+ bh (modM).De
modo anglogo, &’ = a’g + 'R (medM) ,0< a,a’ <r—1,
0<b ¥ <s~1.8Sed=d (modM), entdo

as+b=as+¥b (modrs)

@

o que implica as + b = a/s + b (mod s) e portanto b = V'
(mmods) ou b = V. De (4), as = a’s (modrs), de modo que
a =o' (modr) oua = o'. Em resumo, ¢ = ¢/ (mod M)e
d = d’ (mod M), se e somente sea = o’ (mod M) eb="¥
(mod M), o que significa um entrelagamento perfeito dos M
bits de R.

Entrelagamento perfeito significa que se as colunas de
A sfo palavras de um cédigo cometor de erros, entdio elas
poderfo ser usadas no processo de corregdo. Desta forma,
cram-se alternativas para ¢ esquema, no sentido de que se
pode considerar, por exeraplo, o uso de ¢6digos na forma de
amranjos bi-dimensonais.

4. SURTOS MULTIPLOS E CODI-
GOS COMt > 1

Utilizando-se nas linhas um cédigo com capacidade de cor-
re¢ao de t ermos aleatérios, & possivel comigir suctos de peso
< tM. A idéa bésica é considerar aritmética mddulo M
como se trabalhdssemos num arranjo estendido com tM lin-
has. Desse modo, a transformagzo T'(r, s) do teorema 1 pode
ser aplicada para espalhar os erros ao longo das linhas do ar-
ranjo estendido. Depois disso, & necessério reduzir mdédulo
M todos os valores de linhas maiores que M - 1. Isto re-
sultard em, no méximo, M palavras-c6digo comompidas com
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FiG. 2: (a) Surto 323 em um arranjo 927. (b) Surto espell-
hado. Cada uma das nove componentes ccupa uma linha di-
ferente do arran]o .

padrdes de erro de peso < £, 0s quais poderdo entio ser cor-
rigidos. O mesmo proced:mento pode ser considerado para
arranjos quadréticos (isto é, M = N), quando entio visna-
- hizamos o arranjo estendido tendo dimensfes tM z tM, re-
sultando em ndo mais que # erros em cada linha e coluna do
arranjo.
A corregdo de surtos miiltiplos pode ser obtida como uma
decorréncia do teorema 1.

Coloririo 1 - Seja A um arranjo com Mn bits, corrompido
por p surtos retangulares , cada um com peso < M. Entdo as
posicdes de A podem ser corrigidas através de Ty (r, s) se 0
cddigo C usado no esquema tem distdnciaminimad = 2p-+1.

Prova - A aplica¢go de 7' (r, s) espalharé todos os p surtos
a0 longo das M linhas de A, de modo que cada surto isolado
afetard, no méximo, uma posi¢gio em cada linha do arranjo.
Entio cada linha ird conter nfio mais que p posi¢Oes corrom-
pidas, que podem ser corrigidas por &

5. EXEMPLOS

Nesta se¢o algums exemplos sdo apresentados visando
' ilustrar os resultados obtidos anteriormente (teoremas 1 e 2,
coroldrio 1).

Exemplo 1 - Um arranjo de dimensGes M»n = 927 € consi-
derado, cujas linhas sdo palavras de um c6digo corretor de

emoscomi= 1 A transfofmag:ﬁo T'= é i’ ] permite a
corregio de surtos bidimensionais r z s onde r, s < 3. Como
M > N, os erros ocupam as mesmas colunas (Figura 2),
Exemplo 2 - Um amanjo de dimensGes Mn = 12212 €
considerado, cujas linhas sdo palavras de um cédigo corre-
1 3
41
permite a corregdo de surtos bidimensionais 3z4 (Figura 3).
Comoe M = N, temos a condi¢do de entrelagamento perfeito

(Figura 3)

tor de erros com £ = 1. A transformagdo T =
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FiG, 3: (a) Surto 374 em ur arranjo 12212, (b) Surto espal-
hado. As doze componentes ocupam linhas ¢ colunas dife-
rentes do arranjo. E o chamado entrelagamento perfeito.

(&)

FIG. 4 : (a) Dois surtos 4x4 em um arranjo 16210.(b) Surio
espelhado. Cada umna das 16 HEnhas apresentam dois ermos.

Exemplo 3 - Um arranjo de dimenstes Mn = 1610 é
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considerado, cujas linhas s30 palavras de um cddigo corretor

de emos com £ =2, A transformagio T = é ;L ] permite
a corrego simultinea de dois surtos bidimensionais + = s,
onde

8§ < 4. Como M > N, a transformacio mantém as com-

ponentes do surto nas mesmas colunas (Figura 4),

6. CONCLUSOES

Neste trabalho, a técnica de entrelagamento bi-dimensional
para conirole de erros em surtos em arranjos Mn foi discu-
tida. Um procedimento geral que descreve a construg@io de
diferentes formas de surtos de inieresse prético foi apresen-
tada. O problema da construgdo de transformagdes lineares
que conduzem ao espalhamento correto dos surtos foi abor-
dado através de aritmética modular e condi¢Ges necessérias
e suficientes para a existéncia de tais transformagtes foram
estabelecidas. Uma familia geral de transformagdes foi in-
troduzida, a qual permite a corregao de surtos 2-D de peso
w £ M, e produz o chamado entrelagamento perfeito nos ca-
sosem que M = N. A generalizac¢fo do esquerna usando-se
um cddigo linear com capacidade arbitrdria de comrecdo de
erros aleatdrios foi apresentada, bem como a comegdo de sur-
tos miiltiplos. Embora apenas cAdigos bindrios tenham sido
considerados, a extensdo do procedimento para cédigos mul-
tiniveis, em qualquer das situagdes discutidas, pode ser feita
de maneira direta.
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