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Resumo - Neste trabalho estabelecemos as condigoes
pecessarias para a construgio de constelaghes de sinais que
sejam geometricamente uniformes ¢ também casadas a gru-
pﬁs quocientes aditivos.  Tais constelagdes fazem parte do
espaco de sinais em B cuja identificagio dos pontos de
sinais sio dados por ¢lementos dos correspondentes anéis de
inteiros. A rotulagem casada decorrera da agao transitiva dos
p-grupos aditivos G ou de grupos aditivoes do corpo de Ga-
lois GF(p™).

Palavras-chave: Cédigos geometricamente uniformes, con-
junto de sinais, rotulagem casada, ancis de inteiros.

Abstract - In this paper we establish the conditions under
which it is possible to construct signal sets satisfying the
propertics of being geometrically uniform and matched to ad-
ditive quotient groups. Such signal sets consist of subsets of
signal spaces in E" such that the sinal points are identified
with the elemems of the corresponding integer rings, The
matched labelling is a conseguence of the transitive action e¢i-
ther of the additive p-groups Gy or of the additive groups of
the Galois field GF(p™).

Kevwords:  Geometrically uniform codes, signal  sets,
matched labelling, integer ring.

1. INTRODUGAO

O problema de construgio de constelagdes de sinais que
possuam inerentemente propricdades geométricas e estru-
turas algébricas ¢ fundamental ¢ relevante tanto no aspecto
da sistematicidade de geraglio de tais constelagdes como
no de implemeniagio pritica dos moduladores ¢ demodu-
ladores. E portanto neste contexto que se coloea a seguinte
questio: Quando € possivel construir constelagdes com p™
sinais. onde m ¢ um inteiro positivo qualquer, que scjam ge-
ometricamente uniformes e também casadas a grupos (rotu-
lagem), preferencialmente aditivos? Sob esta condigiio, 1ais
constelagoes devem fazer parte de reticulados em E™ que te-
nham como identificagio os elementos dos anéis de inteiros

Z(6).
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Em [5]. Egri ¢ Horrigan propuseram a construgiio de um
grupo multiphicativo finito de intciros complexos para o uso
em detecgio diferencial de sinais de uma constelagio de
sinais 16-QAM.

Em [6]. Rifa cstendeu o resultado de [3] aravés da
classificagdo. caraclerizagdo ¢ construgiio dos grupos multi-
plicativos &, de cardinalidade 2™ e dos grupos das unidades
de G,,. que podem ser utilizados em detecgdo diferencial-
mente coerente de sinais do tipo QAM.

Em [(12]), Dong etali. propuscram a construgio de
constelagdes de sinais QAM com 4p°™ =2 ¢ 6p°™~2 sinais
casadas a subgrupos dos grupos muluplicativos das unidades
dos quocientes Z{i] /(p™) e Z[<]/(p™ ). para pprimoe p > 2,
respectivamente.

Nos trabalhos [5], [6] e [12] foram propostos codigos cor-
retores de erros nio lineares tendo como alfabetos elemen-
tos dos grupos multiplicativos associados aos corresponden-
tes andis de inteiros, Sob a operagio de multiplicagiio, tais
grupos niao dio origem a reliculados.

Em [3] c [4]. Huber propos um méiodo de construgiio de
codigos de bloco lineares tendo como alfabeto elementos do
corpo de Galois G F(p) obtido via classes de residuos de um
anel de inteiros de Gauss ou de Eisenstein-Jacobi médulo
ideais primos.

Nobrega er.ali. [9)] propuseram um procedimento algébrico
de rotulagem casada, dos sinais de uma constelagio de sinais
em B? por elementos do grupo aditivo de GF(p), para os ca-
SOS em que um inteiro primo p seja fatordvel como elementos
irredutiveis em um anel de inteiros.

Neste trabalho iremos considerar as possibilidades de
construgio ¢ rotulagem de constelagdes de sinais geometri-
camente uniformes com cardinalidade M = p*, com & > 2,
a parur de reticulados identificados por anéis de inteiros, que
ndo foram consideradas nos trabalhos anteriores. A seguir
discriminamos os casos a serem considerados.

Caso I: E possivel construir constelagdes de sinais geome-
tricamente uniformes com p* sinais, k > 2 e p primo, casadas
a0 grupo aditivo de GF(p*)? Em caso alirmativo. quais sio
0s possiveis valores de k7

Caso II: E possivel construir constelagoes de sinais geo-
metricamente uniformes com p* sinais, cujo grupo de rétulos
possua uma estrutura aditiva que nio faga parte de GF(p*)?
Caso seja possivel. que estrutura algébrica poderd ser esta?

C.'?sn III: E possivel construir constelagdes de sinais geo-
metnicamente uniformes de mesma cardinalidade, no entanto,
casadas a diferentes grupos?

Em relagio ao Caso I, para & = 2, Huber, [4]. fornece
exemplos de constelagdes com p? sinais provenientes do re-
ticulado idemtificado por Z[w].
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Todavia, ndo foram considerados em [3]. [4] ¢ (9] 0s
scguintes casos: 1) & = 2 e as constelagdes com p* sinais
provenientes do reticulado identificado por Z[t]; ¢ 2) no caso
geral para k > 3.

Neste trabalho mostramos que no caso em que as
constelagdes de sinais siio provenientes do reticulado iden-
tificado por Zi] e k = 2, se p = 4t + 3, f inteiro, ¢ possivel
construir constelagdes de sinais geometricamente uniformes
com p? sinais casadas a grupos aditivos de GF(p?). Similar-
mente, mostramos que no caso Zfw) e k = 2.se p # 6t + 1.t
inteiro, entiio ¢ possivel construir constelagdes de sinais geo-
metricamente uniformes com p* sinais casadas a grupos adi-
tivos de GF(p?). Para k > 3, tanto em Z[i| quanto em Z|w)
mostramos que nio ¢ possivel obter tais constelagoes.

Chamamos a atengio ao fato de que em [3], [4]. ¢ [9] nao
foram considerados os Casos 1l ¢ I11.

Em relagio ao Caso II. mostramos que ¢ possivel construir
constelagdes de sinais geometricamente uniformes com p*
sinais casadas a p-grupos aditivos G, que niio fazem parte
de GF(p*) para k > 3. Mostramos também que no caso
em que k = 2, se p = 4t + 1 ¢ a constelagiio de sinais estid
identificada em Z[2] ou p = 6t + 1 ¢ a constelagio de sinais
estd identificada em Z[w|, para t um inteiro positivo, entiio
¢ possivel construir constelagdes de sinais gcometricamente
uniformes com p? sinais casadas a p-grupos aditivos Gz que
ndo fazem parie de GF(p°).

Observamos, através da Figura 2, que eventualmente
poderd ocorrer constelagdes com p* sinais casadas a dife-
rentes grupos de tal forma que os correspondentes arran-
jos geométricos dos sinais sio também diferentes.  Isto
ocorrerd se p* puder ser representado por diferentes formas
quadrdticas. Dessa forma, o Caso 111 fica especificado.

Uma contribuigdo deste trabalho esti relacionada ao pro-
cesso de determinagio do gerador ~ a + b do ideal |
em Z[6] de norma relativa p*. A determinagiio do ideal |
¢ relevante pois 0 mesmo € wilizado na obtengiio do grupo
quociente Z[] /1, que por sua vez ¢ isomorfo ao grupo de
rowlos de uma constelagio com p* sinais. Apesar de [3], [4]
¢ [9] fazerem uso desta concepgiio, tal procedimento nio foi
considerado.

Observamos que o gerador v = a + b pode ser deter-
minado através das solugdes inteiras (X,Y) (a.b) da
forma quadritica h(X,Y) = p*, onde R(X,Y) provém da
norma relativa do anel de inteiros Z[6]. Portanto, quando p*
for representivel por uma forma quadrtica, entio é possivel
construir uma constelagdo gecometricamente uniforme com
p* sinais a partir de Z|a).

Em particular, mostramos através do Exemplo 4.3 que a
proposta de construgio de constelagdes de sinais geometri-
camente uniformes casadas a grupos aditivos de GF(p™m)
feita por Interlando e Elia em [13] pode ser estendida a P
grupos aditivos G que niio fazem parte de grupos aditivos
de GF(p™).

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira, Na
St.:c;ﬁo 2, f:{rcnms uma revisiio de conceitos da teoria dos
numeros tais como corpo de nimeros, anéis de inteiros,
norma de um ideal ¢ grupo de Galois bem como 0s con-
ceitos de constelagdes de sinais geometricamente
¢ a defini¢io da fungiio de rolulagem
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uniformes
casada entre os sinais

L —
de uma constelagiio de sinas ¢ os elementos de um grupo ¢
Na Scc¢io 3, a definigio de reticulado em B" ¢ ¢ l""lccdi:
mentos para a identificagiio dos pontos dos reticulados em B2
¢ B" por elementos dos andis {_Ic inteiros sio apresentados,
Na Scgiio -, fornecemos procc(hmfnlns Para a construgio e
constelagdes com p™ sinais em B° ¢ B", com exemplos eny
B* ¢ BY. Finalmente. na Scgao 5 as conclusdes deste trabalhg
siio apresentadas.

2. PRELIMINARES

21 TEORIA DOS NUMEROS

Scjam E e F subcorpos de €, o como dos nimeros com.
plexos. Se E ¢ um subcorpo de F. entio F ¢ uma exiensgo
de E, denotada por F/E. A dimensio de F. este visto comg
espago vetorial sobre E, ¢ chamada de grau de F sobre B ¢
sers denotada por [F : E].

Considere p(.X') um polindmio irredutivel sobre E, Pelo
Teorema Fundamental da Algebra é sempre possivel obter yp
subcorpo F de €, que seja uma extensdo do corpo E, chamadg
corpo de fatoragdo de p(X'), como sendo o menor corpo F
contendo todas as raizes de p(X).

Chamamos de miimero algébrico qualquer elemento q €
C que € raiz de algum polindmio ndo nulo p(X) sobre Q,
o corpo dos nimeros racionais. Podemos ¢ iremos sempre
considerar p(X') monico. Qualquer extensio finita de Q¢
chamada de corpo de nimeros. em particular F = Qle) =
{a +ab:a.b € Q}, ¢ uma extensio quadrética de Q com a
uma raiz de p(X).

Scjam F um corpo de nimeros ¢ @ € F raiz de um
polindbmio p(X) ménico com coeficientes em Z, diremos
que a € um inteiro algébrico e o conjunto desses inleiros
algébricos constitui um anel denominado anel de inteiros de
IF, [7), denotado por Dz. Exemplos de corpos de nimeros sio
as exlensoes quadrdticas imagindrias, isto €, subcorpos F de
C de grau 2 caracierizados pot:

F=Q(/-m) = {a+ibﬁ:a,b€@}a

onde m € um inteiro positivo livre de quadrados.

J4 os anéis de inteiros Dr sio caracterizados por Z{f] =
{a + b0 :a,be Z}, onde 0 ¢ dado por

vV =m, se —m =23 modd
g =
VI g —m =1 moedd

Exemplo 2.1 Considere os seguintes casos:

i) Se a extensio quadrdtica é F = Q(/—1). entdo o anel de
inteiros (0] de F é dado por Z[i] = {a + bi:a,b€ E]
onde i = /=1, também conhecido como o anel de in-
teiros de Gauss.

i) Se a extensdo quadrdtica é F

{a+bw:ab e Z), ondew = 123, também conne

cido como o anel de inteiros de Eisenstein-Jacobi.

Q(vV=3), entdo

o anel de inteiros Z|0) de F ¢é dado por Zl) A
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O Teorema 2.1 relaciona polindmios p(X). tendo uma das
raizes um inteiro algébrico, com extensdes de corpos.
Teorema 2.1 [10] Sejam F/E uma extensdo de corpos e a €
F um inteiro algébrico sobre E.

iy Existe um polindmio ménico irredutivel p(X) € E[X]

tendo o come raiZ;

i) p(X) € o polindmio monico de menor grau em E[X] rendo
a cono raiz € € tiico,

i) A dimensao [F : E] ¢ igual ao grau de p(X).

Lema 2.1 [10] Seja p(X) € E[X] wm polindmio ndo cons-
rante. Seja F o corpo de fatoracdo de p(X). Seo : F —F
¢ um automorfismo e se o é uma raiz de p(X), entdo o)
também é uma raiz de p(X).

Defini¢ao 2.1 Seja F/E wma extensdo de carpos. O grupo
de Galois F /E, denotado por G(F[E), é o conjunto de todos
os antomorfismos de F que deixam fixos os elementos de E.
Se o polindmio p(X) € E[X] tiver como corpo de fatoragao
F. entdo o grupo de Galois de p(X') é G(F/E).

Teorema 2.2 (/0] Seja p(XX') um polinémio conm coeficientes
sobre B, Se p(X) é separdvel (isto ¢, possui todas raizes
distinas no corpo de fatoragio). entdo a cardinalidade do
grupe de Galois G(F/E), iguala a dimensdo do espago veto-
rial ¥ com relagao a E.

Seja G(F/E) = {00.....0n=1} 0 grupo de Galois F/E.
Chamamos de norma relativa de um ¢lemento = € F a
aplicagiio Ng/g(z) = ﬂ:‘z"o' 7,(z) com valores em E.

Como exemplo, considere uma extensio quadritica
racional imagindria do tipo Q(v/=m)/Q, onde m ¢ um in-
teiro positivo livre de quadrados. O grupo de Galois associ-
ado a esta extensdo ¢ G(Q(v=m)/Q) = {o0.a1}. onde ay
¢ aidentidade ¢ oy (a + by/=m) = a = by/=m.

Avaliando a norma dos clementos nos anéis de inteiros
Z[#) provenientes dessas extensdes quadrdticas imagindrias,
concluimos que

No(v=my/ola +08) = (a + bf)(a + 1) =
a® — mbh?, se —m=2,3modd
a’ +ab + iﬁﬂlb"’, se —m=11mod4d

E conhecido que o algoritmo da divisiio
vilido nos anéis Z(f) para @ =
0 = @ s¢ m = 3.7.11 arravés do uso da aplicagio
norma, 7], isto ¢, dados a.b € Z[8], sempre existem q,r €
Z|#] smifazendo a condigiio de que a = bg + r, comr = 0
ou No(v=mie(r) < No=my/q(®)-

Os anéis onde o algoritmo da divisio de Euclides ¢
aplicdvel sio denominados anéis euclidianos,

Proposicio 2.1 [7] Sejam F um corpo de niimeros, D= sen
anel de iniciros algébricos ¢ P um ideal nido nulo de De,
entio sao vilidas as seguintes afirmagées:

de Euclides ¢
—m,s¢m = 1,2 ¢ para

(i PNZ = pZ, onde p é o tinico mimero primo em P

(i) O guociente Dz/P ¢é uma exiensdo finita do corpo
GF(p) cujo grau [Dz [P : GF(p)] < n.

Sejam I um anel comutativo e  um ideal de Ji. Em It /[
aoperagio (a+ ) +(b+ 1) = (n+b)+ T pwmaa b e R,
estd bem definida ¢ as seguintes condigdes sio verificadas:

i) A classe 0 + 1 ¢ o clemento neutro para esta operagio,

ii) a+ 1 = b+ I se.esomenie se, a — b £ 1, neste caso
denotamos por a = b(mod I).

Assim fica estabelecida uma estrutura de grupo aditivo em
R. A notaciio a = b(mod I) significa que os elementos a ¢
b de R estdo na mesma classe lateral (isto €. representam o
mesmo clemento em /7). Chamamos /I de grupo quo-
ciente aditive de JT sobre I.

O nimero de elementos de R/T ¢ chamado de norma do
ideal I.

Outro fato conhecido ¢ que anéis euclidianos sio anéis
principais, isto ¢, todo idcal € gerado por um clemento que €
tinico a menos de associados.

2.2 CONSTELACOES DE SINAIS GEOMETRI-
CAMENTE UNIFORMES

Um conjunto discreto de pontos em R™ em que scja
possivel realizar uma identificagio destes ponlos por sinais
¢ chamado de espago de sinais,

Uma consrelagao de sinais € um subconjunto finito de

sinais em um espago de sinais.
Defini¢dio 2.2 Um conjumto de sinais K é uma constelacao
de sinais geometricamente uniforme se para quaisquer sinais
ko.ly € K. existir uma isometria T € U(K) tal que
T(ko) = k. ou seja, U(K) age transitivamente em I\,
equivalentemente,

Uko) = {T(ko) : ¥T € U(K)} = K.

Dentre todos os possiveis conjuntos de sinais com car-
dinalidade m finita, aquele que apresenta a menor energia
média € denominado de constelagdo de sinais associada aos
m pontos de sinais. A encrgra média minima, E,,. de
uma con;ﬁwlaqﬁo de sinais {a:;,,.r..'..,xm_l} ¢ a fungio
2:':,1 g}l:—' ondc d(zg.x,;) denota a distincia do sinal
T, axg, ¢ To € 0 baricentro da constelagiio. Note que d(., .)
depende do espago métrico em consideragio. Se for o Eucli-
diano, entiio d(.,.) ¢ a distancia Euclidiana. Se for o espago
hiperbdélico, entio d(...) ¢ a distincia hiperbélica.

Definigio 2.3 A regidgo de Voronoi Ry-(k) associada a um
dado ponto de sinal k € K ¢ o conjunto Ry(k) =
{x € R" : d(x,k) < d(x,T'(k)),VT € i)

Definigao 2.4 O perfil de distancia global com relagio a k €
K. denotado por PD(k), é definido como sendo o conjunto
das distancias dos pontos de I com relagao a k.

O teorema a seguir relaciona constelagdes de sinais geo-
metricamente uniformes com regives de Voronoi.

Teorema 2.3 /| Se K for uma canstelagdo de sinais geome-
iricamente uniforme, entdo:

1) Todas as regides de Voronoi sao do mesmo tipo, isto 6, sdo
congruentes;

2) O perfil de distancia global PD(k) ¢ 0 mesmo para qual-
quer ponte de sinal em K.
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Dizemos que uma constelagio de sinais S estd casada a
um grupo G, se existe uma aplicagio ¢ de & sobre S tal que
d(p(g9). e (h)) = d(e(e). (g~ 1)), paratodo g, h € G, onde
¢ ¢ o clemento neatro de G ¢ d(.,.) ¢ uma distancia em S. A
aplicagdo yi € chamada aplicagdo casada [2). Além disso, se
e € injetiva, dizemos que ;' ¢uma rotulagen casada. is10 ¢,
se G ¢isomorfo a G(S) entdo p1 ¢ uma rotulagem isométrica.

3. RETICULADOS EM R¥Y

Dizemos que um subconjunto discreto A de pontos de R"
Eum reticulado de dimensao n se este for um Z-médulo, ge-
rado através de uma base {er1.....en}. Note que e1,..., ¢
podem ser vistos como linhas de uma matriz geradora M.
Um vetor © = (xy,....2,) € A, ¢ escrilo como 1 =
Ti€ + -+ rpe, = r.M, onde x, sio inteiros. A norma de
réN(r) = J\"{.l'll"] +---4 .l“'nen) = :;123;1-171-1"3{-'1\'-‘_}
rMAM'z" = x.Axt = f(xr), onde a matriz A = M.AI!
chamada marriz Gram de A.

A fungio f(x) de n varidveis inteiras U
forma quadritica associada ao reticulado A.

o |

<

..y € uma

3.1 RETICULAQOS EM E? IDENTIFICADOS
PELOS ANEIS DE INTEIROS Z[i] E Z[w]

E fato conhecido que o recobrimento de RB? por poligonos
do tipo {p.q}, isto ¢, um poligono de p lados onde cada
vértice € recoberto por ¢ poligonos, ¢é necessdrio que a
equagio (p — 2)(q — 2) = 4 tenha solugdes inteiras. Disto
segue que R* admite apenas recobrimentos do tipo {4.4} ,
{6.3} e {3.6).

Mostraremos, pelo Teorema 3.1, que os elementos do anel
de inteiros Z[8)] proveniente de uma extensio quadritica ima-
gindria Q(yv/=m). onde m ¢é um inteiro positivo livre de
quadrados, sio identificados pelos baricentros ou vértices dos
correspondentes poligonos.

Teorema 3.1 [8] Seja Qa by = a + b8 um elemento de um
anel de inteiros Z(8) proveniente de uma extensio quadrdtica

Q(v'=m), onde m ¢ um inteiro positivo livre de quadrados.
Temos dois casos a considerar:

1) Caso em que —m = 2,3 mod 4.

Seja ayq ) 0 baricentro de um paralelogramo. Entéo,
Qla+1,b) € Qa1 p) Sdo identificados como sendo os
vértices opostos do paralelogranio cuja distdncia en-
clidiana de Qap) vale I, enquanto que Ofaht1) €
Q(a,b—1) 540 identificados come sendo o par de vértices

opostos do paralelograme cuja disténcia euclidiana de
Qeq by vale /m;

2} Caso em que —m = 1 mod 4.

Seja gy o baricentro de um hexdgono.  Entgo,
Qas1,h) € Qua_ypy Sdo identificados como sendo os
vértices opostos de um hexdgono cuja disténcia eu-
clidiana de Qapy Vale 1, equanto que Qaz1b41) €
Q(a+1.b-1)i € Qg p_1) € Q(a,b41) S0 identificados como
sendo os demais pares de vértices opostos do

com distancia enclidiana -‘";—',—-T

hc.wigono
1
de oy .
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Figura 1. Tesselagio por Quadrados

Coroldrio 3.1 (8]

1) O recobrimento de B* por quadrados de drea uniygy;
€ obtido através da identificagio dos ban'cen!ms d;
quadrados unitdrios com os elementos dy anel de jy.
teiros de Gauss;

2) O recobrimento de B? por hexdgonos regulares de greq
mmmima é obtido arravés da identificacdo dos baricen.
tros de hexdgonos de drea minima com os elementos d,
anel de inteiros de Eisenstein-Jacobi,

Note que o reticulado obtido a partir da tesselagio de
quadrados de drea unitdria ¢ identificado pelo anel de intejgos
Z[1] cuja forma quadritica associada é J(X,Y)
ou seja, a norma relativa dos elementos de Z{i.

Analogamente, 1emos que o reticulado obtido a partir da
tesselagdo de B® por hexdgonos regulares de srea minima é
identificado pelo anel de inteiros Z[w] cuja forma quadrdtica
associada ¢ g(X.Y) = X2 + XY + ¥2
relativa dos elementos de Z[w).

O objetivo desta identificagio ¢ prover uma estrutura de
grupo, com a operagio de grupo sendo aditiva, aos pontos
destes reticulados em B2, Neste caso, em particular, a ¢s-

trutura aditiva do grupo provém da parte aditiva do anel de
inteiros.

= ;\'2 - }’2’

» OU seja, a norma

3.2 RETICULADOS EM R" IDENTIFICADOS
POR ANEIS DE INTEIROS

Em [13], Interlando ¢ Elia propuseram uma maneira na-
tural de se obter reticulados em B", onde os pontos desies
reticulados siio identificados como sendo os elementos de um
ancl de inteiros proveniente de corpos de numeros de grau 1.

Para estabelecer esta identificagio foi considcrad_o em [13]
aaplicagiio estabelecida em (1). Esta aplicagiio icahz:l‘? mff:
gulho dos clementos de um corpo de nimeros Fem R" ond¢
cada coordenada, desta identificagio em R", ¢ a imagem dcl)f
n distintos mergulhos associados ao corpo de niimeros F aph
cados num clemento de F. isto é,

o :F— R"
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7 — (O3(T)y - o (@), Ry 41 (2),s

garr."l{‘r) L -mcr-.-%r;('-"l3‘7:-|+r:{3')]- (I)

sendo que @, para J=LliiaiT S00 mcrgulhos reais de F

iI em C, e gy para j = 7+ 1,...,7y + r2 sd0 mergulhos

complexos de Fem € com &350 = 0,4 475
Nio ¢ dificil mostrar que oF ¢ um monomorfismo. que
chamamos de mergnlho canénico de F em R".
Por outro lado, 0 anel de inteiros D= associado a um corpo
de nimeros F ¢ um Z-médulo livre com uma base integral do

tipo 3= {wi. ... @y }. Chamamos a atengiio ao fato de que,
em geral, a determinagio da base integral para extensoes de
grau maior ou igual a 3 é significativamente dificil.

Para cada w, € 3, consideraremos os pontos u; = o=(w,)
dados por

u; = (f.T] (lln‘v'r)- RN gl‘: (“-"l)! ;l}'"nn ("""I}'
Sar, (Wi) oo ROy 4r3(@1) S0F dorp (wi))-

(2)

Assim, a=(3) = {uy, ... up} serd uma base para um re-
ticulado A em B". Avaliando oz ¢cm y € D=, onde ¥
Mwy + o F QG € g, .., ay € Z, lemos que

o=(y) = moz(wy) + -+ + apos(wn) = aruy + -+ anitn.

O que torna a identificagio completa,

CONSTRUCAO E ROTULAGEM DE

CONSTELACOES GEOMETRICA-
MENTE UNIFORMES COM P/ SINAIS

4,

Nesta se¢iio apresentaremos procedimentos de construgiio
de constelagdes de sinais em B? casadas a grupos adilivos
de GF(p) ou GF(p?) ¢ a p-grupos aditivos que niio fazem
parte de um corpo de Galois ¢ as correspondentes rotula-
gens conduzindo a constelagdes geometricamente uniformes.
Mostraremos que este fato ocorre de mancira similar em B?
com uma tnica ressalva de que os grupos aditivos de GF(p*)
ocorram para k < n.

4.1 CONSTELAGCOES GEOMETRICAMENTE

UNIFORMES COM PY SINAIS EM B2

As constelagoes geometricamente uniformes com p™
sinais em B2, cuja construgiio serd descrita nesta se¢ilo, seriio
constituidas por representantes de classes laterais prove-
nientes de ideais / de norma relativa p™ nos andis de inteiros
Z[B]. para @ = i ¢ § = w, de tal forma que a energia média
correspondente seja minima.

Em [3] ¢ [9], foram estabelecidas as condigtes de quando
¢ possivel construir constelagdes com p simais, cada uma
casada ao correspondente grupo aditivo de GF(p).

Para tal, foi analisado se p ¢ latordivel no anel de inteiros
Z[6), para 6 = i ou w. ou melhor se existe um elemento
7 = a4+ b8 iredutivel em Z[A]. Em caso afirmativo, basta
tomar o ideal primo em Z[0] gerado por 4.

Desse modo, indiretamente fica estabelecido um procedi-
mento de se encontrar ideais primos P em Z[0] gerados por

I

Por outro lado, convém observar neste processo que existe
um clemento 7 a + bff de norma relativa p, se o par
de inteiros (a,b) for a solugiio intcira da forma quadrdtica
MX,Y) = p.onde i{X,Y) € a norma relativa de um cle-
mento Z[f). Para maiores detathes, referimos o Ieitor a re-
feréncia [11].

Através do estudo da representatividade de poléncias de
primo p™ por uma forma quadrdtica hA(X.Y") associada a
norma relativa de um anel de intciros Z[#)], estabelecemos
as condighes necessdnas para construir constelagoes geome-
tricamente uniformes com p™ sinais a partir de reticulados
indentificados por Z[6].

No caso em que ¢ possivel tal construgdo, basta tomar 5
como sendo o gerador de um ideal  em Z[6]. Através do
quocicnte G = Z[#]/1, obtemos o grupo quociente aditivo
casado i constelagdo com p'™ sinais obtida a partir do reticu-
lado identificado por Z[6)].

A estrutura aleébrica de tais grupos quocientes aditivos, G,
dependerd das congruéncias p médulo 4 ou p médulo 6 para
os reticulados identificados por Z{i] ou por Z[w] ¢ do valor de
m.

Foi mostrado em [3], [4] ¢ [9] que ¢ possivel construir
constelagdes com p sinais, estas identificadas por Z[t]. so-
mentc nos casosemque p = 2oup = 4t + 1, onde ¢ é um
inteiro positivo. Quando as constelagdes sao identificadas por
Z[w] € possivel construir constelagdes com p sinais nos casos
p = 3oup = 6Gt+ 1 para f inteiro positivo. Em todos
esses casos as conslelagdes sio casadas a grupos aditivos de
GF(p).

As Proposicies 4.1 ¢ 4.2 fornecem respostas gerais de
quando ¢ possivel construir constelagdes geometricamente
uniformes com p'™ sinais casadas a grupos, constelagoes es-
sas identificadas por Z[i] ¢ por Z[w]. bem como explicita
quem sio os grupos aditivos.

Propesicio 4.1 Para qualquer prime p. é possivel construir
constelagdes com p* sinais, tais que

I - Caso Zi):

1.1 Sep=dAt+1 comt € Z, rais constelagies estio
casadas a p-grupos aditivos G2 que ndo fazem
parte de GF(p*);

1.2 Sep = dt+3, comt € Z em Zi), tais constelagies
estdo casadas a grupos aditivos de G F(p?).

2 - Caso Z|w]:

2.1 Sep=0Gt+1, comt € Z, tais constelagdes estdo
casadas a p-grupos aditivos que nio fazem parte
de GF (p*);

22 Sep#6Gt-+1,comt € Z, tais constelagdces estio
casadas a grupos aditivos de GF(p*).

Demonstracio:

1.1 Parap = dt 4+ 1, com t € Z, pelo Teorema de Gauss
e:rc‘istc Qs R iy € Z[i). wl que Noww=n)/0la) =
"+ 7 = p. Logo, tomando o? = (x + iy)?
(:t' + ¥7) + {(2ry), tem-se que No(v=Ty0(a?)
Nawv=nrel@)Ngv=1yg(0) = pp = p*.

O ideal I tomado em Z[i] neste caso ¢ J = {a®).

i
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1.2 Parap = dt + 3, com t € Z, basta escolher a = p, pois
No(v=myel@) = No=tyoP) = PP =P O ideal
I em Z[i], considerado neste caso. ¢I=(p).

2.1 Parap=Gt+1,comt € Z, existea =17 +wy € Zlwl,
tal que N y=3)/0(@) = r? +xy+y* = p- Nesie caso
oideal I tomado em Z{w) ¢ I = (a*).

2.2 Parap # Gt + 1, comt € Z, bastaescolher a = P pois

. : G e
Now=a/0(@) = No=s/o(p) = pp = . O e

I em Z[w), considerado neste caso, ¢ I = (p)
]
Proposigio 4.2 Os itens abaixo fornecem as condigaes sit-
ficientes para a construgdo de constelagies com p™ sinais,

m > 3. todas casadas a p-grupos aditivos Gy que nao
fazem parte de GF(p™).

I - Caso Z[i):

1.1 Se o niimero primo p é da forma p = 4t + 1, entdo
¢ possivel construir consielagoes com p™ sinais
para qualquer p:

1.2 Para os mimeros primos da forma p = 4t + 3
é possivel construir constelagies com p'™ sinais
para os casos ent que m € par.

2. Caso Zlw):
2.1 Se o mimero primo p ¢ da forma p = 6t + 1, entdo
¢ possivel construir constelagoes com p™ osinais
para qualquer p:
22 Para os mimeros primos da forma p # 6t + 1

é possivel construir constelagdes com p™ sinais
para os casos em que m € par.

Demonstragiio:
1.1 No caso em que p = 4t + 1, com € Z, existe
a = r+ 1y € Z[i]. tal que 1\'3(‘;_—”@(0) =14yt =

p. Tomando ¥ = a", temos que Ng/=nie(®) =

No(/=1y/qla") = p". Neste caso 0 ideal [ em Z[i],

sera dado por I = {(a").

1.2 Casoemque p =4t +3.comt € Z. Da Proposigio 4.1,
com p = 4t + 3, sejaa = p, entdo NQWTWQ(“) =
No=tya@) = pp = p2. Tomando ¥ = a*, sua
norma serd N =)/0(7) = Ngy ~1yele®) = (pH)*.
Neste caso o ideal T em Z[i]. ¢ dado por I = (a*).

2.1 Caso em que p ¢ fatordvel em Zlw] existe a € Z[w] tal
que p = a.@. Neste caso, N /=5y/0(Q) = p- Logo,
tomando-se 4 = a™, sua norma serd Ny /=3)/0(7) =
Ng(/=3/0(@™) = p™. Neste caso. o ideal T em Z|w
¢ dado por I = (v).

2.2 Caso em que p nio ¢ fatordvel em Z[w]. Neste caso
para os valores de m = 2k, com k inteiro, basta que
tomemos 5 = p~(1 —w), que tere f +) =

y = pF(1—w), que teremos Ng(/=5)/0(7) =

Norv=3(P") Noy=ay/0(1-w) = p*.1 = p™ Basia
tomar o ideal I em Z{w), dado por I = (7).

[a]
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42 FUNGAO DE ROTULAGEM ENTRE
GRUPO G E CONSTELAGOES pg UM
EM B2 SINAg

A Tungio que estabelecerd a rotulagem casad
pontos de sinais das constelagoes (indcnliﬁm{m‘
(0s de andis dos inteiros de encrgia minima) c‘of:“l'c!emm.

a enfre

de um grupo aditivo G ¢ dada por: "If-'l'm:nms
Um elemento ! € G (G wm griipo com P™ elemer
rétulo para o ponto T + ytl € Z|0) se r + ; 105) ¢ ypy

" = Umogyn

onele 1 € Z é a tinica solugdo (em s) da
< cquagdo :
a+)
5=

0 modp™. onde 0 < 5 < p™ -
Exemplo 4.1 Considere p =

it ; ] ti. F.; =92 EZ[;,J]_ Sob

condigaes, a representagdo h(X,Y') = p* ¢ dadq p,, esiag
i I

XY + Y? = 25. Uma das solugies inteiras é‘:f;dﬂi-

5 — Sw. Seja I o ideal primo gerado por I = 6 qt? por
Entio, v = —4 € solugdo inteira de 5 — s5 = 95, Cop, Ejlr.'),
o rétulo do elemento T + yw em Z[w| é obrido de ¢ LI;;m?Z
[ mod 25 conio sendo o elemento do grupo aditivo do =
GF(25). oy
Exemplo 4.2 CanszdereI?;:- = (:1 +3i)(4 - 3i). Sejam ideal
gerado por m = (4 = 3i). Emdo, v = =T € solugiio jnye;
de 4 — :-'3. = 25. Com isso. o rotulo do elemento 1 + y; l'm.
Zli] é obtido de T — Ty = | mod 25 como sendo o e;,m,m::
do grupo Gas.

A Figgra 2 lill:ISll‘a as r:onsltclaqﬂes de sinais Aa;i] e Agslu]

de energia minima, provenicntes de Z[i] ¢ Z[w), respectiva.
mente. Os sinais destas constelagdes siio rotulados pelos ele-
mentos do grupo aditivo Ga; ¢ pelos elementos do grupo adi-
tivo de G F(25), respectivamente. Estas constelages além de
possuirem grupos de rétulos distintos o arranjo geoméirico
destas constelagdes de sinais sdo diferentes.
Observagao 4.1 Constelacdes geometricaniente uniformes
com p" sinais em B, Convém observar que iambém ¢
possivel construir constelagdes geometricamente uniformes
com p™ sinais em R" rotuladas nGo apenas por grupos adi-
tivos de GF(p™), como proposto em [13], mas também por
p-grupos aditivos G pm.

Antes, no enlanto, apresentarenos o Lema de Kummer ¢
uma defini¢ao que foram preponderantes para a ebtengdo da
rotulagem em [13).

Teorema 4.1 [14](Lema de Kummer) Seja Dz 0 anel de in-
weiros do corpo de mimeros F = Q(8) e p(X) € ZX]e
polinémio minimal de 8 de grau n. Um ideal primo {p) df 5
se decompde em produto de ideais primos de Dy da seguint
maneira: seja X)) = (X)) .. Pa(X)e a fatoragal
de p(X) em polindmios ménicos irredutiveis de gra Ju
1< i< s, sobre Zy[X] comey + €2 g Ty ande
a barra denota a classe de residitos siddulo p. Entdo Pl
tem wma tinica fatoragdo pPr = P, P comip rodito
de poténcias de ideais primos en Dy, onde Py = (.0l
D:/P, ~ GF(p/'). paral L1 £ 5. 05
Proposigio 4.3 [13] SejamF = Q(8) um corpe dle nimET™
de grau n com € Dz ¢ {wr..- \Wn } uma base de 1
Q. Seja A um reticulado obtido a partir de Ds- 1o, S

Considere & um isomorfisno de Dz/Pyem GF“_ )')a-t
pra projegio de Dz em Dz/Pi Entdo | = ,rfgrm I
é a romdagem linear de \ em GF(p"). Além L'ﬂﬁ' :
Dr = Z(#), emao | pode ser completament¢ &F j
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Figura 2. Constelagoes de Sinais.

por l(a(8)) = ¥ com 0 a raiz do polinémio pi(x) sobre
GFE(p), el : A — GF(p') é a romlagem linear dada por
Wo(zywh + ...+ Tnwn)) = ril(a(wy)) +- ..+ xnl{o(wn)).
para quaisquer 1, € Z, com 1 = i<
Exemplo 4.3 Considere F = Q(a). onde a é a raiz cont-
plexa do polindmio minimal p(X) = X3-X+1 O
anel de inteiros ¢ D= = Z[a] com uma base integral 3 =
l,a,—1+a?}, [14]. Tomando p(X) mddilo 11, obtemos
p(X) = (X = 5)(X? +5X + 2)(mod 11 Z[X]). onde o
polindmio do segundo grau é irreduiivel sobre Zyy. Assim,

i)
11Z[a) = P Pa,
onde Py = (11,a—5) e Pa = (11,0 - 6a —9).
Temos que Zla)/Py =~ GF(11), e portanto, a =
5(medPy).
A fungdo de rotulagem é l(o(Xo + X1a + Xo(=1 +
cl:')(nmd 11 E:[J\}J =Xg+5X, +2X,, VX, € Z, com
0<i<?.

ii) Considere o ideal I = P} de norma 121. Entao Zla] /I ~
G121, € portanto, a = 5(modl).

A fungao de rotulagem é l(o(rg + 110 + x2(=1 +

a?)(mod 121 Z[X]) = xp + 5y + 240, Va, € L,
comD<i1<2

5. CONCLUSOES

Neste trabalho estendemos os  procedimentos  de
construgio ¢ rotulagem de constelagdes de sinais geo-
metricamente uniformes casadas a grupos aditivos de corpos
de Galois a partir dos reticulados identificados pelos anéis de
inteiros Z(i] e Z[w]. propostos cm 3], (4] ¢ [9].

Mostramos que se p for da forma p = 4t + 1 o0u p =
Gt + 1. t inteiro, ¢ os reticulados forem Z[i] ou Z|w], respec-
tivamente. entdo existem constelagdes de sinais geometrica-
mente uniformes com p sinais casadas a grupos aditivos de
GF(p). Além disso, se m = 2 entilo existem constelagoes

de sinais geometricamente uniformes com p™ sinais casadas
a p-grupos aditivos Gpm que nio fazem parte de GF(p™).

Mostramos que se pfor da forma p = 6t+1oup # Gt +1.t
inteiro, ¢ os reticulados forem Z[t] ou Z[w], respectivamente,
entdo existem constelages de sinais geometricamente uni-
formes com p® sinais casadas a grupos aditivos de GF(p®).
Além disso, se m = 2 e m for par, entdo existem constelagoes
de sinais geometricamente uniformes com p™ sinais casadas
a p-grupos aditivos de G que nao fazem parte de GF(p™).

Em E". verificamos que nos ¢casos em que a proposta apre-
sentada em [13) € satisfeita, isto &, existc uma constelagdo
geomeltricamente uniforme com p* sinais casada a um grupo
aditivo de GF(p*) a partir de um reticulado identificado por
um anel de inteiros proveniente de um corpo de nimeros
de grau n, ¢ possivel construir uma constelagdo geometri-
camente uniforme com p™ sinais casada a um p-grupo adi-
tivo de G, cuja cardinalidade ¢ p™ e que niio faga parte de
GF(p™). onde p™ ¢ uma poténcia de p*.
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