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Resumo -Neste artigóe apresentado um novo método para
obtenç̃ao de express̃oes exatas para a probabilidade de erro
de bit (BEP) de esquemas de modulação sujeitos ao desvane-
cimento Rayleigh. O ḿetodo modela o canal com desvane-
cimento Rayleigh como um canal sujeito a um ruı́do aditivo,
cuja distribuiç̃ao de probabilidadée vista como resultado da
raz̃ao entre uma variável aleat́oria (v.a.) gaussiana e uma v.a.
Rayleigh. O ḿetodo consiste em usar a função cumulativa de
probabilidade unidimensional desse ruı́do aditivo para obter
express̃oes fechadas para a BEP de esquemas de modulação
QAM (quadrature amplitude modulation) sujeitos ao desva-
necimento. Em particular, o ḿetodo propostóe usado para
obter express̃oes novas, exatas e fechadas para a BEP dos es-
quemas 16-QAM, 64-QAM e 256-QAM. São apresentados
resultados de simulação que corroboram as expressões obti-
das.

Palavras-chave:Comunicaç̃oes ḿoveis, canal com desvane-
cimento Rayleigh, probabilidade de erro de bit, QAM.

Abstract - This paper presents a new method for determining
exact expressions for the bit error probability (BEP) of modu-
lation schemes subject to Rayleigh fading. In this method the
Rayleigh fading channel is seen as an additive noise channel
whose noise is modeled as the ratio between a Gaussian ran-
dom variable (r.v.) and a Rayleigh r.v. The method is based
on the use of the cumulative density function of that additive
noise to obtain closed-form expressions for the BEP of QAM
(quadrature amplitude modulation) schemes, subject to fad-
ing. In particular, the proposed method is used to obtain new,
exact and closed-form expressions for the BEP of 16-QAM,
64-QAM and 256-QAM. These expressions are shown to be
in agreement with simulation results.
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1. INTRODUÇÃO

A obtenç̃ao de taxas de transmissão elevadas, com confia-
bilidade, sujeitas̀a restriç̃ao de disponibilidade de um canal
com largura de faixa muito limitada, constitui um dos grandes
desafios em sistemas de comunicações sem fio. O canal
móvel, por exemplo, apresenta eficiência espectral inferior
ao seu limite téorico. O esquema QAM (quadrature ampli-
tude modulation) é uma t́ecnica de modulação atraente no que
diz respeitòa eficîencia em termos de largura de faixa. Estu-
dos (e.g. [1–6]) t̂em sido desenvolvidos no sentido de avaliar
o desempenho de esquemas de modulação QAM em termos
de probabilidade de erro de bit (BEP –Bit Error Probabil-
ity). Nesse contexto, a obtenção de express̃oes fechadas para
a BEP de esquemas QAḾe um problema relevante em sis-
temas de comunicações.

Estudos relatados na literatura têm apresentado expressões
para a BEP de esquemas QAM em um canal com ruı́do
aditivo gaussiano branco (AWGN,additive white Gaus-
sian noise). Convencionalmente, aproximações para a BEP
de esquemas de modulação QAM t̂em sido obtidas calcu-
lando a probabilidade de erro de sı́mbolo ou simplesmente
estimando-a com o uso de limites inferiores ou superiores [7].
Aproximaç̃oes melhores para a BEP de esquemas QAM su-
jeitos a AWGN foram apresentadas recentemente em [1, 2].
É importante mencionar que, apesar de algumas expressões
aproximadas apresentadas na literatura fornecerem valores
com precis̃ao ao ser considerada uma relação sinal-rúıdo
(SNR,signal-to-noise ratio) elevada, a avaliação da BEP uti-
lizando essas expressões tende a se afastar dos valores exatos
correspondentes ao ser considerada uma SNR baixa. Apesar
de muita atenç̃ao ter sido dedicadàa avaliaç̃ao de desempe-
nho de QAM em termos de probabilidade de erro de bit, só
recentemente, em uma contribuição de Cho e Yoon [8], foi
obtida uma expressão exata, fechada, para a probabilidade
de erro de bit do esquema QAMM -ário (M -QAM) em um
canal AWGN quando se usa um mapeamento de Gray.

Em se tratando da avaliação de desempenho de esquemas
QAM em um canal com desvanecimento Rayleigh, a proba-
bilidade de erro de bit tem sido objeto de interesse em alguns
trabalhos, podendo ser citadas as contribuições de Fortuneet
al. [3, 5], Shayesteh e Aghamohammadi [4] e Vitthaladevuni
e Alouini [9]. Em [3], a express̃ao para a probabilidade de
erro de bit de 16-QAM e 64-QAM envolve o cálculo de uma
integral definida, cujo integrandóe o produto da funç̃ao-Q e
uma funç̃ao exponencial. Em [4], os autores usam o fato de
que um sinal recebido em um canal com desvanecimentoé
sujeito a uma distorç̃ao multiplicativa (DM) e ao rúıdo aditivo
usual – assim, aṕos a compensação da DM, o sinal na entrada
do detetor pode ser visto como um sinal que apresenta um
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único termo de distorç̃ao aditiva, que compreende os efeitos
do rúıdo aditivo original, da DM, e do erro na compensação
da DM. Em [4], a funç̃ao densidade de probabilidade desse
termo de distorç̃ao aditivaé obtida e usada para determinar a
probabilidade de erro de esquemas de modulação. Uma ex-
press̃ao fechada para a BEP do esquema 16-QAMé apresen-
tada em [4]. Baseando-se em [8], Vitthaladevuni e Alouini
apresentaram em [9] expressões geńericas para a BEP de
constelaç̃oes hieŕarquicas.

Em [10], o ḿetodo de Craig [11]́e estendido para de-
terminar a probabilidade de erro de sı́mbolo de esquemas
M -ários bidimensionais em canais com desvanecimento –
Dong et al. determinam em [10] a probabilidade de erro de
śımbolo ḿedia, exata, para a constelação 16-QAM em estrela
em canais com desvanecimento.

Em um artigo recente [12], os autores mostraram que o
canal com desvanecimento Rayleigh pode ser visto como um
canal sujeito a rúıdo aditivo. Esse rúıdo é modelado como a
raz̃ao entre uma variável aleat́oria (v.a.) gaussiana e uma v.a.
Rayleigh. A funç̃ao cumulativa de probabilidade (FCP) uni-
dimensional desse ruı́do aditivo foi obtida em [12]. No pre-
sente trabalho,́e apresentado um ḿetodo [13], baseado nessa
FCP, para obter expressões fechadas para a BEP de esquemas
de modulaç̃ao em canais com desvanecimento Rayleigh. Em
particular, o ḿetodo propostóe usado para obter expressões
exatas para a BEP das constelações 16-QAM, 64-QAM e
256-QAM sujeitas ao desvanecimento Rayleigh.

2. PRELIMINARES

Considere o sistema de comunicações sem fio ilustrado na
Figura 1.
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Figura 1. Diagrama de blocos de um sistema de
comunicaç̃oes sem fio. O sinal transmitidóe afetado pelo
desvanecimento e pelo ruı́do aditivo.

Admitindo que o canal de comunicaçõesé afetado por um
desvanecimento lento não-seletivo em freq̈uência, o sinal re-
cebidorc(t) pode ser expresso como

rc(t) = αe−jφ
s(t) + z(t), 0 ≤ t ≤ T, (1)

em ques(t) representa o sinal transmitido,α denota a
amplitude do desvanecimento,φ representa o desvio de

fase devido ao canal,z(t) denota o rúıdo aditivo gaus-
siano branco (AWGN) eT corresponde ao intervalo de
sinalizaç̃ao. Usando a representação em passa-baixas,rc(t),
s(t) e z(t) são processos estocásticos complexos. Além
disso, a condiç̃ao de desvanecimento lento implica que o
par̂ametro multiplicativo pode ser considerado constante pelo
menos durante um intervalo de sinalização.

A amplitude do desvanecimentoα é modelada por uma
variável aleat́oria (v.a.) do tipo Rayleigh, cuja função densi-
dade de probabilidade (fdp)é dada por

pα(α) = 2αe−α2

u(α), (2)

em queu(·) representa a função degrau unit́ario. O rúıdo
aditivo z(t) é um processo estocástico complexo com ḿedia
nula e densidade espectral de potênciaN0/2 por dimens̃ao.
Considere, sem perda da generalidade, o desvanecimento
normalizado, istóe, E[α2] = 1, em queE[ · ] é o operador
valor esperado.

Supondo que o desvanecimento que afeta o canalé su-
ficientemente lento, o desvio de faseφ pode ser estimado
sem erro a partir do sinal recebido. Neste caso, o recep-
tor pode compensar o desvio de fase provocado pelo canal
(multiplicaç̃ao derc(t) por ejφ). Ent̃ao, o sinal recebido re-
sultanter(t) pode ser expresso como

r(t) = rc(t) · ejφ = αs(t) + z(t) · ejφ

= αs(t) + n(t). (3)

É importante notar que o ruı́do aditivon(t) = z(t) · ejφ

é tamb́em um processo estocástico complexo com ḿedia
nula e densidade espectral de potência N0/2 em suas
partes real e imagińaria. Isto ocorre porque a distribuição
de probabilidade bidimensionalpN (n) não é afetada pela
compensaç̃ao de fase, visto que esta distribuição é esferica-
mente siḿetrica [14, pp. 247].

A partir de agora, será adotada a notação da representação
vetorial dos sinais. Nesta representação, cada sinals(t) é
completamente determinado por um vetors cujas compo-
nentes representam a decomposição do sinal em um conjunto
de funç̃oes ortonormais escolhido de forma conveniente [14].

O critério de ḿaxima probabilidadea posteriori [7] esta-
belece que o detetorótimo, a partir da observação der, sele-
cionas̃ = sk como o śımbolo demodulado quando a função
de decis̃ao

P (si)pr(r|s = si), i = 0, 1, 2, . . . M − 1,

é máxima parai = k.
Baseando-se no critério de ḿaxima probabilidadea pos-

teriori e considerando que os sı́mbolos da constelação s̃ao
equiprov́aveis, o receptor pode utilizar duas estratégias dife-
rentes para determinar o sı́mbolo transmitido mais provável a
partir da observaç̃ao ruidosar:

• Estrat́egia I (EI): Amplificar o sinal recebido para nor-
malizar o ganho do canal, de modo que as regiões de
decis̃ao no receptor correspondamàs regĩoes de decis̃ao
da constelaç̃ao dos sinais transmitidos, ou seja, deve-se
compararr com todos os śımbolos da constelação (mul-
tiplicados porα) e escolher como sı́mbolo demodulado
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o mais pŕoximo ar, isto é, o śımbolo que minimiza a
métrica|r − αsi|;

• Estrat́egia II (EII): Usar o ganho do canal para ampli-
ficar a constelaç̃ao dos sinais e determinar as regiões
de decis̃ao do receptor, ou seja, deve-se compararr/α
com todos os śımbolos da constelação e escolher como
śımbolo demodulado o mais próximo ar/α, isto é, o
śımbolo que minimiza a ḿetrica|r/α − si|.

Em se tratando de QPSK, mostrou-se em [12] que am-
bas estrat́egias (EI e EII) apresentam o mesmo desempenho
em termos de probabilidade de erro de bit. No que diz res-
peito à complexidade, mostrou-se que a estratégia EII cons-
titui uma alternativa mais interessante, visto que requer um
número de operaç̃oes inferior ao requerido pela estratégia
EI. Em se tratando da estratégia EII, o canal com desvaneci-
mento Rayleigh, aṕos compensação de desvanecimento (di-
visão der por α), funciona como um canal sujeito a ruı́do
aditivo – esse rúıdo é modelado como a razão entre uma
variável aleat́oria (v.a.) de Gauss e uma v.a. com distribuição
Rayleigh. No presente artigo, a função cumulativa unidimen-
sional de probabilidade da v.a. referente a esse ruı́do adi-
tivo (que corresponde an/α), obtida em [12],é usada na
determinaç̃ao de express̃oes exatas para a probabilidade de
erro de bit dos esquemas de modulação 16-QAM, 64-QAM
e 256-QAM em um canal com desvanecimeto Rayleigh. São
apresentados resultados de simulação que corroboram as ex-
press̃oes analı́ticas obtidas no presente trabalho.

O restante do artigo encontra-se organizado de acordo
com as seç̃oes a seguir. A Seção 3 aborda o esquema de
demodulaç̃ao em que se utiliza a estratégia EII e, para man-
ter o artigo auto-contido, o obtenção da FCP correspondente
à v.a. que modela o ruı́do aditivo n/α é revisitada. Nas
Seç̃oes 4, 5 e 6 s̃ao obtidas expressões para probabilidade
de erro de bit (BEP), considerando um canal com desvaneci-
mento Rayleigh, dos esquemas de modulação 16-QAM, 64-
QAM e 256-QAM, respectivamente. Na Seção 7 s̃ao apre-
sentados os comentários finais do trabalho.

3. DEMODULAÇÃO EM UM CANAL COM
DESVANECIMENTO RAYLEIGH

Nesta seç̃aoé abordada a demodulação considerando a es-
trat́egia EII, cuja regra de decisãoé

s̃ = arg min
si

(∣

∣

∣

r

α
− si

∣

∣

∣

)

i = 0, 1, 2, · · · ,M − 1. (4)

Na express̃ao anterior, a funç̃aoarg min
si

(·) retorna o śımbolo

si que miniza o seu argumento.
Neste esquema, após a compensação do desvanecimento

(divisão der por α), o canal pode ser interpretado como um
canal sujeito a rúıdo aditivo porque

s̃ = arg min
si

( ∣

∣

∣

∣

αs + n

α
− si

∣

∣

∣

∣

)

= arg min
si

( ∣

∣

∣
s +

n

α
− si

∣

∣

∣

)

= arg min
si

( |s + m − si| ) , (5)

em quem = n/α é o rúıdo aditivo, o quaĺe modelado como
uma v.a. correspondente ao quociente entre entre uma v.a
gaussiana e uma v.a. com distribuição Rayleigh.

3.1 A FUNÇÃO DENSIDADE DE PROBABI-
LIDADE E A FUNÇ ÃO CUMULATIVA DE
PROBABILIDADE DO RU ÍDO m

Esta seç̃ao apresenta a função densidade de probabili-
dade (fdp) e a funç̃ao cumulativa de probabilidade (FCP) da
variável aleat́oria (v.a.) obtida pela razão entre uma v.a. gaus-
siana e uma v.a. Rayleigh. Essa v.a. pode ser expressa como
M = N/α, em queN denota uma v.a. aleatória gaussiana
com ḿedia zero e variânciaN0/2, ou seja,

pN (n) =
1√
πN0

e−n2/N0 . (6)

Por sua vez,α é uma v.a. com distribuição de Rayleigh dada
pela Equaç̃ao (2).

Sob essas condições, a fdp deM é dada por [15]

pM(m) =

∫ ∞

−∞

|α|pNα(mα,α)dα, (7)

em quepNα(n, α) é a funç̃ao densidade de probabilidade
conjunta deN eα, dada por

pNα(n, α) =
2√
πN0

αe−(α2+n2/N0)u(α). (8)

Observe que, na expressão acima, as variáveisN e α foram
cosideradas independentes.

Desta forma, a fdp deM é dada por

pM(m) =

∫ ∞

0

α
2√
πN0

αe−(α2+m2α2/N0)dα

=
2√
πN0

∫ ∞

0

α2e−α2(1+m2/N0)dα. (9)

Usando o fato de que [16, pp. 1030]
∫ ∞

0

x2e−x2

dx =

√
π

4
, (10)

pode-se mostrar que
∫ ∞

0

x2e−ρx2

dx =
1

ρ3/2
·
√

π

4
. (11)

Ent̃ao, a Equaç̃ao (9) pode ser escrita como

pM(m) =
2√
πN0

· 1

(m2/N0 + 1)3/2
·
√

π

4

=
1

2
· N0

(m2 + N0)3/2
. (12)

Finalmente, a FCP deM, PM(m), é obtida integrando
a express̃ao anterior, usando [17, Equação 2.264]. Assim, a
FCP deM é dada por

PM(m) =

∫ m

−∞

pM(x)dx =
1

2

(

m√
m2 + N0

+ 1

)

. (13)
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O método apresentado no presente trabalho para obter ex-
press̃oes fechadas para a probabilidade de erro de bit de es-
quemas de modulação sujeitos ao desvanecimento Rayleigh
consiste em usar a FCP deM.

As próximas seç̃oes mostram como essa FCPé usada para
obter express̃oes exatas para a probabilidade de erro de bit
dos sistemas 16-QAM, 64-QAM e 256-QAM em um canal
com desvanecimento Rayleigh.

4. BEP PARA O SISTEMA 16-QAM EM
UM CANAL COM DESVANCIMENTO
RAYLEIGH

No sistema 16-QAM, a informação a ser transmitidáe ma-
peada em śımbolos com 4 bits e cada sı́mbolo é usado para
definir umaúnica amplitude e umáunica fase da portadora. A
duraç̃ao de cada sı́mbolo determina a largura de faixa do sinal
16-QAM. A Figura 2 ilustra uma constelação com 16 ńıveis
em que cada ponto corresponde a um sı́mbolo 16-QAM.

Os śımbolos da constelação 16-QAM podem ser vis-
tos como dois sinais PAM (cada um com quatro nı́veis)
que s̃ao transmitidos em fase e em quadratura na mesma
freqüência [3, 5, 7, 18]. Cada uma das portadoras PAMé
transmitida com uma amplitude do conjunto (−3d, −d, d,
3d), sendo2d a dist̂ancia entre os sı́mbolos de acordo com
a Figura 2. Um ćodigo Gray de 2 bitśe usado para asso-
ciar cada par de bits a uma amplitude da portadora PAM. Os
bits 11, 10, 00 e 01 são associados aos nı́veis −3d, −d, d
e 3d, respectivamente. Os sı́mbolos 16-QAM s̃ao obtidos a
partir do entrelaçamento dos bits em quadratura e em fase.
Um śımbolo 16-QAM apresenta a forma (i1q1i2q2), em que
i1i2 representa os bits correspondentesà componente em fase
e q1q2 representa os bits correspondentesà componente em
quadratura [5].

A demodulaç̃ao QAM é realizada demodulando indepen-
dentemente as componentesQ eI usando as respectivas fron-
teiras de decis̃ao ilustradas na Figura 2 [3, 5], a qual também
mostra as regiões em que os bits são um, e.g.,q2 = 1 para
Q < −2d ou Q > 2d. A Figura 2 tamb́em revela que
em metade do tempo os bitsi1 e q1 têm uma dist̂ancia de
proteç̃ao de rúıdod de suas respectivas fronteiras de decisão,
enquanto que metade do tempo esta distânciaé 3d. Os bits
i2 e q2 est̃ao sempre a uma distânciad das suas respecti-
vas fronteiras de decisão, estando, portanto, mais propensos
a erros quando comparados ai1 e q1. Devido a essa pro-
priedade, o esquema 16-QAM pode ser considerado como a
combinaç̃ao de dois subcanais com diferentes integridades,
denominados subcanais classe 1 e classe 2 (C1 e C2). O pro-
cesso de demodulação referente ao subcanal C1é descrito
analiticamente como segue [3,5]:

se I,Q ≥ 0, ent̃ao i1, q1 = 0,

se I,Q < 0, ent̃ao i1, q1 = 1.

Levando em consideração as fronteiras de decisão para
o terceiro e o quarto bits,i2 e q2, conforme mostrado na

i2

q
2

i1

i2

q
2

q
1

I

Q

(0000) (0010)

(1011) (1001) (0001) (0011)

(1000)(1010)

(0100) (0110)

(0101)

(1100)

(1101)

(1110)

(0111)(1111)

−3d −d d 3d

d

3d

−d

−3d

Figura 2. Constelaç̃ao 16-QAM. As palavras-bińarias
i1q1i2q2 para cada śımbolo s̃ao apresentadas. As regiões em
que cada bit (i1, i2, q1 e q2) é igual a um tamb́em est̃ao indi-
cadas.

Figura 2, tem-se:

se I,Q ≥ 2d, ent̃ao i2, q2 = 1,

se − 2d ≤ I,Q < 2d, ent̃ao i2, q2 = 0,

se I,Q < −2d, ent̃ao i2, q2 = 1.

A probabilidade de erro de bit pode ser calculada con-
siderando a transmissão independente das componentes em
fase e em quadratura (I eQ) apresentadas na Figura 3. Logo,
a probabilidade de erro de bit do esquema 16-QAM pode ser
expressa como

P16-QAM=
P (E|11)+P (E|10)+P (E|00)+P (E|01)

4
, (14)

em queP (E|b1b2) representa a probabilidade de erro de
bit dado que os bitsb1b2 foram transmitidos. A par-
tir da simetria apresentada na Figura 3, conclui-se que
P (E|11) = P (E|01) e P (E|10) = P (E|00). Desta forma,
a Equaç̃ao (14) ser reduz a

P16-QAM =
P (E|11) + P (E|10)

2
. (15)

I ou Q−3d −d d 3d

(11) (10) (00) (01)

Figura 3. Componentes da constelação 16-QAM.

A probabilidade de erro de bitP (E|11) pode ser calculada
como

P (E|11) =
1

2
P (10|11) +

2

2
P (00|11) +

1

2
P (01|11), (16)
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em queP (c1c2|b1b2) representa a probabilidade de recepção
dos bitsc1c2 dado que os bitsb1b2 foram transmitidos.

A partir da Figura 3 pode-se escreverP (E|11) em termos
de probabilidades relacionadasà varíavelm, ou seja,

P (E|11) =
1

2
P (d ≤ m < 3d) +

2

2
P (3d ≤ m < 5d)

+
1

2
P (m ≥ 5d). (17)

Usando a Equação (13), tem-se:

P (E|11) =
1

2

[

1

2

(

m√
m2 + N0

+ 1

)∣

∣

∣

∣

3d

d

]

+
2

2

[

1

2

(

m√
m2 + N0

+ 1

)
∣

∣

∣

∣

5d

3d

]

+
1

2

[

1

2

(

m√
m2 + N0

+ 1

)∣

∣

∣

∣

+∞

5d

]

=
1

4

[

1 − d√
d2 + N0

− 3d√
9d2 + N0

+
5d√

25d2 + N0

]

. (18)

De forma ańaloga,

P (E|10) =
3

4
− 1

2

d√
d2 + N0

− 1

4

3d√
9d2 + N0

. (19)

Substituindo as Equações (18) e (19) na Equação (15), a
probabilidade de erro de bit para a constelação 16-QAM pode
ser expressa como

P16-QAM =
1

2
− 3

8

d√
d2 + N0

− 1

4

3d√
9d2 + N0

+
1

8

5d√
25d2 + N0

. (20)

A partir da Figura 2, observa-se que a energia média por
śımbolo da constelação,ES , é dada por

ES = 10d2. (21)

Como no esquema 16-QAM cada conjunto de 4 bitsé ma-
peado em um sı́mbolo da constelação, a energia ḿedia por bit
Eb é dada por

Eb = 2,5d2. (22)

Substituindo a Equação (22) na Equaç̃ao (20) e definindo
a seguinte funç̃ao auxiliar

Θ(Eb/N0, a) ,

√

a · Eb/N0

a · Eb/N0 + 1
, (23)

obt́em-se que a expressão final para a BEP do sistema de
modulaç̃ao 16-QAM em funç̃ao da relaç̃ao sinal-rúıdo média,

Eb/N0, é dada por

P16-QAM =
1

2
− 3

8
Θ(Eb/N0, 0, 4)

− 1

4
Θ(Eb/N0, 3, 6)

+
1

8
Θ(Eb/N0, 10). (24)

Conv́em ressaltar que a abordagem apresentada neste tra-
balho para a obtenção da BEP para 16-QAM difere da
abordagem apresentada em [4] – no artigo de Shayesteh e
Aghamohammadi ñaoé considerada a demodulação indepen-
dente das componentes em fase e quadratura dos sı́mbolos
transmitidos. No presente trabalho, diferentemente de [4],
utiliza-se a fdp unidimensional do novo1 rúıdo aditivo. Isso
é posśıvel devido ao mapeamento binário utilizado, que faz
com que a componente em quadratura do ruı́do ñao tenha in-
fluência na probabilidade de erro dos bits da componente em
fase, e vice-versa2. A express̃ao obtida em [4]́e dada por

P16-QAM,Shay =
1

2
− 1

4
Θ(Eb/N0, 0, 4)

·
{

1 +
1

π
tan−1 (3Θ(Eb/N0, 0, 4))

}

− 1

4
Θ(Eb/N0, 3, 6)

·
{

1 +
1

π
tan−1

(

1

3
Θ(Eb/N0, 3, 6)

)}

+
1

8
Θ(Eb/N0, 10). (25)

Observa-se que a expressão obtida no presente trabalho
é mais compacta que a apresentada em [4]. Além disso,
a Express̃ao (24) ñao cont́em funç̃oes trancendentais (como
tan−1), que ocorrem na Expressão (25). Conv́em salien-
tar ainda que as Expressões (24) e (25) s̃ao assintoticamente
idênticas paraEb/N0 � 1.

A Figura 4 apresenta o gráfico da probabilidade de erro
de bit do sistema 16-QAM em função da relaç̃ao sinal-rúıdo,
Eb/N0, em dB. Observa-se que os resultados de simulação
corroboram tanto a Expressão (24) quanto a expressão obtida
por Shayesteh e Aghamohammadi. Nota-se também, a partir
da Express̃ao (24), que a probabilidade de erro de bit não
apresenta um patamar de erro irredutı́vel. Isto adv́em do fato
de que

lim
Eb/N0→∞

P16-QAM = 0, (26)

pois

lim
Eb/N0→∞

Θ(Eb/N0, a) = 1. (27)

Na Figura 4 tamb́em foram inclúıdos resultados considerando
o canal AWGN [8]. Como era esperado, observa-se que o
desvanecimento provoca um aumento na probabilidade de
erro de bit.

1Resultante da divis̃ao do rúıdo gaussiano (n) pelo desvanecimento (α).
2Cumpre mencionar que as componentes em quadratura desse novo ruı́do

aditivo s̃ao dependentes.
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Figura 4. Probabilidade de erro de bit para a constelação
16-QAM em um canal com desvanecimento Rayleigh em
função da relaç̃ao sinal-rúıdo (Eb/N0). A curva considerando
o canal AWGN tamb́em foi inclúıda para fins de comparação.

5. BEP PARA O SISTEMA 64-QAM EM
UM CANAL COM DESVANCIMENTO
RAYLEIGH

A Figura 5 mostra a constelação, as fronteiras de decisão
e o mapeamento em bits para o esquema 64-QAM. Observa-
se que o primeiro, o terceiro e o quinto bits correspondem
à cadeia de bits em fase, enquanto que os demais bits cor-
respondem̀a cadeia de bits em quadratura. Um código Gray
de 3 bitsé usado nessas componentes individuaisI e Q –
as palavras 011, 010, 000, 001, 101, 100, 110 e 111 são
atribúıdas aos ńıveis7d, 5d, 3d, d, −d, −3d, −5d e−7d, res-
pectivamente, conforme mostra a Figura 6. Os bits em fase
e quadratura s̃ao entrelaçados, gerando um sı́mbolo QAM de
6 bits, representado pori1q1i2q2i3q3. A Figura 5 tamb́em
mostra as regiões em que os bits são um, e.g.,q2 = 1 para
Q < −4d ouQ > 4d.

A demodulaç̃aoé realizada usando as fronteiras de decisão
mostradas na Figura 6 e as seguintes equações [3,5]:

se I,Q ≥ 0, ent̃ao i1, q1 = 0,

se I,Q < 0, ent̃ao i1, q1 = 1,

para os bits mais significativos,

se I,Q ≥ 4d, ent̃ao i2, q2 = 1,

se − 4d ≤ I,Q < 4d, ent̃ao i2, q2 = 0,

se − 4d > I,Q, ent̃ao i2, q2 = 1,

para os pŕoximos bits mais significativos, e, finalmente,

se I,Q ≥ 6d, ent̃ao i3, q3 = 1,

se 2d ≤ I,Q < 6d, ent̃ao i3, q3 = 0,

se − 2d ≤ I,Q < 2d, ent̃ao i3, q3 = 1,

se − 6d ≤ I,Q < −2d, ent̃ao i3, q3 = 0,

se − 6d > I,Q, ent̃ao i3, q3 = 1,

para os bits menos significativos.

A probabilidade de erro de bit do esquema 64-QAM pode
ser obtida considerando transmissão independente das com-
ponentes em fase (I) e quadratura (Q), mostradas na Figura 6.
A BEP, portanto, pode ser expressa como

P64-QAM =
1

8
[P (E|111) + P (E|110) + P (E|100)

+ P (E|101) + P (E|001) + P (E|000)

+P (E|010) + P (E|011)] , (28)

em queP (E|b1b2b3) denota a probabilidade de erro de bit
dado que os bitsb1b2b3 foram transmitidos. Pela sime-
tria da Figura 6, tem-se queP (E|111) = P (E|011),
P (E|110) = P (E|010), P (E|100) = P (E|000) e
P (E|101) = P (E|001). Portanto, (28) reduz-se a

P64-QAM =
1

4
{P (E|111) + P (E|110)

+P (E|100) + P (E|101)} . (29)

Observando a Figura 6,P (E|111) pode ser escrita em ter-
mos de probabilidades relacionadas am, ou seja,

P (E|111) =
1

3
P (d ≤ m < 3d)

+
2

3
P (3d ≤ m < 5d) +

1

3
P (5d ≤ m < 7d)

+
2

3
P (7d ≤ m < 9d) +

3

3
P (9d ≤ m < 11d)

+
2

3
P (11d ≤ m < 13d) +

1

3
P (m ≥ 13d). (30)

Usando (13), a equação anterior pode ser dada por

P (E|111) =
1

3

[

1

2

(

m√
m2 + N0

+ 1

)∣

∣

∣

∣

3d

d

]

+
2

3

[

1

2

(

m√
m2 + N0

+ 1

)∣

∣

∣

∣

5d

3d

]

+
1

3

[

1

2

(

m√
m2 + N0

+ 1

)
∣

∣

∣

∣

7d

5d

]

+
2

3

[

1

2

(

m√
m2 + N0

+ 1

)∣

∣

∣

∣

9d

7d

]

+
3

3

[

1

2

(

m√
m2 + N0

+ 1

)∣

∣

∣

∣

11d

9d

]

+
2

3

[

1

2

(

m√
m2 + N0

+ 1

)
∣

∣

∣

∣

13d

11d

]

+
1

3

[

1

2

(

m√
m2 + N0

+ 1

)∣

∣

∣

∣

+∞

13d

]

. (31)

Seja

f(x) =
1

2
· x√

x2 + N0

. (32)
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Figura 5. Constelaç̃ao 64-QAM. As palavras-bińariasi1q1i2q2i3q3 para cada śımbolo s̃ao apresentadas. As regiões em que
cada bit (i1, i2, i3, q1, q2 e q3) é igual a um tamb́em est̃ao indicadas.
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Figura 6. Componentes da constelação 64-QAM.

Assim, usando (32), a expressão (31) pode ser reescrita
como

P (E|111) =
1

3
[f(3d) − f(d)] +

2

3
[f(5d) − f(3d)]

+
1

3
[f(7d) − f(5d)] +

2

3
[f(9d) − f(7d)]

+
3

3
[f(11d) − f(9d)] +

2

3
[f(13d) − f(11d)]

+
1

3
[1/2 − f(13d)]. (33)

De forma semelhante,

P (E|110) =
1

3
[1/2 − f(d)] +

1

3
[f(3d) − f(d)]

+
2

3
[f(5d) − f(3d)] +

3

3
[f(7d) − f(5d)]

+
2

3
[f(9d) − f(7d)] +

1

3
[f(11d) − f(9d)]

+
2

3
[1/2 − f(11d)], (34)

P (E|100) =
2

3
[1/2 − f(3d)] +

1

3
[f(3d) − f(d)]

+
1

3
[f(3d) − f(d)] +

2

3
[f(5d) − f(3d)]

+
1

3
[f(7d) − f(5d)] +

2

3
[f(9d) − f(7d)]

+
3

3
[1/2 − f(9d)], (35)

e

P (E|101) =
1

3
[1/2 − f(5d)] +

2

3
[f(5d) − f(3d)]

+
1

3
[f(3d) − f(d)] +

1

3
[f(3d) − f(d)]

+
2

3
[f(5d) − f(3d)] +

3

3
[f(7d) − f(5d)]

+
2

3
[1/2 − f(7d)]. (36)
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Substituindo (33)-(36) em (29), tem-se

P64-QAM =
1

4

[

2 − 7

3
f(d) − 6

3
f(3d) +

1

3
f(5d)

−1

3
f(9d) +

1

3
f(13d)

]

. (37)

Observando a Figura 5, a energia média por śımbolo da
constelaç̃ao,ES , é dada por

ES = 42d2. (38)

Tendo em vista que cada seqüência de 6 bitśe mapeada
em um śımbolo da constelação, a energia ḿedia por bit,Eb,
é dada por

Eb = 7d2. (39)

Substituindo (39) em (37), e levando em consideração (32),
a express̃ao para a BEP do esquema 64-QAM em função de
Eb/N0 é finalmente dada por

P64-QAM =
1

24
[12 − 7Θ(Eb/N0, 1/7)

− 6Θ(Eb/N0, 9/7) + Θ(Eb/N0, 25/7)

− Θ(Eb/N0, 81/7) +Θ(Eb/N0, 169/7)] . (40)

Conforme se pode observar na Figura 7, a Equação (40)é
corroborada por resultados de simulação de Monte Carlo.
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Figura 7. Probabilidade de erro de bit para a constelação
64-QAM em um canal com desvanecimento Rayleigh, em
função da relaç̃ao sinal-rúıdo (Eb/N0).

6. BEP PARA O SISTEMA 256-QAM EM
UM CANAL COM DESVANCIMENTO
RAYLEIGH

Repetindo o procedimento usado nas duas seções anteri-
ores, pode-se determinar a expressão exata para a probabili-
dade de erro de bit do esquema 256-QAM em um canal com

desvanecimento Rayleigh, queé dada por

P256-QAM =
1

64
[32 − 15Θ(Eb/N0, 4/85)

− 14Θ(Eb/N0, 36/85) + Θ(Eb/N0, 100/85)

− 5Θ(Eb/N0, 324/85) − 4Θ(Eb/N0, 484/85)

+ 5Θ(Eb/N0, 676/85) + 4Θ(Eb/N0, 900/85)

− 5Θ(Eb/N0, 1156/85) − 4Θ(Eb/N0, 1444/85)

+ 3Θ(Eb/N0, 1764/85) + 2Θ(Eb/N0, 2116/85)

−Θ(Eb/N0, 2500/85) + Θ(Eb/N0, 3364/85)] . (41)

Conforme se pode observar na Figura 8, a Equação (41)é
corroborada por resultados de simulação de Monte Carlo.
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Figura 8. Probabilidade de erro de bit para a constelação
256-QAM em um canal com desvanecimento Rayleigh, em
função da relaç̃ao sinal-rúıdo (Eb/N0).

Apesar de a FCP em (13) ter sido usada para obter a BEP
dos esquemas 16-QAM, 64-QAM e 256-QAM em um canal
com desvanecimento Rayleigh, ela pode ser aplicada conve-
nientemente a outros esquemas de modulação, considerando
constelaç̃oes com outros tamanhos.

7. CONCLUSÃO
Este artigo apresentou um método conveniente para obter

a probabilidade de erro de bit (BEP) de esquemas de
modulaç̃ao em um canal com desvanecimento Rayleigh, o
qualé visto como um canal sujeito a ruı́do aditivo – esse ruı́do
é modelado como a razão entre um processo gaussiano e uma
v.a. Rayleigh. O ḿetodo consiste em usar a função cumu-
lativa de probabilidade (FCP) do processo que modela esse
rúıdo aditivo para obter expressões exatas para a BEP. No pre-
sente trabalho, esse método foi usado para obter expressões
novas, fechadas, exatas, para a BEP dos esquemas 16-QAM,
64-QAM e 256-QAM sujeitos a desvanecimento Rayleigh.
Todas as expressões obtidas para BEP foram corroboradas
por resultados de simulação de Monte Carlo. Em trabalhos
futuros, o ḿetodo proposto será usado para obter a BEP de
outros esquemas de modulação, considerando constelações
com outras dimens̃oes.
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culdadeÁREA1, Salvador, BA.́E Coordenador executivo do Insti-
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cisco Madeiroé professor do Departamento de Estatı́stica e In-
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Engenharia Eĺetrica pela Universidade Federal da Paraı́ba, em
1988 e o de Ph.D. em Engenharia Elétrica pela University of
Waterloo, Canada, em 1993. Durante o perı́odo de 1982 a 1984
trabalhou na Faculdade de Engenharia da Universidade para o
Desenvolvimento do Estado de Santa Catarina, onde foi Membro
Titular do Conselho Universitário e Vice-Presidente da Associação
dos Professores. Entre 1984 e 2001, trabalhou no Departamento de
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