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Resumo -Uma nova arquitetura de implementação em hard-
ware é proposta para um algoritmo de decodificação de
códigos alǵebrico-geoḿetricos (AG) baseados em curvas de
Hermite. O algoritmo de decodificação objeto deste trabalho
busca iterativamente funções localizadoras e avaliadoras de
erros que satisfaçam um critério de equaç̃ao chave. S̃ao de-
scritos operadores otimizados para implementar os cálculos
mais freq̈uentes do decodificador. A descrição da arquitetura
deste decodificador segue a descrição de arquiteturas para
unidades aritḿeticas em corpos finitos de caracterı́stica 2,
necesśariasà implementaç̃ao em hardware de qualquer sis-
tema de codificaç̃ao / decodificaç̃ao de canal usando códigos
de bloco.

Palavras-chave: Códigos alǵebrico-geoḿetricos, curvas de
Hermite, decodificaç̃ao, arquitetura.

Abstract - A new architecture is proposed for hardware im-
plementation of a decoding algorithm of algebraic-geometric
(AG) codes based on Hermitian curves. The decoding algo-
rithm, object of this work, searches error locator and evalua-
tor functions iteratively that satisfy a key equation criterion.
Optimized operators to implement the most frequent calcula-
tions in the decoder are also proposed. The description of the
architecture of this decoder follows the description of archi-
tectures for arithmetical units in finite fields of characteristic
2, necessary to implemente any channel coding / decoding
system using block codes.

Keywords: Algebraic-geometric codes, Hermitian curves,
decoding, architecture.

A classe de ćodigos de bloco conhecidos comocódigos
algébrico-geoḿetricos (AG) foi proposta em 1982 por M.
A. Tsfasman, S. G. Vlăduţ e T. Zink [43]. Eles associaram
o trabalho do mateḿatico russo V. D. Goppa, que propôs a
construç̃ao de ćodigos pela avaliaç̃ao de funç̃oes alǵebricas
em pontos de curvas definidas sobre corpos finitos [14], com
recentes resultados da geometria algébrica [4, 5, 10, 23, 26].
Os conhecidos ćodigos de Reed-Solomon (RS) são um caso
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particular dos ćodigos AG quando a curva algébrica adotadáe
uma reta. Curvas sobre corpos finitos podem ter muito mais
pontos que uma simples reta, de forma que os códigos AG
podem apresentar comprimento muito maior que os códigos
RS.

Os ćodigos AG apresentam excelente comportamento
assint́otico no que se referèa relaç̃ao entre a taxa de
informaç̃ao1, que representa o comprometimento da taxa
de transmiss̃ao do sistema devidòa utilizaç̃ao do ćodigo
(introduç̃ao de redund̂ancias), e a distância ḿınima relativa2,
que representa a capacidade de correção de erros do ćodigo.
Ou seja, os ćodigos AG ñao comprometem a taxa de trans-
miss̃ao em detrimento da capacidade de correção, ou vice
versa, para um comprimento de códigon → ∞. Os ćodigos
AG apresentam parâmetros como comprimento, capacidade
de correç̃ao e taxa de informação melhores que códigos j́a
estabelecidos, como os de Reed-Solomon [9,23].

Em 1989, Jørn Justesenet al. propuseram o primeiro al-
goritmo de decodificaç̃ao para ćodigos AG, que consistia
numa generalização do algoritmo PGZ para decodificação
de ćodigos BCH [17, 24]. Desde então, diversos trabal-
hos, sob diferentes abordagens, vêm sendo apresentados
em torno do tema da decodificação destes ćodigos [3, 6,
11, 12, 15, 16, 18, 22, 27, 30, 32–36, 38–40, 44]. Entretanto,
poucos trabalhos são encontrados abordando o problema da
implementaç̃ao em hardware de decodificadores para estes
códigos [1,2,19,25,29,31,37]. Nesta linha, merece destaque
o algoritmo de estrutura regular e simples proposto em 1998
por Ralf Kötter [21]. A id́eia central na proposta de Kötter
foi utilizar uma configuraç̃ao em paralelo de vários algorit-
mos BMS modificados, de modo a obter um esquema que
apresentasse a mesma complexidade de tempo de um decod-
ificador de Berlekamp-Massey para códigos RS.

Em [27], M. E. O’Sullivan apresentou um algoritmo de
decodificaç̃ao de ćodigos AG de umúnico ponto baseado
na soluç̃ao de uma equação chave. Este algoritmo busca
iterativamente polin̂omios localizadores de erros, ou seja,
polinômios que apresentam zeros nos pontos associadosàs
posiç̃oes em que ocorreram erros na transmissão. Uma ar-
quitetura para este algoritmo foi relatada em [29]. Em [28],
O’Sullivan estendeu esta abordagem para fornecer simul-
taneamente polin̂omios localizadores e avaliadores de erros.
No presente artigo, propomos uma nova arquitetura para a
implementaç̃ao desta segunda abordagem do algoritmo de
O’Sullivan para o caso de curvas de Hermite [7, 8]. Este tra-
balho incluiu ainda a descrição de unidades aritḿeticas em
corpo finito responśaveis pelas operações aritḿeticas no de-

1A taxa de informaç̃ao de um ćodigo consiste na razãoR = k
n

entre a
dimens̃aok e o comprimenton do ćodigo.

2A distância ḿınima relativa de um ćodigo consiste na razãoδ = d
n

entre
a dist̂ancia ḿınimad e o comprimenton do ćodigo.
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codificador.
A Seç̃ao 1 descreve os códigos AG baseados em curvas

de Hermite, conhecidos como códigos de Hermite. A Seção
2 descreve sucintamente o algoritmo de decodificação de
O’Sullivan. A arquitetura proposta para o decodificadoré de-
scrita na Seç̃ao 3. As conclus̃oes s̃ao apresentadas na Seção
4.

1. CÓDIGOS DE HERMITE

Os ćodigos AG s̃ao constrúıdos a partir de curvas
algébricas definidas sobre corpos finitos [13, 17, 42]. Con-
sidere um corpo finitoFq de q elementos. Considere
uma curva alǵebrica X , que possuin pontos racionais
{Pn−1, . . . , P0} e um pontoQ no infinito. Considere os
divisoresG = mQ e D = P0 + · · · + Pn−1 de X , cu-
jos suportes sejam disjuntos. Considere um espaçoL(G) de
funções racionaisf , tais que(f) � −mQ. Um código AG
de umúnico ponto denotado porC(D,G) é o espaço vetorial
n-dimensional definido por

{(f (Pn−1) , . . . , f (P1) , f (P0)) : f ∈ L(mQ)} . (1)

Um código de Hermite consiste num código AG baseado
numa curva de Hermiteyr + y = xr+1 definida sobre um
corpo finitoFr2 , em quer é um ńumero inteiro [41]. Este
tipo de curva possui ĝenerog = r2

−r
2 e apresentar3 pontos

afins e umúnico pontoQ no infinito. Um ćodigo de Hermite
de comprimenton = r3 é gerado por (1). Uma base para o
espaço de funç̃oesL(mQ) é dado por

{
xiyj | ir + j (r + 1) ≤ m, 0 ≤ i, 0 ≤ j ≤ r − 1

}
. (2)

No caso dos ćodigos de Hermite, considera-se um conjunto
Λ = {ir+j(r+1) : 0 ≤ i ≤ r, j ∈ N} de anti-lacunas emQ.
Considera-se ainda um anelR = Fr2 [x, y]/(yr + y = xr+1)
de funç̃oes com ṕolos exclusivamente nos pontos da curva.

2. ALGORITMO DE DECODIFICAÇ ÃO

Um processo completo de decodificação utilizando o algo-
ritmo de O’Sullivan inclui as seguintes tarefas (cf. figura 1):

a) Cálculo das śındromes (vetor~S) a partir do vetor recebido
e da matriz de paridade do código;

b) Determinaç̃ao dos polin̂omios avaliadoresφ e local-
izadoresf de erros (esta etapa constitui usualmente o
algoritmo de decodificação propriamente dito);

c) Determinaç̃ao do vetor de erros~e a partir dos polin̂omios
avaliadores e localizadores de erros;

d) Correç̃ao do vetor recebido, que consiste basicamente em
subtrair deste vetor o vetor erro obtido das etapas ante-
riores;

e) Mapeamento do vetor corrigido~c no vetor de informaç̃ao
~i correspondente.

O algoritmo proposto por O’Sullivan em [28] concerne
unicamenteà tarefa (b) na figura 1. Em geral, os algo-
ritmos de decodificaç̃ao propostos s̃ao restritosà tarefa de
determinaç̃ao das posiç̃oes de ocorr̂encia dos erros, consid-
erada o ńucleo de um processo de decodificação de ćodigos
de bloco. As demais tarefas são consideradas problemas de
soluç̃oes conhecidas. Da mesma forma, a arquitetura para
este decodificador apresentada aqui corresponde estritamente
ao algoritmo de O’Sullivan e, portanto,à tarefa (b) da figura
1.

Considere um corpo finitoFq, no qualq = r2 e r é um in-
teiro positivo. Na pŕatica, para uma implementação em hard-
ware, considera-se semprer como sendo uma potência de 2,
de modo queFq seja um corpo de caracterı́stica 2. A necessi-
dade por corpos finitos de caracterı́stica 2 deve-sèa natureza
binária dos circuitos digitais.

Considere um ćodigo de Hermite de comprimenton
definido pela curva de Hermite dada pela equaçãoyr + y =
xr+1 de ĝenero g. ConsidereP1, . . . , Pn os r3 pontos
racionais da curva eQ o único ponto no infinito no plano
projetivo. ConsidereΛ o conjunto das anti-lacunas emQ e
θk = xµ(k)yν(k) um mon̂omio associado a uma ordem de
pólo k = µ(k)r + ν(k)(r + 1) emQ.

Se R = Fq [x, y] /
(
yr + y = xr+1

)
é um anel de

polinômios com ṕolos unicamente nos pontos da curva, uma
śındromeS(f) de uma funç̃aof = fpl−1θpl−1+· · ·+f1θ1+
f0 ∈ R qualqueŕe calculada da forma

S(f) =

n−1∑

k=0

vkf(Pk)

=
n−1∑

k=0

vk

pl−1∑

i=0

fiθi(Pk)

=

pl−1∑

i=0

fi

n−1∑

k=0

vkθi(Pk)

=

pl−1∑

i=0

fiSi (3)

em que~v = [vn−1 · · · v1 v0] é o vetor recebido eSi =∑n
k=1 vkθi(Pk) é uma śındrome do vetor de sı́ndromes~S =

[Spl−1 · · · S1 S0] calculado a partir do vetor recebido.
O cálculo iterativo dos polin̂omios localizadores e avali-

adores de erros pelo algoritmo de O’Sullivané baseado na
soluç̃ao de uma equação chave (cf. (4)) derivada de uma série
de śındromeshe definida por

he =
xr

x

r∑

i=0

∞∑

j=0

sijx
−iy−j ,

em que0 ≤ i ≤ r, j ≥ 0 e sij = S(xiyj) é uma śındrome
calculada por (3) considerandof = xiyj .

O núcleo do algoritmo de O’Sullivańe o Coroĺario 3.11
de [28] que determina quef é uma funç̃ao localizadora de
erros (funç̃ao que possui zeros nos pontos correspondentes
às posiç̃oes do vetor recebido em que os erros aconteceram)
se e śo sefhe ∈ R. Com base neste resultado, o algoritmo
procura iterativamente pares de funçõesf, φ ∈ R (funções
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localizadoras e avaliadoras de erros, respectivamente) que
satisfazem a equação chave

fhe = φ. (4)

A cada iteraç̃ao, o algoritmo incrementa a dimensão do
espaço de busca por funções e verifica se os pares de funções
produzidos náultima iteraç̃ao ḟ e φ̇ (um ponto sobre uma
função indica que ela foi produzida naúltima iteraç̃ao) satis-
fazem ainda a equação chave (4). Se um paṙf e φ̇ não mais
satisfaz (4), um novo par de funçõesf eφ é calculado a partir
de ḟ e φ̇ e de funç̃oes auxiliaresg eψ. Estas funç̃oes auxil-
iares s̃ao na verdade funçõesf eφ, respectivamente, que não
satisfizeram a equação chave numa iteração precedente. Elas
sãoúteis porque representam o espaço ortogonal ao de busca
das funç̃oes desejadas. A atualização das funç̃oes, de modo
que elas passem a satisfazer (4), constitui o terceiro passodo
algoritmo de O’Sullivan (algoritmo 1 descrito nos próximos
paŕagrafos).

Da proposiç̃ao 4.1 em [28], o vetor de erros~e pode ser
determinado pela equação

ei =
φ

f ′
(Pi), (5)

em quef
′

denota a derivada primeira def em relaç̃ao ax,
ou seja,df/dx. Esta derivadáe calculada seguindo as regras
usuais de derivação de funç̃oes racionais em corpos finitos de
caracteŕıstica 2 e considerando quedxk/dx = 0, sek for par,
e dxk/dx = xk−1, sek for ı́mpar. Aĺem disso, da curva de
Hermite tem-se que

d(yr + y)/dx = d(xr+1)/dx⇒

dy/dx = xr,

já quer como pot̂encia de 2́e sempre um ńumero par.
Após um ńumero suficiente de iterações (itmax), garante-

se que entre as funções localizadoras fornecidas pelo algo-
ritmo existe ao menos uma função f tal quef

′

não se an-
ula num ponto associado a uma posição de um erro. Desta
forma, a determinaç̃ao do vetor erro~e a partir das funç̃oesf
e φ fornecidas pelo algoritmo (tarefa (c) na figura 1)é feita
da seguinte forma:

1. Avaliaç̃ao das funç̃oes f para determinar quais as
posśıveis posiç̃oes de ocorr̂encias dos erros (posições as-
sociadas aos zeros das funções);

2. Determinaç̃ao das derivadas primeirasf
′

(material-
mente, esta tarefa não apresenta qualquer complexidade
para corpos finitos de caracterı́stica 2);

3. Avaliaç̃ao das funç̃oes φ

f
′ , para cada parf eφ, nos pon-

tos em quef se anula, masf
′

não se anula;

4. Os coeficientesei do vetor erro~e consistem na união dos
resultados obtidos para cada parf eφ.

O algoritmo 1 descrito a seguir apresenta o algoritmo de
decodificaç̃ao de O’Sullivan. Numa iteração it, denota-se
porα, β ∈ Fq valores de śındromes de funç̃oes (cf. (3)), por
σ, δ ⊂ Λ conjuntos de parâmetros de controle (veja parágrafo

seguinte), e porf, g, φ, ψ ∈ R as funç̃oes localizadoras e
avaliadoras de erros e suas respectivas funções auxiliares.

Considere aquif ∈ R uma funç̃ao que ñao satisfaz a
equaç̃ao chave e, portanto, não localiza os erros ocorridos.
Defina

span(f) = min{−νQ(g) : S(fg) 6= 0}

como a menor ordem de pólo de uma funç̃aog qualquer, tal
queS(fg) 6= 0. Defina ainda

fail(f) = −νQ(f) + span(f)

como a menor ordem de pólo de uma funç̃ao qualquer, maior
ou igual que a ordem de pólo def , cuja śındrome seja ñao
nula.

Numa dada iteraç̃aoit, define-se um conjuntoΣit na forma

Σit = {−νQ(f) ∈ Λ : fail(f) > it}

como sendo uma partição do conjuntoΛ cujas funç̃oes que
possuem estas ordens de pólo emQ apresentamfail(f) > it.
Em outras palavras,Σit constitui um conjunto de ordens de
pólo de funç̃oesf , tal que as menores ordens de pólo das
funções ḿultiplas def não localizadoras de erros são maiores
queit.

Define-se ainda um conjunto∆it na forma

∆it = {span(g) ∈ Λ : fail(g) ≤ it}

como sendo outra partição deΛ cujas funç̃oesg que apresen-
tam estes valores despan(g) apresentamfail(g) ≤ it. Em
outras palavras,∆it constitui o conjunto dosspan(g), tal que
as menores ordens de pólo das funç̃oes ḿultiplas deg não
localizadoras de erros são menores ou iguais ait.

Os conjuntosΣit e ∆it são complementares sobre o con-
junto de anti-lacunasΛ, ou seja,

∆it = Λ ∩ Σit.

Os conjuntosσ e δ consistem em ḿınimos e ḿaximos deΣ
e ∆, respectivamente, segundo uma ordenação parcial deno-
tada por�, em quea � b seb − a ∈ Λ (cf. [28]). Em uma
iteraç̃aoit, a cada funç̃ao localizadora de errosf est́a associ-
ado um elemento deσ, que representa a ordem de pólo desta
função. J́a os elementos deδ correspondem̀as ordens de ṕolo
de cada uma das funções auxiliaresg numa dada iteraçãoit.

A cada iteraç̃ao, śındromesα = S(ḟ) são calculadas. Com
base nos valores destas sı́ndromes, os parâmetros de cont-
role σ e δ são atualizados. Em seguida, utilizando os novos
par̂ametros de controle, as funçõesf, g, φ e ψ são atual-
izadas.

Denota-se porf̃ a parteR de f , ou seja, a funç̃ao f
excluindo-se os termosθi nos quaisi é uma lacuna. No al-
goritmo 1, as funç̃oesmax{⋆} e min{⋆} correspondem aos
máximos e ḿınimos com relaç̃aoà ordenaç̃ao parcial�.

Algoritmo 1 (Decodificador de O’Sullivan)

Entradas:

• O vetor de śındromes~S = [S(θn−k) · · ·S(θ0)] do vetor recebido~v,
em queθi são as funç̃oes de base do espaço ortogonal ao código. Este
vetor é obtido pelo produto de~v pela matriz de paridade do código.
S(θi) = 0 sei é uma lacuna.
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Sáıdas:

• As funç̃oesf e φ localizadoras e avaliadoras de erros, respectiva-
mente.

Inicialização:

• it = −1;

• σ
−1 = {0};

• f(0) = 1;

• φ(0) = 0.

<<< Passo 1: Ćalculo das śındromesα = S(f) >>>

• Incrementarit = it+ 1. Seit > itmax, encerrar o algoritmo;

• Salvar os valores obtidos náultima iteraç̃ao ḟ = f , φ̇ = φ, ġ = g,
ψ̇ = ψ, β̇ = β, δ̇ = δ, σ̇ = σ;

• Para cadas ∈ σ̇, calcularα(s) = S( ˜̇fθit−s). SeS(θit) (necesśario

a cada iteraç̃ao) ñao est́a dispońıvel, calcularS( ˜ḟθit−s − θit) e em-
pregar o algoritmo de decisão por maioria para determinarS(θit).

Em seguida, calcularα(s) = S( ˜ḟθit−s − θit) + S(θit).

• O algoritmo de decis̃ao por maioria consiste em se calcular o conjunto

Γ = Σ̇ ∩ it− Σ̇ e, para cadaa ∈ Γ, encontrar ums ∈ σ̇ tal que

s � a. Em seguida, escolherζ ∈ Fr2 tal queg = θit + ζḟ(s)θit−s

apresenta grau menor queit. O valor deS(θit) consiste na maioria
dos valoresS(g) calculados por cadas escolhido.

<<< Passo 2 : Determinaç̃ao dos par̂ametros de controle>>>

• Calcularδ
′

= {it− s : s ∈ σ̇, it− s ∈ Λ eα(s) 6= 0};

• Calcularδ = max{δ
′

∪ δ̇};

• Calcularσ = min{t : ∄c ∈ δ comt ≺ c}.

<<< Passo 3 : Atualizaç̃ao das funç̃oes>>>

• Para cadac ∈ δ, fazer

– g(c) =
ġ(c), sec ∈ δ̇,

ḟ(it− c), caso contŕario;

– ψ(c) =
ψ̇(c), sec ∈ δ̇,

φ̇(it− c), caso contŕario;

– β(c) =
β̇(c), sec ∈ δ̇,
α(it− c), caso contŕario;

• Para cadat ∈ σ, encontrars ∈ σ̇ e a ∈ Λ tais ques + a =
t. Denota-se porφ a funç̃ao constitúıda pelos termos deφ com
valorizaç̃ao discreta ḿaximait− t− 2g + 1.

– Seit− t é uma lacuna, calcular

∗ f(t) = ḟ(s)θa;

∗ φ(t) = φ̇(s)θa + α(s)θ2g−1−(it−t);

– Seit − t é uma anti-lacuna eα(s) 6= 0, encontrarc ∈ δ̇ e
b ∈ Λ tais quec − s = it − t. Seit − t é uma anti-lacuna
eα(s) = 0, ent̃ao t = s e pode-se escolherb e c quaisquer.
Considerandoγ = α(s)/β̇(c), calcular

∗ f(t) = ḟ(s)θa − γġ(c)θb;

∗ φ(t) = φ̇(s)θa − γψ̇(c)θb;

2.1 EXEMPLO

Considere como exemplo um código de Hermite(64, 54)
corretor de 2 erros, definido por uma curva de Hermitey4 +
y = x5 de ĝenerog = 6 sobreF16, portanto de parâmetros
r = 4 em = 59. Esta curva apresenta 64 pontos racionais
mais um pontoQ no infinito do plano projetivo, razão pela
qual o ćodigo apresenta um comprimenton = 64. Este
código(64, 54) é definido por um espaço de funçõesL(59Q).

O espaço ortogonal a este código, utilizado na decodificação,
é o espaçoL((r3+r2−r−2−m)Q) = L(15Q). Este ćodigo
apresenta um conjunto de lacunas{1, 2, 3, 6, 7, 11} de 6 ele-
mentos. Ele apresenta uma matriz de paridade de 10 linhas
e, portanto, possui 10 sı́ndromes a calcular a partir do vetor
recebido.

Considere um vetor recebido~v ao qual foram adicionados
erros de valor:

• α5 na posiç̃ao associada ao ponto(α8, α3);

• eα13 na posiç̃ao associada ao ponto(α7, α13).

Desta forma,́e obtido o vetor de sı́ndromes

~S = [α 1 α13 α9 0 α2 α9 α4 0 0 α7 α7 0 0 0 α7]

que apresenta 10 sı́ndromes calculadas a partir de~v nas
posiç̃oes das anti-lacunas e zeros nas posições das 6 lacunas.

A tabela 1 descreve os valores resultados da decodificação
a cada iteraç̃ao do algoritmo 1.

Ao fim da iteraç̃aoit = 21, o algoritmo produz dois pares
de funç̃oesf eφ:

• f1 = x2 + x+ α11;

• φ1 = α7xy3+α4y3+α7xy2+αy2α2xy+α6y+α14x+
α11;

• f2 = y + α12 + α11;

• φ2 = α7x4 + α4y3 + α7x3 + α4y3 + α4x2 + α14y +
α9x+ α7.

A função f1 apresenta zeros nas posições associadas aos
pontos (α8, α3), (α8, α14), (α7, α9), (α7, α7), (α7, α6),
(α7, α13), (α8, α11) e (α8, α12). Aplicando (5), obt́em-se
um valor de erroα5 para o ponto(α8, α3), α13 para o ponto
(α7, α13) e 0 para os demais pontos.

Já a funç̃ao f2 apresenta zeros nas posições associadas
aos pontos(α9, α), (α12, α2), (α8, α3), (α4, α6) e(α7, α13).
Aplicando (5), obt́em-se novamente um valor de erroα5 para
o ponto(α8, α3), α13 para o ponto(α7, α13) e 0 para os de-
mais pontos.

3. ARQUITETURA

Observa-se que o decodificador de O’Sullivan apresenta
uma complexidade mais importante concentrada na parte
de controle do algoritmo (passo 2 e determinação das anti-
lacunasa e b no passo 3 do algoritmo 1). Esta carac-
teŕıstica difere do que se observa em outros algoritmos de
decodificaç̃ao para ćodigos AG. Em geral, estes algoritmos
apresentam uma complexidade concentrada sobretudo no
cálculo das śındromes e na atualização das funç̃oes. Foi esta
caracteŕıstica deste algoritmo que nos motivou e conduziu em
direç̃aoà sua exploraç̃ao.

Em [28], O’Sullivan ñao apresenta uma discussão sobre a
complexidade de seu algoritmo. Ele não fornece sequer cer-
tas informaç̃oes necessáriasà determinaç̃ao desta complex-
idade, como o comprimento dos registradores das funções.
Nós deduzimos todos os parâmetros que faltavam para a
determinaç̃ao da complexidade e para a implementação deste
decodificador.
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Volume 21, Número 1, Abril 2006

3.1 UNIDADES ARITMÉTICAS

No decodificador de O’Sullivan, todas as operações ar-
itméticas sobre valores de sı́ndromes e coeficientes de
funções emR, śımbolos do corpo finitoFq, s̃ao realizadas uti-
lizando unidades aritḿeticas desenvolvidas para este corpo.
As figuras 2, 3 e 4 apresentam as arquiteturas dos operadores
de adiç̃ao, multiplicaç̃ao e invers̃ao que foram implementadas
para o corpo finitoF16.

Na arquitetura a ser apresentada para o decodificador do al-
goritmo 1, um śımbolo deFr2 é representado porlog2 r

2 bits.
Uma funç̃ao deR consiste num vetor depl śımbolos, em que
pl é o ńumero ḿaximo de iteraç̃oes do algoritmo necessáriasà
obtenç̃ao das funç̃oes desejadas mais 1 (observa-se que numa
iteraç̃aoit a ordem de ṕolo de qualquer funç̃ao no algoritmo
jamaisé maior queit), ou seja,

pl = itmax + 1.

Todos os ńumeros inteiros no circuito são representados por
il bits.

3.2 CÁLCULOS MAIS FREQ ÜENTES

Dentre os ćalculos efetuados no algoritmo, pode-se
destacar alguns mais utilizados e com maior impacto sobre o
desempenho da implementação e para os quais são propostas
arquiteturas particulares:

3.2.1 OPERADOR PARA O PRODUTO F.θC

Consideref uma funç̃ao e θc um mon̂omio emR. A
operaç̃ao f.θc é sistematicamente efetuada nos cálculos de
śındrome e nas atualizações das funç̃oes (etapas 1 e 3 do
algoritmo). Este produto de funções emR é feito ḿodulo
a equaç̃ao da curva de Hermite e, portanto, implica a
substituiç̃aoxr+1 = yr+y. Portanto, este produto de funções
não se traduz numa mera convolução de vetores, no caso um
simples deslocamento de um vetor, mas exige elementos adi-
cionais que implementem a substituição descrita.

Esta substituiç̃ao se opera da seguinte forma. Considere
θc = xµ(c)yν(c). Multiplicando-se um mon̂omio qualquer
fkx

µ(k)yν(k) porθc, obt́em-sefkx
µ(k)+µ(c)yν(k)+ν(c) de or-

dem de ṕolo k + c emQ. No entanto, seµ(k) + µ(c) > r,
tem-se que

xµ(k)+µ(c)yν(k)+ν(c) (y
r + y)

xr+1
=

xµ(k)+µ(c)−r−1(yν(k)+ν(c)+1 + yν(k)+ν(c)+r). (6)

Observe quexµ(k)+µ(c)−r−1yν(k)+ν(c)+r apresenta uma or-
dem de ṕolo emQ igual a

(µ(k) + µ(c)− r− 1)r+ (ν(k) + ν(c) + r)(r+ 1) = k+ c

exµ(k)+µ(c)−r−1yν(k)+ν(c)+1 apresenta uma ordem de pólo
emQ igual a

(µ(k) + µ(c)− r − 1)r + (ν(k) + ν(c) + 1)(r + 1) =

k + c− r2 + 1. (7)

Portanto, o produto de uma função f por um mon̂omio θc

emR corresponde na verdade ao deslocamento def em c
posiç̃oes, sendo quèas posiç̃oes de ordemk da funç̃ao em
queµ(k)+µ(c) > r, adiciona-se o coeficiente da posição de
ordemk + c− r2 + 1.

O’Sullivan em [28] observou este fato e propôs a
implementaç̃ao deste produto pelo uso de dois registradores,
em que o primeiro armazena os coeficientes def e o segundo
armazena os coeficientes def em queµ(k) + µ(c) > r. O
primeiro registradoŕe deslocado emc posiç̃oes (a direç̃ao do
deslocamento depende do sinal dec) e o segundo registrador
é deslocado emc − r2 + 1 posiç̃oes. Em seguida, os dois
registradores s̃ao somados para gerar a função resultado do
produtof.θc.

Uma arquitetura menos complexa e mais eficiente para este
operadoŕe apresentada na figura 5. Ela consiste numúnico
registrador de deslocamento modificado para incluir elemen-
tos de decis̃ao e operadores de adição entre ćelulas de co-
eficientes da funç̃ao. Este ḿodulo recebe uma função f e
valores associados a um inteiroc (sinais de controle deter-
minados a partir dec no módulo controlador) e fornece uma
função, resultado do produtof.θc.

Toda a operaç̃ao deste ḿoduloé determinada pelo sinal de
controle D, gerado pelo ḿodulo controlador do decodificador.
Um sinal D é constitúıdo por 3 bits, que determinam os 5
diferentes estados de operação em um ḿodulof.θc, a saber
(⋆ indica indiferença quanto ao bit ser ‘0’ ou ‘1’):

Estado⋆00 Indica que o ḿodulo deve carregar-se com a
função de entradaf

′

;

Estado⋆01 Indica que o ḿodulo deve efetuar a adição
dos componentesfk + fk−r2+1, o que correspondèa
operaç̃ao ḿodulo equaç̃ao da curva de Hermite;

Estado 010 Indica a operaç̃ao de deslocamento do reg-
istradorà esquerda;

Estado 110 Indica a operaç̃ao de deslocamento do reg-
istradorà direita;

Estado⋆11 Indica o estado de suspensão, no qual os valores
do registrador s̃ao preservados.

3.2.2 OPERADOR PARA A FUNÇ ÃO µ(C) = I

Considere uma funçãoµ(c) = i, tal queir+ j(r+1) = c.
Esta funç̃ao é utilizada como sub-ḿodulo do operadorf.θc

para determinar se o coeficientefk do k-ésimo mon̂omio do
registrador modificado def.θc deve ser adicionado ao coefi-
cientefk−r2+1 (cf. figura 5). Isto equivalèa realizaç̃ao do
módulo equaç̃ao da curva de Hermite.

Observa-se que esta funçãoµ(c) pode ser realizada por um
operador de ḿodulo(r+1). A operaç̃ao ḿodulo(r+1) pode
ser implementada por uma cadeia de até

il2 − il − ⌈log (r + 1)⌉2 + ⌈log (r + 1)⌉

somadores completos (na análise de cada caso particular, esta
complexidade pode ser bastante reduzida).
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Um exemplo de uma arquitetura deste tipo para uma
operaç̃ao ḿodulo 5 sobre um inteiro de 7 bits, utilizada na
implementaç̃ao do decodificador para o código(64, 54), é ap-
resentada na figura 6.

3.2.3 OPERADOR PARA O TESTE DE PERTENÇA
A Λ

Quando de quase todas as decisões no algoritmo de
decodificaç̃ao, evidencia-se a necessidade de realizar um
teste do tipoc ∈ Λ, para um dado inteiroc.

Este tipo de teste pode ser realizado por uma busca em
tabela verificando-se sua negativa, ou seja, sec pertence ao
conjunto das anti-lacunas, que em geralé menor, ou sée neg-
ativo. Além disso, este teste pode ser realizado pelo uso da
funçãoµ(c). Observe quec ∈ Λ se e śo seµ(c)r ≤ c.

Sobre o espaço de funções relativamente pequeno do
código (64, 54) (existem apenas seis lacunas: 1, 2, 3, 6, 7
e 11), optou-se por empregar o método de busca em tabela.

3.3 MÓDULOS OPERACIONAIS

A figura 7 ilustra a arquitetura geral para o decodificador
que emprega o algoritmo de O’Sullivan. Ela incluir blocos
MP (processadores principais),r blocos AP (processadores
auxiliares), um buffer para as sı́ndromes de entrada e um
módulo controlador que fornece os sinais de controle para as
seq̈uências de operação. Os blocos MP e AP são interconec-
tados por interḿedio de um barramento bidirecional.

Dependendo do código sobre o qual se trabalha (compri-
mento e capacidade de correção), o ńumero de blocos MP e
AP necesśarios pode ser menor quer. Não h́a uma regra geral
para determinar o ńumero de blocos MP e AP necessários,
caso possa ser menor quer, mas se o ćodigoé capaz de cor-
rigir τ < r erros, ent̃aoτ blocos MP eτ − 1 blocos AP s̃ao
suficientes. Isto se deve ao fato de que o máximo elemento do
conjuntoδ não pode ser maior que aτ -ésima anti-lacuna. Por
exemplo, no caso do código AG (64, 54) de nosso exemplo,
corretor de 2 erros, apenas são necesśarios 2 ḿodulos MP e 1
módulo AP.

O decodificador recebe um vetor den − k śındromes~S e
fornece um conjunto der funções localizadorasf er funções
avaliadoras de errosφ.

Uma arquitetura para a unidade MPé apresentada na figura
8. Cada ḿodulo MP opera sobre uma função localizadora de
errosf e uma funç̃ao avaliadora de errosφ. Ele implementa
o cálculo de uma śındromeα a partir de uma funç̃aof e todas
as operaç̃oes de atualização das funç̃oesf eφ.

Este ḿodulo emprega dois operadoresf.θc:

• um para o ćalculo deα e para a atualização def ,

• e outro para a atualização deφ.

Ele emprega ainda:

• um registrador para memorizarα;

• dois registradores para memorizarf eφ;

• e dois registradores para memorizar as funçõesgθb e
ψθb recebidas dos ḿodulos AP (os produtosgθb e ψθb

são realizados pelos ḿodulos AP).

Nos ḿodulos MP, um ḿodulo decodificador chamado
DEC1 gera um vetor de bits na forma0 . . . 010 . . . 0 a par-
tir de um inteirotr, no qual oúnico bit ‘1’ ocupa atr-ésima
posiç̃ao do vetor de bits. Este vetoré utilizado para imple-
mentar a operação de adiç̃ao de uma funç̃ao por um mon̂omio
θc na atualizaç̃ao de funç̃oesφ. Um módulo decodificador
chamado DEC2 opera de modo análogo, fornecendo um ve-
tor de bits na forma1 . . . 10 . . . 0, com bits ‘1’ at́e atr-ésima
posiç̃ao do vetor. Este vetoŕe utilizado para truncar uma
função.

Os detalhes da arquitetura para unidades AP são apresen-
tados na figura 9. Este ḿodulo emprega:

• dois operadoresf.θc para calcular os produtosg.θb e
psi.θb utilizados na atualização das funç̃oesf e φ de
alguma unidade MP;

• registradores para memorizar uma sı́ndrome β (ela
guarda uma śındromeα relativa à funç̃ao f associada
ag), assim comȯβ, ġ e ψ̇ (valores produzidos náultima
iteraç̃ao).

3.4 MÓDULO CONTROLADOR

O circuito controlador do decodificador gera todos os
sinais de controle para os módulos MP e AP, assim como para
o buffer das śındromes de entrada, e para a saı́da do decodi-
ficador. Eleé tamb́em responśavel por gerar internamente os
conjuntosσ e δ e, por conseguinte, tomar todas as decisões
relativas ao funcionamento do decodificador.É ele que de-
termina, por exemplo, se uma função deve ser atualizada, por
que tipo de operação e utilizando quais outras funções.

O controlador implementa ainda o procedimento de de-
cisão por maioria. Numa iteração na qualS(θit) é descon-
hecida, os ḿodulos MP calculam os valores estimados deα,
uma vez queS(θit) = 0 no registrador de sı́ndromes local-
izado no ḿodulo buffer das śındromes de entrada. O módulo
de decis̃ao por maioria interno ao controlador calcula o con-
juntoΓ e determina os valores deσ associados. Em seguida,
ele escolhe dentre os valores deα estimados qual deles cor-
responde aS(θit). Este valoŕe, ent̃ao, copiado no registrador
de śındromes e adicionado aos valores deα em todos os
módulos MP.

Dentre os sinais gerados pelo módulo controlador,
destacam-se os sinais D, que controlam todo o funcionamento
dos ḿodulosf.θc (cf. figura 5). Uma descriç̃ao destes sinais
D é apresentada na Seção 3.2.1.

Dentre as decis̃oes tomadas pelo controlador, destaca-se
a determinaç̃ao das anti-lacunasa e b utilizadas no ćalculo
dos produtosf.θa, φ.θa, g.θb e ψ.θb, assim como para o
endereçamento dos valores armazenados nos módulos MP
para os ḿodulos AP, e vice-versa. Dois sub-módulos do con-
trolador s̃ao responśaveis por estes cálculos e estas tomadas
de decis̃ao: os ḿodulos NONGAPMP e NONGAPAP (cf.fig-
uras 10 e 11).
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3.5 COMPLEXIDADE

Como j́a foi afirmado, em [28] O’Sullivan ñao trata da
quest̃ao da complexidade de seu algoritmo. Ele afirma que
a relaç̃ao entre a capacidade de correção e o ńumero de
iteraç̃oes necessárias para decodificar uma palavra recebida
nãoé trivial. Ele tamb́em ñao determina o ńumero de funç̃oes
f eφ calculadas pelo algoritmo.

De modo a possibilitar a implementação deste decodi-
ficador, fez-se necessário determinar invariavelmente estes
par̂ametros. No que diz respeito ao número de iteraç̃oes
necesśarias para corrigir até metade da distância ḿınima do
código, considerou-se aqui o trabalho apresentado por Feng
e Rao em [11]. Considerando quem = n− k é o ńumero de
linhas da matriz de paridade do código (ńumero de śındromes
conhecidas a partir do vetor recebido) eg é o ĝenero da curva,
Feng e Rao afirmam que emitmax = m + g iteraç̃oes a
decodificaç̃ao utilizando o esquema de decisão por maioria
por eles proposto corrige até metade da distância ḿınima do
código.

Pode-se verificar que numa dada iteraçãoit uma operaç̃ao
f.θc fornece uma funç̃ao que apresenta valorização discreta
emQ máxima−it. Conseq̈uentemente, a valorização disc-
reta emQ máxima de uma funç̃ao qualquer do decodificador
numa iteraç̃aoit é sempre−it. Portanto, necessita-se imple-
mentar ḿodulosf.θc e registradores para funções de compri-
mentopl = itmax + 1.

Em termos de uso de recursos materiais, um módulof.θc

emprega:

• pl operadores de adição emFq;

• pl.r flip-flops;

• pl.r demultiplexadores2× 1;

• pl.r demultiplexadores4× 1;

• pl− r2 + 1 comparadores de inteiros derl bits (ńumero
de bits necessários para representar o valor der);

• pl − r2 + 1 portas AND;

• pl − r2 + 1 portas OR.

Um módulo AP emprega:

• 2 módulosf.θc;

• (4pl + 2).r flip-flops.

Já um ḿodulo MP, responśavel pela quase totalidade dos
cálculos da decodificação, emprega:

• 2 módulosf.θc;

• (4pl + 2).r flip-flops;

• (4pl + 1).r demultiplexadores2× 1;

• 3pl operadores de multiplicação emFq;

• 3pl − 1 operadores de adição emFq;

• (pl + 1).r portas AND;

• 1 decodificador DEC1;

• 1 decodificador DEC2.

4. CONCLUSÕES

Uma nova arquitetura para decodificação hardware de
códigos de Hermite foi apresentada. Esta arquitetura imple-
menta o algoritmo de decodificação de O’Sullivan proposto
em [28]. Par̂ametros necessáriosà implementaç̃ao do decod-
ificador, que ñao haviam sido determinados por O’Sullivan,
como a ordem de ṕolo máxima das funç̃oes e o ńumero de
funções calculadas pelo algoritmo, foram determinados.

A arquitetura proposta consiste emr unidades MP parale-
las er unidades AP paralelas responsáveis pela atualização
iterativa de funç̃oes localizadoras e avaliadoras de erros. Es-
tas unidades são interligadas por um barramento bidirecional.
Uma unidade MP emprega 2 módulosf.θc, (4pl + 2).r flip-
flops,(4pl+1).r demultiplexadores2×1, 3pl operadores de
multiplicaç̃ao emFq, 3pl − 1 operadores de adição emFq,
(pl + 1).r portas AND e 2 sub-ḿodulos decodificadores de
pl bits. Uma unidade AP emprega(4pl + 2).r flip-flops e
2 módulosf.θ. Cada ḿodulof.θ empregapl operadores de
adiç̃ao emFq, pl.r flip-flops, pl.r demultiplexadores2 × 1,
pl.r demultiplexadores4×1, pl−r2+1 comparadores de in-
teiros derl bits (ńumero de bits necessários para representar
o valor der), pl−r2 +1 portas AND epl−r2 +1 portas OR.
A arquitetura apresenta ainda um buffer para as sı́ndromes de
entrada e um circuito controlador responsável por gerar todos
os sinais de controle para o circuito.

Foram ainda propostos operadores otimizados para imple-
mentar os ćalculos mais freq̈uentes, tais como os produtos
f.θc.

A complexidade de um ḿodulo MP assemelha-sèa de
uma arquitetura de Berlekamp-Massey para decodificação de
códigos RS (ou a um dosr módulos do decodificador pro-
posto por K̈otter em [20]). O que se pode concluir a par-
tir desta arquitetura descrita sobre a complexidade de de-
codificadores para códigos de Hermite em comparação com
códigos RSé que os decodificadores para códigos de Her-
mite apresentam complexidade maior que decodificadores
para ćodigos RS numa ordem der vezes. No entanto, códigos
RS necessitam utilizar corpos finitos muito maiores, portanto
uma aritḿetica muito mais complexa, para corrigir vetores de
mesmo comprimento. Desta forma, estima-se que a complex-
idade geral para comprimentos de código iguais (em ńumero
de bits) seja equivalente para ambos os códigos de Hermite e
RS.

REFERÊNCIAS

[1] A SHBROOK, J. B., SHANBHAG , N. R., KÖTTER, R., AND
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[21] K ÖTTER, R. A fast parallel implementation of a Berlekamp-
Massey algorithm for algebraic-geometric codes.IEEE Trans-
actions on Information Theory 44(July 1998), 1353–1368.
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Figura 1. Esquema completo de decodificação baseado na abordagem proposta por O’Sullivan [28]. Considera-se um ćodigo
de bloco(n, k). O comprimentopl de um polin̂omio é igual ao ńumero ḿaximo de iteraç̃oes necessárias para processar a
decodificaç̃ao mais 1.

it σ eδ β f eg φ eψ

-1 σ : 0 1 0

δ : ∅

0 σ : 4 x α7y3

σ : 5 y α7x4

δ : 0 α7 1 0

4 σ : 4 x+ 1 α7y3

σ : 5 y α7x4 + α7x3

δ : 0 α7 1 0

5 σ : 4 x+ 1 α7y3 + α7y2

σ : 5 y + 1 α7x4 + α7x3

δ : 0 α7 1 0

8 σ : 8 x2 + x+ α11 α7xy3 + α7xy2

σ : 5 y + 1 α7x4 + α7x3 + α4x2

δ : 4 α3 x+ 1 α7y3 + α7y2

9 σ : 8 x2 + x+ α11 α7xy3 + α7xy2 + y2

σ : 5 y + α12 + α11 α7x4 + α4y3 + α7x3 + α4y3 + α4x2

δ : 4 α3 x+ 1 α7y3 + α7y2

10 σ : 8 x2 + x+ α11 α7xy3 + α7xy2 + y2α2xy

σ : 5 y + α12 + α11 α7x4 + α4y3 + α7x3 + α4y3 + α4x2

δ : 4 α3 x+ 1 α7y3 + α7y2

11 σ : 8 x2 + x+ α11 α7xy3 + α7xy2 + y2α2xy

σ : 5 y + α12 + α11 α7x4 + α4y3 + α7x3 + α4y3 + α4x2 + α14y

δ : 4 α3 x+ 1 α7y3 + α7y2

12 σ : 8 x2 + x+ α11 α7xy3 + α4y3 + α7xy2 + αy2α2xy

σ : 5 y + α12 + α11 α7x4 + α4y3 + α7x3 + α4y3 + α4x2 + α14y + α9x

δ : 4 α3 x+ 1 α7y3 + α7y2

14 σ : 8 x2 + x+ α11 α7xy3 + α4y3 + α7xy2 + αy2α2xy + α6y

σ : 5 y + α12 + α11 α7x4 + α4y3 + α7x3 + α4y3 + α4x2 + α14y + α9x

δ : 4 α3 x+ 1 α7y3 + α7y2

15 σ : 8 x2 + x+ α11 α7xy3 + α4y3 + α7xy2 + αy2α2xy + α6y + α14x

σ : 5 y + α12 + α11 α7x4 + α4y3 + α7x3 + α4y3 + α4x2 + α14y + α9x

δ : 4 α3 x+ 1 α7y3 + α7y2

16 σ : 8 x2 + x+ α11 α7xy3 + α4y3 + α7xy2 + αy2α2xy + α6y + α14x

σ : 5 y + α12 + α11 α7x4 + α4y3 + α7x3 + α4y3 + α4x2 + α14y + α9x+ α7

δ : 4 α3 x+ 1 α7y3 + α7y2

19 σ : 8 x2 + x+ α11 α7xy3 + α4y3 + α7xy2 + αy2α2xy + α6y + α14x+ α11

σ : 5 y + α12 + α11 α7x4 + α4y3 + α7x3 + α4y3 + α4x2 + α14y + α9x+ α7

δ : 4 α3 x+ 1 α7y3 + α7y2

Tabela 1. Resultados da decodificação do exemplo descrito na Seção 2.1. S̃ao mostrados os resultados apenas das iterações
em que ocorreram mudanças.
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Module GFAdd

α0

α1

α2

α3

β0

β1

β2

β3

γ0

γ1

γ2

γ3

A
[α0 α1 α2 α3]

B
[β0 β1 β2 β3]

S
[γ0 γ1 γ2 γ3]

Figura 2. Arquitetura para o ḿodulo GFADD, operador de adição de dois elementosA eB para o caso particular deF16.

Module GFMultiply

α0

α1

α2

α3

β0 β1 β2 β3

γ0

γ1

γ2

γ3

A
[α0 α1 α2 α3]

B
[β0 β1 β2 β3]

S
[γ0 γ1 γ2 γ3]

Figura 3. Arquitetura para o ḿodulo GFMULTIPLY, operador de multiplicação de dois elementosA e B para o caso
particular deF16.

Module GFInvert

α0

α1

α2

α3

γ0

γ1

γ2

γ3

A
[α0 α1 α2 α3]

S
[γ0 γ1 γ2 γ3]

Figura 4. Arquitetura para o ḿodulo GFINVERT, operador de inversão direta de um elementoA para o caso deF16.
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Figura 6. Arquitetura para um operador módulo 5 para um inteiroc de 7 bits de entrada (bit de sinal incluı́do).
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Śı
nd

r
B

uf
fe

r

S MP

MP

MP

AP

AP

AP

Figura 7. Arquitetura geral proposta para o decodificador de O’Sullivan [28].
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Volume 21, Número 1, Abril 2006

+×

× +

÷

+

×

f

f
′

α

α

α

φ φ
′

ββ

γ = α
β

~S

~S

pl

plplpl

pl pl

pl
pl

pl

pl

pl

plpl

plpl

rl

il

2pl + 1

µ(a)

µ(a), D

µ(a), D

Produtof.θ

Produtof.θ

g.θbg.θb

ψ.θbψ.θb

[f φ α]

[g.θb ψ.θb β]
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Módulo MP

Dec1

Dec2

READ

READ

READ

GAP

GAP

GAP TR

TR

TR

D

1

1

1

1
1

1

3

Figura 8. Arquitetura para blocos MP do decodificador, responsáveis pelo ćalculo das śındromesα e pela atualizaç̃ao das
funções localizadoras e avaliadoras de errosf eφ.
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Figura 9. Arquitetura para blocos AP do decodificador, responsáveis pela atualização das funç̃oes auxiliares e pelo cálculo
dos produtosg.θb eψ.θb.
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Figura 10. Arquitetura para um ḿodulo NONGAPMP responsável pela determinação das anti-lacunasa utilizadas na
atualizaç̃ao de funç̃oes, assim como pelo endereçamento dos valores armazenados nos ḿodulos MP para os ḿodulos AP
espećıficos.
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Figura 11. Arquitetura para um ḿodulo NONGAPAP responsável pela determinação das anti-lacunasb utilizadas na
atualizaç̃ao de funç̃oes, assim como pelo endereçamento dos valores armazenados nos ḿodulos AP para os ḿodulos MP
espećıficos.
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