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Resumo - Neste artigo, fazemos uma revisão dos ćodigos
corretores de erros quânticos (CCEQs) construı́dos a partir
da concatenação de um ćodigophase flipcom um ćodigobit
flip. Em particular, dois exemplos são revistos em detalhes:
o código de bloco qûantico (CBQ) de taxa 1/9 proposto por
Shor, e o ćodigo convolucional qûantico (CCQ) de taxa 1/4
proposto por Almeida e Palazzo. O objetivo deste artigoé
introduzir o estudo de CCEQsà comunidade de engenheiros
de telecomunicaç̃oes.
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Bloco, Ćodigos Convolucionais.

Abstract - In this article, we make a review of quantum
error-correcting codes (QECCs) constructed from the con-
catenation of a phase flip code with a bit flip code. In par-
ticular, two examples are reviewed in details: the rate-1/9
quantum block code (QBC) proposed by Shor, and the rate-
1/4 quantum convolutional code (QCC) proposed by Almeida
and Palazzo. The purpose of this article is to introduce the
study of QECCs to the community of telecommunication en-
gineers.
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1. INTRODUÇÃO

Códigos corretores de erros quânticos (CCEQs) têm sido
desenvolvidos para proteger a informação qûantica dos
efeitos de erros de descoerência (veja [1] para uma revisão).
O surgimento de CCEQs cada vez mais eficientes tem ele-
vado a confiabilidade de armazenamento e transmissão de
informaç̃ao qûantica e permitido a realização de computaç̃oes
quânticas com um ńumero cada vez maior de qubits.

Em analogia com a teoria clássica, duas grandes classes
de CCEQs t̂em sido desenvolvidas: a classe dos códigos
de bloco qûanticos (CBQs) e a classe dos códigos con-
volucionais qûanticos (CCQs). Dentro de cada uma destas
classes, os primeiros, e também os mais simples, CCEQs a
serem estudados foram os CCEQs estabilizadores concatena-
dos. Estes CCEQs são constrúıdos a partir da concatenação
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de um ćodigo phase flip com um código bit flip, ambos gera-
dos a partir de ćodigos corretores de erros clássicos (CCECs)
conhecidos.

Neste artigo, faremos uma revisão dos dois primeiros
CCEQs estabilizadores concatenados a serem estudados: o
CBQ de Shor de taxa 1/9, [2], gerado a partir do código de
bloco cĺassico (CBC) de repetição de taxa 1/3; e o CCQ de
taxa 1/4 e tr̂es meḿorias, recentemente proposto em [3], ger-
ado a partir de um ćodigo convolucional cĺassico (CCC) de
taxa 1/2 e duas meḿorias. Ambos s̃ao capazes de corrigir
um erro qûantico arbitŕario sobre qualquer qubit da palavra-
código.

O objetivo desta revis̃ao é introduzir, atrav́es de uma
linguagem mais acessı́vel, o estudo de CCEQs̀a comu-
nidade de engenheiros de telecomunicações e despertar, den-
tro desta comunidade, o interesse por sublclasses mais gerais
de CCEQs.

Este artigo está organizado da seguinte forma: na seção
2, revisamos alguns conceitos fundamentais da informação
quântica, da codificaç̃ao qûantica e do formalismo estabi-
lizador; nas seç̃oes 3 e 4, construı́mos o ćodigo de Shor e
o CCQ [(4, 1, 3)]; finalmente, na seção 5, apontamos futuras
linhas de pesquisa dentro da subclasse dos CCEQs estabi-
lizadores concatenados e descrevemos subclasses mais gerais
de CCEQs. Para um melhor acompanhamento da nomen-
clatura utilizada ao longo deste texto, apresentamos uma lista
de acr̂onimos na seç̃ao 6.

2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS

2.1 INFORMAÇÃO QUÂNTICA

A unidade fundamental da informação cĺassicaé o bit,
uma varíavel aleat́oria que pode assumir dois valores: 0 ou
1. A unidade de informação qûantica correspondentée o bit
quântico ou qubit. O qubit́e um vetor em um espaço veto-
rial complexo bidimensional com produto interno, ou seja,
um vetor no espaço de Hilbert. De acordo com a notação in-
troduzida por Dirac, podemos denotar os elementos de uma
base ortonormal deste espaço por|0〉 e |1〉1. Estes vetores são
representados por:

|0〉 =

[

1
0

]

e |1〉 =

[

0
1

]

. (1)

Esta basée chamada base computacional. Desta forma, o
estado de um qubit arbitrário normalizado pode ser escrito

1Para o leitor ñao familiarizado com os postulados e com a notação da
meĉanica qûantica, sugerimos a consulta das referências [4, 5, 7].
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como:
|ψ〉 = a|0〉 + b|1〉, (2)

no qual|a|2 + |b|2 = 1, coma, b ∈ C (o corpo dos ńumeros
complexos). A base conjugadaé definida como|±〉 = (|0〉±
|1〉)/

√
2.

Muitos sistemas fı́sicos diferentes podem ser usados para
representar um qubit, como por exemplo os dois estados (fun-
damental e excitado) de um elétron orbitando uḿatomo; as
duas diferentes polarizações de um f́oton; e o alinhamento de
um spin nuclear em relação a um campo magnético uniforme.

O estado qûantico den qubits pode ser expresso como um
vetor em um espaço2n-dimensional (ou seja, o produto ten-
sorial den espaços bidimensionais). Podemos escolher como
uma base ortonormal para este espaço os estados nos quais
cada qubit tem um valor definido,|0〉 ou |1〉. Desta forma,
um vetor arbitŕario normalizado pode ser escrito nesta base
como:

|ψ〉 =
2n

−1
∑

x=0

ax|x〉, (3)

no qual associamos a cada seqüência de 0s e 1s, o número
que ela representa na notação decimal, um valor entre0 e
2n−1. Note que o conjunto de vetores|x〉, comx inteiro e
0 ≤ x ≤ 2n − 1, forma uma base canônica para o espaço
de Hilbert. Os coeficientesax são ńumeros complexos satis-
fazendo a relaç̃ao

∑

x |ax|2 = 1.
Com ḿultiplos qubits, existem estados puros que podem

não ser escritos como o produto tensorial de estados de um
qubit. Por exemplo, o estado de dois qubits

1√
2
(|00〉 + |11〉) (4)

não pode ser decomposto na forma expressa em (3). Diz-se
ent̃ao que tal estado encontra-seentrelaçadoouemaranhado.
Como veremos mais adiante, os estados emaranhados desem-
penham uma funç̃ao crucial na correç̃ao de erros qûanticos.
Em particular, o estado (4)é conhecido como estado de Bell
ou par EPR (de Einstein-Podolsky-Rosen).

O resultado de uma medição do estado (2)́e não deter-
minı́stico − a probabilidade de obtermos o resultado|0〉 é
|a|2 e a probabilidade de obtermos|1〉 é |b|2. A normalizaç̃ao
assegura que a probabilidade de obter algum resultado seja
exatamente 1. Esta medição implementa um de dois oper-
adores de projeção, as projeç̃oes sobre a base{|0〉, |1〉}. Esta
nãoé aúnica mediç̃ao que podemos fazer sobre um qubit. Na
verdade, podemos projetar sobre qualquer base do espaço de
Hilbert de um qubit.

Se tivermos ḿultiplos qubits, podemos medir um número
de diferentes qubits independentemente, ou podemos medir
alguma propriedade comum dos qubits, o que corresponde
a fazer a projeç̃ao sobre alguma base emaranhada do sis-
tema. Se medirmos todos osn qubits do estado (3) através
da projeç̃ao de cada um deles sobre a base{|0〉, |1〉}, a prob-
abilidade de obter o resultado|x〉 é |ax|2. Em particular, o
par EPR, (4), tem uma propriedade importante: a medição de
um qubit sempre fornece o mesmo resultado da medição do
outro qubit. Istoé, os resultados das medidas estãocorrela-
cionados.

Para a teoria dos CCEQs, será interessante estudarmos o
comportamento da ação das matrizes de Pauli (ou operadores
de Pauli) sobre um qubit. Na base{|0〉, |1〉}, estas matrizes
são escritas como:

σx ≡ X =

[

0 1
1 0

]

, σz ≡ Z =

[

1 0
0 −1

]

e σy ≡ iY = iXZ =

[

0 −i
i 0

]

. (5)

Al ém das matrizes de Pauli e da matriz identidadeI, um
outro operador importante para o sistema de um qubité o op-
erador de Hadamard, que promove a mudança da base com-
putacional para a base conjugada. Ou seja, o operador de
Hadamardé uma rotaç̃ao deπ radianos em torno do eixo
(x + z)/

√
2. Na base{|0〉, |1〉}, este operadoŕe escrito

como:

H =
1√
2

[

1 1
1 −1

]

. (6)

Para um sistema comn qubits,σj
i denota o produto tenso-

rial da matrizσi atuando sobre o qubitj com as matrizesI
atuando sobre todos os outros qubits. O grupo de Pauli sobre
n qubits, denotado porGn, é gerado porσj

i , parai = x, y, z
e j = 1, . . . , n. Poderemos também nos referir ao grupo de
Pauli como sendo o menor subgrupo real gerado porσx eσz.

A mediç̃ao realizada em um qubit correspondeà mediç̃ao
do autovalor deσz. Os correspondentes operadores de
projeç̃ao s̃ao(I±σz)/2. Para uma partı́cula de spin-1/2, esta
mediç̃ao é realizada atrav́es da mediç̃ao do spin da partı́cula
ao longo do eixoz. Tamb́em podeŕıamos fazer uma medição
ao longo do eixox ouy, o que correspondèa mediç̃ao do au-
tovalor deσx ou σy. Neste caso, os operadores de projeção
são(I ± σx)/2 e (I ± σy)/2, respectivamente.

Uma propriedade importante dos estados quânticos tem
profundas implicaç̃oes para a correção de erros qûanticos: o
teorema da ñao clonagem, que afirma queé imposśıvel fazer
uma ćopia perfeita de um estado quântico arbitŕario descon-
hecido, [6].

2.2 CODIFICAÇÃO QUÂNTICA

O processamento de informação qûantica é freq̈uente-
mente descrito como uma série de operaç̃oes unit́arias e
de mediç̃oes em algum sistema fı́sico. Imperfeiç̃oes nes-
tas operaç̃oes e interaç̃oes com o meio ambiente circundante
(descoer̂encia) s̃ao inevit́aveis em qualquer processamento de
informaç̃ao qûantica.

Portanto, para que um computador quântico funcione na
prática, temos um grande obstáculo a superar: proteger a
informaç̃ao qûantica de erros. Sem esta proteção, um com-
putador qûantico certamente irá falhar. Qualquer estratégia
efetiva para impedir que erros ocorram em um computa-
dor qûantico deve proteger contra pequenos erros unitários
em um circuito qûantico, bem como contra erros de de-
scoer̂encia.

Contra os erros de descoerência foi desenvolvida a teo-
ria dos CCEQs. Quanto aos erros operacionais, intrı́nsecos
às portas ĺogicas, foi desenvolvida a teoria quântica de
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toler̂ancia a falhas, que não seŕa abordada aqui (ver, por ex-
emplo, a seç̃ao 10.6 de [7]).

Para proteger os estados quânticos dos efeitos do ruı́do,
alguns desafios devem ser superados, a saber:

1. Erros de fase. Além dos erros bit flip:

|0〉 → |1〉, |1〉 → |0〉, (7)

podem existir erros phase flip:

|0〉 → |0〉, |1〉 → −|1〉. (8)

Um erro phase fliṕe grave, porque faz o estado(|0〉 +
|1〉)/

√
2 transformar-se no estado ortogonal(|0〉 −

|1〉)/
√

2. A codificaç̃ao cĺassica ñao oferece proteção
contra erros desta natureza.

2. Erros pequenos. Como observado anteriormente, a
informaç̃ao qûanticaé cont́ınua. Se pretendemos que
um qubit esteja no estadoa|0〉+ b|1〉, um erro pode mu-
dara e b por uma quantidade da ordem deε, e estes pe-
quenos erros podem se acumular ao longo do tempo. Os
esquemas clássicos s̃ao projetados para corrigir apenas
erros (bit flip) grandes.

3. Medição causa destruiç̃ao do estado original. Na
correç̃ao de erros clássicos observamos a saı́da do canal
e decidimos qual procedimento de decodificação deve-
mos adotar. As observações da meĉanica qûantica em
geral destroem o estado quântico sob observação e tor-
nam imposśıvel a recuperaç̃ao do estado original.

4. Não-Clonagem. Com a codificaç̃ao cĺassica protege-
mos a informaç̃ao fazendo ćopias extras dela. Mas sabe-
mos que a informaç̃ao qûantica ñao pode ser copiada
com perfeita fidelidade.

Felizmente, como veremos mais adiante, nenhum destes
problemaśe capaz de impedir a construção de CCEQs.

Um CCEQ pode ser visto como um mapeamento dek
qubits (um espaço de Hilbert com2k dimens̃oes) emn qubits
(um espaço de Hilbert com2n dimens̃oes), onden > k.
Osk qubits s̃ao os qubits ĺogicos (ou qubits de informação)
que desejamos proteger de erros. Osn qubits s̃ao os qubits
fı́sicos resultantes da codificação. Osn− k qubits adicionais
permitem-nos armazenar osk qubits ĺogicos de uma forma
redundante tal que osn qubits f́ısicos ñao sejam facilmente
alterados.

O processo de construção de CCEQs concatenados exige a
definiç̃ao de dois canais quânticos, a saber:

• O canal bit flip . Suponha que desejamos enviar qubits
atrav́es de um canal que troca os estados-base de um
qubit de|0〉 para|1〉 e vice-versa com probabilidadep
e preserva o qubit de erros com probabilidade1 − p.
Ou seja, com probabilidadep o estado|ψ〉 é levado ao
estadoX|ψ〉, sendoX o operador bit flip. Assim, se
|ψ〉 = a|0〉+b|1〉, temosX|ψ〉 = a|1〉+b|0〉. Este canal
é chamado de canal bit flip ée equivalente aos canais
binários cĺassicos sem meḿoria e com erros ocorrendo
aleatoriamente. Portanto, para proteger os qubits dos
efeitos do rúıdo deste canal,́e necesśario construir um
código corretor de erros bit flip.

• O canal phase flip. Suponha que desejamos enviar
qubits atrav́es de um canal que preserva um qubit com
probabilidade1 − p e troca a fase relativa dos estados
|0〉 e |1〉 do qubit com probabilidadep. Mais precisa-
mente, o operador phase flipZ é aplicado ao qubit com
probabilidadep e, portanto, quando o estadoa|0〉+ b|1〉
é transmitido, teremos̀a saida deste canal o estado
a|0〉 − b|1〉. Este canaĺe chamado de canal phase flip.
Assim, para proteger os qubits dos efeitos do ruı́do deste
canal,é necesśario construir um ćodigo corretor de er-
ros phase flip. Ñao existe equivalente clássico para o
canal phase flip, pois canais clássicos ñao t̂em nenhuma
propriedade equivalentèa fase. No entanto, existe um
meio f́acil de tratar o canal phase flip como um canal
bit flip. Suponha que ao invés de trabalharmos com a
base computacional{|0〉, |1〉}, trabalhemos com a base
conjugada{|+〉, |−〉} para o qubit. Com respeito a esta
base, o operadorZ leva o estado|+〉 para o estado|−〉 e
vice-versa, istóe, este operador atua como se fosse um
operador bit flip com respeito aos sı́mbolos+ e−.

2.3 O FORMALISMO ESTABILIZADOR

A idéia b́asica do formalismo estabilizadoré que muitos
estados qûanticos podem ser descritos mais facilmente pelos
operadores que os estabilizam do que pelos próprios estados
quânticos. Por exemplo, o par EPR, (4),é estabilizado pelos
operadoresX1X2 (ou seja, o operadorX aplicado sobre o
primeiro e o segundo qubits) eZ1Z2 (ou seja, o operadorZ
aplicado sobre o primeiro e o segundo qubits).

Muitos ćodigos qûanticos, incluindo os deste artigo, po-
dem ser descritos de forma muito mais compacta usando es-
tabilizadores do que a descrição por vetores de estado. Istoé
posśıvel devido ao uso inteligente da teoria de grupos através
do formalismo estabilizador. Dois grupos de operadores são
usados para descrever o subespaço do código qûantico [8]:

1. O Grupo Estabilizador:

• O grupo estabilizadorS é um subgrupo abeliano
do grupo multiplicativo de PauliGn. A menos de
fatores multiplicativos±1 e±i, Gn é escrito como
Gn = {I, X, Y, Z}⊗n.

• O subespaço do códigoC é o maior subespaço de
H⊗n estabilizado porS:

|ψ〉 ∈ C ⇐⇒ S|ψ〉 = |ψ〉. (9)

• Equivalentemente, se osMi’s sãon− k geradores
independentes deS, ent̃ao:

|ψ〉 ∈ C ⇐⇒ ∀ i, Mi|ψ〉 = |ψ〉. (10)

Estas equaç̃oes, chamadas de sı́ndromes, definem
o subespaço do código.

2. O Grupo de Pauli Lógico: Os operadores lógicos
deixam o subespaço do códigoC globalmente invariante,
mas possuem uma ação ñao trivial sobre este espaço.É
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posśıvel exigir que tais operadores reproduzam exata-
mente as relaç̃oes de comutação do grupo de Pauli para
os qubits ĺogicos. Istóe matematicamente expresso por:

Xi, Zi ∈ N(S)/S, (11)

{Xi, Zi} = 0, (12)

∀ i 6= j, [Xi, Xj ] = [Zi, Zj ] = [Xi, Zj ] = 0. (13)

Em (11),N(S) é o normalizador deS, em (12){., .}
denota anticomutador e em (13)[., .] denota comutador2.

A aplicaç̃ao do formalismo estabilizador̀a teoria dos
CCEQs ficaŕa clara com a apresentação do ćodigo de Shor
e do CCQ [(4, 1, 3)].

3. O CÓDIGO DE SHOR

Considere o CBC de repetição de tr̂es bits. A matriz ger-
adora deste ćodigoé escrita como:

G =
[

1 1 1
]

. (14)

Este CBC pode ser usado na construção de um CBQ para
o canal bit flip com a seguinte operação de codificaç̃ao:

|u〉 7→ |u, u, u〉, (15)

na qualu ∈ {0, 1}.
Através da transformada de Hadamard,é posśıvel obter

tamb́em a operaç̃ao de codificaç̃ao do correspondente CBQ
para o canal phase flip:

|u〉 7→ 1√
2
(|0〉 − |1〉)(|0〉 − |1〉)(|0〉 − |1〉), (16)

ou, mais compactamente,

|u〉 7→ 1

2
√

2

(1, 1, 1)
∑

p, q, r=(0, 0, 0)

(−1)(p+q+r)u|p, q, r〉. (17)

Os CBQs gerados pelas operações (15) e (16) s̃ao capazes
de corrigir, respectivamente, um erroX e um erroZ, pois o
CBC associado tem distânciadc = 3. Para determinarmos
os geradores destes CBQs, devemos encontrar uma matriz de
verificaç̃ao de paridade para a matriz geradora (14), como por
exemplo:

H =

[

1 1 0
0 1 1

]

. (18)

As linhas da matriz (18) são usadas para escrever os ger-
adores dos CBQs bit flip e phase flip. No caso do CBQ
bit flip, os 0s e 1s devem ser substituı́dos, respectivamente,
por operadoresIs e Zs, ou seja, temos os geradoresZ1Z2

(primeira linha deH) e Z2Z3 (segunda linha deH). J́a no

2Dados dois operadoresA e B, o comutador entreA e B é definido
como[A, B] = AB − BA. Analogamente, o anticomutador entreA e B

é definido como{A, B} = AB + BA.

caso do CBQ phase flip, os 0s e 1s devem ser substituı́dos, re-
spectivamente, por operadoresIs eXs, ou seja, temos os ger-
adoresX1X2 (primeira linha deH) eX2X3 (segunda linha
deH).

Analogamente, a linha da matriz (14)é usada para escr-
ever os operadores lógicos sobre os qubits de informação dos
CBQs bit flip e phase flip. No caso do CBQ bit flip, os 1s
devem ser substituı́dos por operadoresXs, ou seja, temos o
operador ĺogicoX = X1X2X3. J́a no caso do CBQ phase
flip, os 1s devem ser substituı́dos por operadoresZs, ou seja,
temos o operador lógicoZ = Z1Z2Z3.

A detecç̃ao de posśıveis errosX e Z sobre as palavras-
código geradas pelas operações (15) e (16)́e feita atrav́es da
mediç̃ao dos geradores de cada um dos CBQs.É fácil de ver-
ificar que existe um mapeamento entre as sı́ndromes cĺassicas
s = {0, 1} e os autovaloresα = {+1, −1} obtidos com a
mediç̃ao destes geradores. Este mapeamentoé estabelecido
pela relaç̃ao s = (1 − α)/2 (mod 2). Portanto, podemos
usar esta relação para adaptar o algoritmo de votação ma-
joritária cĺassico ao contexto quântico. Esta t́ecnica permite-
nos identificar sem ambigüidades o vetor “erro de bit” sobre
os qubits da palavra-código gerada pela operação (15) e o ve-
tor “erro de fase” sobre os blocos da palavra-código gerada
pela operaç̃ao (16). Veja a Tabela 1.

Considere agora que o CBC de repetição de taxa 1/3 seja
concatenado ao seu CBC equivalente de taxa 3/9. O CBC
resultante da concatenaçãoé um ćodigo de repetiç̃ao de taxa
1/9 com a seguinte matriz geradora:

GC =
[

1 1 1 1 1 1 1 1 1
]

. (19)

Este CBC tem distânciadc = 9 e, portanto, pode corrigir
at́e quatro erros clássicos. Estes quatro erros clássicos estão
associados aos quatro erros quânticos da base de um erro
quântico arbitŕario (X, Z, Y = XZ, I). Portanto, o corre-
spondente CBQ de taxa 1/9, conhecido como código de Shor,
pode corrigir um erro qûantico arbitŕario sobre um qubit. A
operaç̃ao de codificaç̃ao do ćodigo de Shor pode ser escrita
como:

|u〉 7→ 1

2
√

2

(1, 1, 1)
∑

p, q, r=(0, 0, 0)

(−1)(p+q+r)u

|p, p, p, q, q, q, r, r, r〉, (20)

na qualu = {0, 1}. Ou, mais explicitamente,

|0〉 7→ (|000〉 + |111〉)(|000〉 + |111〉)(|000〉 + |111〉)
2
√

2
,

(21)

|1〉 7→ (|000〉 − |111〉)(|000〉 − |111〉)(|000〉 − |111〉)
2
√

2
.

A ordem da concatenaçãoé importante.́E fácil de verificar
que se tiv́essemos primeiro codificado um qubit com o código
bit flip, e, em seguida, codificado cada um dos três qubits
com o ćodigo phase flip, terı́amos chegado ao final com
um “código universal” do tipo|000 . . . 000〉, |000 . . . 001〉,
|000 . . . 010〉, . . . , |111 . . . 101〉, |111 . . . 110〉, |111 . . . 111〉,
incapaz, portanto, de garantir a correção de qualquer erroZ
ouX.
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As linhas da matriz (18) podem ser usadas para escrever
os geradores do código de Shor. Para isto, considere que a
matriz de verificaç̃ao de paridade do CBC de taxa 3/9, seja
denotada porHX , e que a matriz de verificação de pari-
dade do CBC de taxa 1/3, expandida para o CBC de taxa
1/9 (para isto, basta tomar cada uma das linhas da matriz de
verificaç̃ao de paridade do CBC de taxa 1/3 como sequências
de informaç̃ao para o CBC de taxa 3/9), seja denotada por
HZ . Com as matrizesHX eHZ podemos construir a matriz
de verificaç̃ao de paridadeHC da matriz geradora (19):

HC =

[

HX

HZ

]

, (22)

na qual

HX =

1 1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1 1

, (23)

e

HZ =
1 1 1 1 1 1 0 0 0

0 0 0 1 1 1 1 1 1
. (24)

Usamos as linhas da matrizHX para obter os geradores
Z e as linhas da matrizHZ para obter os geradoresX. Os
0s e 1s da matrizHX devem ser substituı́dos, respectiva-
mente, por operadoresIs e Zs, e os 0s e 1s da matrizHZ

devem ser substituı́dos, respectivamente, por operadoresIs e
Xs. Veja a Tabela 2. Usamos as sı́ndromes obtidas com as
mediç̃oes dos geradoresZ eX no algoritmo de votaç̃ao ma-
joritária para detectar o “vetor erro de bit” sobre os qubits da
palavra-ćodigo (21) e o “vetor erro de fase” sobre os blocos
da palavra-ćodigo (21).

Por exemplo, suponha que obtemos o seguinte conjunto
de autovalores com a medição dos oito geradores da Tabela
2: (+1, −1, +1, +1, +1, +1, −1, +1). O algoritmo
de votaç̃ao majorit́aria nos diz que ocorreu um erroX no
terceiro qubit e um erroZ no primeiro bloco (ou seja, em
um dos tr̂es primeiros qubits). Para corrigirmos ambos os
erros, basta aplicar o operadorX sobre o terceiro qubit e o
operadorZ sobrequalquerum dos tr̂es primeiros qubits.

Os operadores lógicosX e Z atuando sobre os qubits
de informaç̃ao s̃ao obtidos atrav́es da linha da matriz
(19). Para obterX, os 1s da matriz (19) devem ser
substitúıdos por operadoresZs, e para obterZ, os 1s
da matriz (19) devem ser substituı́dos por operadoresXs.
Portanto, temosX = Z1Z2Z3Z4Z5Z6Z7Z8Z9 e Z =
X1X2X3X4X5X6X7X8X9.

Muitos conceitos importantes sobre a teoria de correção de
erros qûanticos est̃ao ilustrados no ćodigo de Shor:

1. Medir as śındromes ñao implica em medir os qubits.
As śındromes podem ser obtidas sem o ganho de qual-
quer informaç̃ao sobre os estados codificados. Os er-
ros unit́arios (X eZ) podem ser invertidos sem o con-
hecimento da informação codificada. Istóe ańalogo ao
método de decodificação cĺassica que projeta o estado
recebido do canal sobre uma classe lateral do arranjo
padr̃ao e inverte o erro mais provável (de peso ḿınimo).

2. A redundância como forma de proteger a
informação. A redund̂ancia é usada para inserir o
espaço das palavras-código em um espaço maior, de
forma a fazer com que os erros corrigı́veis mapeiem
o espaço do ćodigo em subespaços ortogonais (sem
intersecç̃ao). Istoé o ańalogo qûantico das esferas de
Hamming.

3. Os erros s̃ao locais e a informaç̃ao codificadaé não lo-
cal. É importante enfatizar a hipótese central que serve
de base para a construção de um ćodigo qûantico− erros
afetando diferentes qubits são, em boa aproximação, ñao
correlacionados. Assumimos que um evento que causa
um erro em dois qubitśe muito menos prov́avel que um
evento que causa um erro em um qubit.É claro que
uma quest̃ao f́ısicaé saber se esta hipóteseé justificada
ou ñao− podemos facilmente imaginar processos que
causam erros em dois qubits de uma só vez. Se tais er-
ros correlacionados forem comuns, a codificação falha.

4. O código de Shor pode corrigir um erro quântico
arbitr ário ocorrendo em um qubit. O código de
Shor pode corrigir um erro quântico arbitŕario porque os
códigos cĺassicos associados aos códigos bit flip, phase
flip e bit-phase flip t̂em dist̂ancias tr̂es (o que garante a
correç̃ao de um erroX), três (o que garante a correção
de um erroZ) e nove (o que garante a correção de um
erro cujabaseé gerada pelos errosX, Z, XZ e I), re-
spectivamente. O grupo de erros que este código corrige
é composto por dois geradores,〈X,Z〉. Isto é aparente-
mente imposśıvel, já que o espaço de sı́ndromeśe finito
e o ńumero posśıvel de errośe infinito. Poŕem, ocon-
tinuum de erros pode serdiscretizado. Para ver isto,
suponha que um erro quântico arbitŕarioE tenha ocor-
rido em um qubit. ComoE pode ser sempre escrito
comoE = ciI+cxX+cyY +czZ, o estado corrompido
é a superposiç̃aoE|ψ〉 = ci|ψ〉 + cxX|ψ〉 + cyY |ψ〉 +
czZ|ψ〉. As mediç̃oes de śındrome, as quais identificam
os errosI,X, Y eZ, projetamo estado corrompido so-
bre um dos quatro termos, todos eles corrigı́veis. Em
outras palavras,quantizamosos erros. Embora os erros
na informaç̃ao qûantica possam ser pequenos, fazemos
medidas que projetam o estado sobre um estado sem
nenhum erro ou sobre um estado com um erro que per-
tence a um conjunto discreto de erros que sabemos como
corrigir [9].

5. Erros Z atuando em diferentes qubits dentro do
mesmo bloco t̂em efeitos id̂enticos. Não é posśıvel,
nem necesśario, distinguir tais erros. Um código
quântico é não degeneradose todos os erros cor-
rigı́veis podem ser identificados sem ambiguidade; caso
contŕario, é degenerado. O código de Shoŕe, portanto,
um ćodigo degenerado.

Como veremos mais adiante, estes conceitos estão pre-
sentes tamb́em no CCQ [(4, 1, 3)].

4. UM CCQ [(4, 1, 3)]

29



Antonio Carlos Aido de Almeida e Reginaldo Palazzo Jr.
Códigos Concatenados Corretores de Erros Qu ânticos

Considere o codificador convolucional clássico (2, 1, 2)
ótimo com a seguinte matriz geradora:

G(D) =
[

1 +D2 1 +D +D2
]

. (25)

O CCC (2, 1, 2) gerado por este codificador temdfree = 5
e, portanto, pode corrigir até dois erros cĺassicos. Este CCC
(2, 1, 2) pode ser usado na construção de um CCQ [(2, 1, 2)]
para o canal bit flip com a seguinte operação de codificaç̃ao:

+∞
⊗

t=0

|ut〉 7−→
+∞
⊗

t=0

|v(1)
t , v

(2)
t 〉, (26)

na qual

v
(1)
t = ut + ut−2,

v
(2)
t = ut + ut−1 + ut−2, (27)

para todout ∈ {0, 1}. Definimosu−1 = u−2 = 0. Para uma
seqûencia de informaç̃ao finita comN qubits, cada um dos
2N estados da baseé codificado em um estado com2(N +2)
qubits.

Através da transformada de Hadamard,é posśıvel obter
tamb́em a operaç̃ao de codificaç̃ao do CCQ [(2, 1, 2)] para
o canal phase flip, a saber:

+∞
⊗

t=0

|ut〉 7−→
+∞
⊗

t=0

{

1

2
(|0〉+(−1)v

(1)
t |1〉) (|0〉+(−1)v

(2)
t |1〉)

}

,

(28)
ou, mais compactamente,

+∞
⊗

t=0

|ut〉 7−→
+∞
⊗

t=0

{

1

2

(1, 1)
∑

(pt, qt)=(0, 0)

(−1)v
(1)
t

pt+v
(2)
t

qt |pt, qt〉
}

.

(29)
Aqui, para uma sequência de informaç̃ao finita comN

qubits, cada um dos2N estados da baseé codificado em uma
superposiç̃ao com22(N+2) estados, cada um dos quais com
2(N + 2) qubits.

Os CCQs [(2, 1, 2)] gerados pelas operações (26) e (28) s̃ao
capazes de corrigir, respectivamente, até dois errosX e dois
errosZ. Para determinarmos os geradores destes CCQs, de-
vemos encontrar uma matriz de verificação de paridade para
a matriz geradora (25). Por se tratar de um codificador de
taxa1/2, temos:

H(D) =
[

1 +D +D2 1 +D2
]

. (30)

As linhas da matriz (30) na forma semi-infinita são usadas
para escrever os geradores dos CCQs [(2, 1, 2)]. No caso do
CCQ bit flip, os 0s e 1s devem ser substituı́dos, respectiva-
mente, por operadoresIs eZs, e no caso do CCQ phase flip,
os 0s e 1s devem ser substituı́dos, respectivamente, por op-
eradoresIs eXs. Veja a Tabela 3. Para uma sequência de
informaç̃ao finita comN qubits, h́a a necessidade de consid-
erar somente2(N+2)−N = N+4 geradores para descrever
o subespaço dos CCQs [(2, 1, 2)] truncados.

Analogamente, as linhas da matriz (25) na forma semi-
infinita s̃ao usadas para escrever os operadores lógicos sobre
os qubits de informaç̃ao dos CCQs [(2, 1, 2)]. No caso do

CCQ bit flip, os 0s e 1s devem ser substituı́dos, respectiva-
mente, por operadoresIs eXs, e no caso do CCQ phase flip,
os 0s e 1s devem ser substituı́dos, respectivamente, por op-
eradoresIs e Zs. Veja a Tabela 4. Para uma sequência de
informaç̃ao finita comN qubits, h́a a necessidade de consid-
erar somenteN operadores lógicos.

A detecç̃ao de posśıveis errosX e Z sobre as palavras-
código geradas pelas operações (26) e (28)́e feita atrav́es
da mediç̃ao dos geradores de cada um dos CCQs [(2, 1,
2)]. É fácil de verificar que existe um mapeamento entre
as śındromes cĺassicasst = {0, 1} e os autovaloresαt =
{+1, −1} destes geradores. Este mapeamentoé estabelecido
pela relaç̃aost = (1−αt)/2 (mod 2)(parat = 0, 1, 2, . . . ).
Portanto, podemos usar esta relação para adaptar o algoritmo
de decodificaç̃ao de śındromes (ADS) de Reed e Truong [10]
ao contexto qûantico. Esta t́ecnica permite-nos identificar
sem ambig̈uidades o vetor “erro de bit” sobre os qubits da
palavra-ćodigo gerada pela operação (26) e o vetor “erro de
fase” sobre os blocos da palavra-código gerada pela operação
(28).

Para que possamos usar o ADS no processo de detecção
de posśıveis errosX eZ, temos que obter as soluções gerais
da equaç̃ao de śındromess(D) = e(D)HT (D) para o cod-
ificador CCC (2, 1, 2) com matriz geradora (25). De acordo
com [10], estas soluções s̃ao:

e
(1)(D) = Ds(D) + t(D) +D2

t(D),

e
(2)(D) = s(D) +Ds(D) + t(D) +Dt(D) +D2

t(D),

(31)

nas quaist(D) é um polin̂omio arbitŕario do anel de
polinômiosF [D].

Os valores det(D), Dt(D) eD2
t(D) ao longo da treliça

do ADS podem ser obtidos através da Tabela 5. Definimos o
estado inicial da treliça como(Dt(D), D2

t(D)) = (0, 0).
Al ém disso, definimoss(D) = 0 antes do estágio 0. O ADS
ent̃ao seleciona o caminho na treliça com o menor peso de
Hamming [10].

Os dois exemplos a seguir mostram como o ADS pode ser
usado para detectar possı́veis errosX eZ sobre as palavras-
código geradas pelas operações (26) e (28).

Suponha que usemos o CCQ bit flip para codificar dois
qubits de informaç̃ao. Neste caso, são necesśarios apenas seis
geradores da Tabela 3 para descrever o subespaço do CCQ
bit flip truncado. Suponha também que o conjunto de au-
tovalores obtido com a medição destes seis geradores seja o
conjunto(−1, +1, −1, −1, +1, +1). As correspondentes
śındromes cĺassicas s̃ao, portanto,(1, 0, 1, 1, 0, 0). Pode-
se verificar que, para este conjunto de sı́ndromes, o ADS se-
leciona o vetor de errôe = [10 01 00 00] como estimativa.
No contexto qûantico, isto significa que ocorreu um erroX
no primeiro e no quarto qubits. Portanto, para recuperar o
estado inicial, temos que aplicar um operadorX no primeiro
e no quarto qubits.

Suponha agora que usemos o CCQ phase flip para codificar
dois qubits de informaç̃ao. Suponha também que o conjunto
de autovalores obtido com a medição dos seis geradores seja
o conjunto(+1, −1, −1, −1, +1, +1). As correspon-
dentes śındromes cĺassicas s̃ao, portanto,(0, 1, 1, 1, 0, 0).
Pode-se verificar que, para este conjunto de sı́ndromes, o
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ADS seleciona o vetor de errôe = [00 10 00 00] como
estimativa. No contexto quântico, isto significa que ocorreu
um erroZ no terceiro bloco (ou, no terceiro qubit). Portanto,
para recuperar o estado inicial, temos que aplicar o operador
Z no terceiro qubit.

Com o codificador CCC (4, 2, 1) equivalente trivial do cod-
ificador CCC (2, 1, 2)3 é posśıvel construir um CCQ [(4,
2, 1)] capaz de corrigir até dois errosX. A operaç̃ao de
codificaç̃ao deste CCQ́e escrita de forma análogaà operaç̃ao
(26).

A concatenaç̃ao do codificador CCC (2, 1, 2) com o seu
equivalente trivial CCC (4, 2, 1) dá origem a um codificador
CCC (4, 1, 3). Veja a Figura 1. Este codificador tem a
seguinte matriz geradora na forma semi-infinita:

GC =

GC,0 GC,1 GC,2 GC,3

GC,0 GC,1 GC,2 GC,3

. . .
. . .

. . .
. . .

, (32)

na qualGC,0 = [1110], GC,1 = [1000], GC,2 = [1001] e
GC,3 = [1011].

O CCC (4, 1, 3) gerado por este codificador temdfree = 9.
Veja o diagrama de estados na Figura 2. O CCQ [(4, 1, 3)]
associado tem distânciadq = 3, ou seja,́e capaz de corrigir
um erro qûantico geral. A operaç̃ao de codificaç̃ao para este
CCQ pode ser escrita como:

+∞
⊗

t=0

|ut〉 7−→
+∞
⊗

t=0

{

(1,1)
∑

(pt, qt)=(0,0)

1

2
(−1)v

(1)
t

pt+v
(2)
t

qt

|w(1)
t , w

(2)
t , w

(3)
t , w

(4)
t 〉

}

, (33)

na qual

v
(1)
t = ut + ut−2,

v
(2)
t = ut + ut−1 + ut−2, (34)

para todout ∈ {0, 1} e comu−1 = u−2 = 0, e

w
(1)
t = pt + pt−1,

w
(2)
t = pt + pt−1 + qt−1,

w
(3)
t = qt + qt−1,

w
(4)
t = qt + qt−1 + pt, (35)

comp−1 = q−1 = 0.
Para um melhor entendimento da dinâmica de geraç̃ao

deste CCQ, considere o exemplo de uma sequência de
informaç̃ao com dois qubits. Cada um dos quatro estados
da basée codificado em uma superposição de22 estados de
comprimento 4 no estágio 0, uma superposição de24 estados
de comprimento 8 no estágio 1, uma superposição de26 esta-
dos de comprimento 12 no estágio 2, uma superposição de28

estados de comprimento 16 no estágio 3 e uma superposição
de 28 estados de comprimento 20 no estágio 4. Neste
est́agio, temos uma palavra-código v́alida para dois qubits

3O codificador CCC (4, 2, 1) equivalente trivial do codificadorCCC (2, 1,
2) é o codificador CCC (4, 2, 1) com amesmamatriz geradora do codificador
CCC (2, 1, 2).

de informaç̃ao. Repare que o comprimento deste código
cresce durante uma unidade de tempo além do ńumero de
estados. Isto ocorre porque o código bit flip é o segundo da
cadeia de concatenação e possui meḿoria unit́aria. General-
izando, cada um dos2N estados da base de uma sequência de
informaç̃ao comN qubitsé codificado em uma superposição
de 22(N+2) estados, cada um dos quais com2(2(N + 2) +
2) = 4N + 12 qubits.

As linhas da matriz (30) na forma semi-infinita podem ser
usadas para escrever os geradores do CCQ [(4, 1, 3)]. Para
isto, considere que a matriz de verificação de paridade do
codificador CCC (4, 2, 1) seja denotada porHX , e que a
matriz de verificaç̃ao de paridade do codificador CCC (2, 1,
2), expandida para o codificador CCC (4, 1, 3) (para isto,
basta tomar cada uma das linhas da matriz de verificação de
paridade do codificador CCC (2, 1, 2) como sequências de
informaç̃ao para o codificador CCC (4, 2, 1)), seja denotada
porHZ . Com as matrizesHX eHZ podemos construir a ma-
triz de verificaç̃ao de paridadeHC da matriz geradora (32):

HC =
HX

HZ

=

HX,0

HX,1 HX,0

HX,1 HX,0

HX,1 HX,0

HX,1 HX,0

. . .
. . .

HZ,−0 HZ,0

HZ,−1 HZ,1 HZ,0

HZ,−2 HZ,2 HZ,1 HZ,0

HZ,−2 HZ,2 HZ,1 HZ,0

. . .
. . .

. . .
. . .

,

(36)

na qual

HX,0 =

[

1100
1011

]

, HX,1 =

[

1110
0011

]

,

HZ,0 =
[

1011
]

, HZ,−0 =
[

1110
]

,

HZ,1 =
[

0010
]

, HZ,−1 =
[

1101
]

,

HZ,2 =
[

0110
]

, HZ,−2 =
[

1110
]

. (37)

Usamos as linhas da matrizHX para obter os geradoresZ
e as linhas da matrizHZ para obter os geradoresX. Os 0s
e 1s da matrizHX devem ser substituı́dos, respectivamente,
por operadoresIs eZs, e os 0s e 1s da matrizHZ devem ser
substitúıdos, respectivamente, por operadoresIs eXs. Veja
a Tabela 6. Para uma sequência de informaç̃ao finita com
N qubits, precisamos considerar somente a medida de(4 −
2)((N+3)+1) = 2N+8 geradoresZ e de(2−1)((N+2)+
2) = N+4 geradoresX para descrever o subespaço do CCQ
[(4, 1, 3)] truncado. Usamos as sı́ndromes obtidas com a
mediç̃ao dos geradoresZ eX nas soluç̃oes (31) para detectar,
atrav́es de duas treliças do ADS, o “vetor erro de bit” sobre os
qubits da palavra-ćodigo (33) e o “vetor erro de fase” sobre os
blocos do CCQ phase flip [(2, 1, 2)] associado. Identificado
o “vetor erro de fase” sobre os blocos do CCQ phase flip [(2,
1, 2)] associado, pode-se então determinar para qual qubit da
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palavra-ćodigo (33) o(s) erro(s) de fase se propagou (ou se
propagaram)4

O exemplo a seguir mostra como o ADS pode ser usado
para detectar possı́veis errosX e Z sobre um mesmo qubit
(ou seja, um erroY sobre um qubit) do CCQ [(4, 1, 3)].

Suponha que usemos o CCQ [(4, 1, 3)] para codificar
dois qubits de informaç̃ao. Neste caso, são necesśarios
apenas dez geradoresZ e seis geradoresX da Tabela
6 para descrever o subespaço do CCQ [(4, 1, 3)] trun-
cado. Suponha também que o conjunto de autovalores
obtido com a mediç̃ao dos doze geradoresZ seja o conjunto
(+1, −1, −1, −1, +1, +1, +1,
+ 1, +1, +1, +1, +1) e que o conjunto de au-
tovalores obtido com a medição dos seis geradoresX
seja o conjunto(−1, +1, −1, +1, +1, +1).
As correspondentes sı́ndromes cĺassicas s̃ao, portanto,
(0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) e
(1, 0, 1, 0, 0, 0). Pode-se verificar que, para estes con-
juntos de śındromes, o ADS seleciona os vetores de erro
ê = [00 10 00 00 00 00 00 00 00 00] e ê = [01 00 00 00]
como estimativas. No contexto quântico, isto significa que
ocorreu um erroX no terceiro qubit do CCQ [(4, 1, 3)] e um
erroZ no segundo bloco do CCQ phase flip [(2, 1, 2)] as-
sociado. Pode-se verificar que um erroZ no segundo bloco
do CCQ phase flip [(2, 1, 2)] associado propaga-se para um
erroZ no terceiro qubit do CCQ [(4, 1, 3)]. Portanto, para
recuperar o estado inicial, temos que aplicar um operadorX
e um operadorZ no terceiro qubits.

Se somos capazes de detectar e corrigir um erroX, Z e
Y sobre qualquer qubit do CCQ [(4, 1, 3)], podemos afirmar
que somos capazes também de corrigir um erro qûantico ar-
bitrário sobre qualquer qubit do CCQ [(4, 1, 3)].

Os operadores lógicosX e Z atuando sobre os qubits de
informaç̃ao s̃ao obtidos atrav́es das linhas da matriz (32).
Para obterX, os 0s e 1s da matriz (32) devem ser sub-
stitúıdos, respectivamente, por operadoresIs e Zs, e para
obterZ, os 0s e 1s da matriz (32) devem ser substituı́dos,
respectivamente, por operadoresIs eXs. Veja a Tabela 7.
Para uma sequência de informaç̃ao finita comN qubits, h́a a
necessidade de considerar somenteN operadores lógicos.

5. PERSPECTIVAS DE PESQUISA

Após a descoberta do código de Shor em 1995, muitos out-
ros CBQs foram estudados. O surgimento de CBQs cada
vez mais eficientes que o código de Shor, como o código
de Steane de taxa 1/7 [11, 12] e o código perfeito5 de taxa
1/5 [13] fez com que o estudo de uma subclasse de CBQs
concatenados ficasse em segundo plano. Além disso, foi es-
tudada a conex̃ao entre a teoria de CBQs e a geometria or-
togonal [14] e desenvolvida uma teoria de CBQs sobre o
GF (4) [15]. Atualmente, o estudo concentra-se na busca de
CBQs eficientes para sistemas quânticos cujos estados estão
emaranhados.

4O processo de identificação de errosZ aquié mais complexo porque um
CCQ ñao pode ser decomposto em um produto tensorial de blocos de qubits.

5Diz-se queé perfeito porque satura o limitante quântico de Hamming
[7]

Antes do CCQ [(4, 1, 3)], Chau [16, 17] e Ollivier e Tillich
[18, 19] já haviam proposto a construção de CCQs, sem
contudo apresentar um método sisteḿatico de codificaç̃ao e
decodificaç̃ao. O CCQ [(4, 1, 3)] foi o primeiro CCQ a uti-
lizar um processo sisteḿatico de construç̃ao, capaz de ser es-
tendido para outras taxas e memórias [21]. Aṕos a publicaç̃ao
deste CCQ em 2004, Forney [20] apresentou alguns CCQs de
taxa 1/3 capazes de corrigir um erro quântico arbitŕario. Estes
CCQs foram baseados em CCCs auto-ortogonais escolhidos
do GF (4) e em construç̃oes do tipo CSS (de Calderbank,
Shor e Steane) conhecidas da classe dos CBQs.

O estudo de uma subclasse de CCQs concatenadosé par-
ticularmente interessante pela simplicidade de codificação
e decodificaç̃ao, sobretudo se o objetivo for a construção
de CCQs capazes de corrigir mais de um erro quântico ar-
bitrário. Em particular, o problema da complexidade de
decodificaç̃ao para CCQs estabilizadores de subclasses mais
gerais capazes de corrigir mais de um erro quântico ar-
bitrário ñao parece, em princı́pio, ser um problema fácil.
Al ém da simplicidade, o estudo de CCQs concatenados
tamb́em é interessante porque deixa explı́cita a import̂ancia
que a meḿoria desempenha no processo de codificação e
decodificaç̃ao, conceito este ainda não abordado com su-
ficiente clareza em todas as construções j́a propostas para
CCQs. O estudo do papel da memória na construç̃ao de
CCQs concatenados também pode servir de base para um
melhor entendimento do papel da memória em subclasses
mais gerais de CCQs estabilizadores, como a subclasse CSS
proposta por Forney.

6. LISTA DE ACR ÔNIMOS

• CCEQs: ćodigos corretores de erros quânticos

• CBQs: ćodigos de bloco qûanticos

• CCQs: ćodigos convolucionais quânticos

• CCECs: ćodigos corretores de erros clássicos

• CBCs: ćodigos de bloco clássicos

• CCCs: ćodigos convolucionais clássicos

• EPR: Einstein-Podolsky-Rosen

• ADS: algoritmo de decodificação de śındromes

• CSS: Calderbank-Shor-Steane
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Autovalores de(Z1Z2, Z2Z3) Erro Detectado Correç̃ao
(+1, +1) nenhum nenhuma
(−1, +1) 1oqubit X1

(+1,−1) 3oqubit X3

(−1,−1) 2oqubit X2

Tabela 1. Relaç̃ao entre os autovalores obtidos das medições
dos geradores do CBQ bit flip e as correspondentes sı́ndromes
clássicas. Para o CBQ phase flip, basta substituir o operador
Z pelo operadorX e vice-versa.

MX,1 Z Z I I I I I I I

MX,2 I Z Z I I I I I I

MX,3 I I I Z Z I I I I

MX,4 I I I I Z Z I I I

MX,5 I I I I I I Z Z I

MX,6 I I I I I I I Z Z

MZ,1 X X X X X X I I I

MZ,2 I I I X X X X X X

Tabela 2. Os geradores do código de Shor.

M0 Z Z I I I I I I I I

M1 Z I Z Z I I I I I I

M2 Z Z Z I Z Z I I I I

M3 I I Z Z Z I Z Z I I

...
. . .

. . .
. . .

M∞ I I I I I I I I Z Z.

Tabela 3. Geradores do CCQ [(2, 1, 2)] para o canal bit flip.
Para obtermos os geradores do CCQ [(2, 1, 2)] para o canal
phase flip, basta substituir o operadorZ pelo operadorX.

X1 X X I X X X I I I I

X2 I I X X I X X X I I

...
. . .

. . .
. . .

X∞ I I I I X X I X X X.

Tabela 4. Operadores lógicos do CCQ [(2, 1, 2)] para o canal
bit flip. Para obtermos os operadores lógicos do CCQ [(2, 1,
2)] para o canal phase flip, basta substituir o operadorX pelo
operadorZ.

Dt(D), D2
t(D) t(D)=0 t(D)=1

a = 00 a = 00 c = 10
b = 01 a = 00 c = 10
c = 10 b = 01 d = 11
d = 11 b = 01 d = 11

Tabela 5. Tabela de estados do registro de deslocamento para
t(D).

u

v
2
(1)

v
2
(2)

v2
(3)

v
2
(4)

v1
(1)

v
1
(2)

Figura 1. Concatenaç̃ao dos codificadores CCC (2, 1, 2) e
CCC (4, 2, 1).
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Códigos Concatenados Corretores de Erros Qu ânticos

0000

0011

0111

1001 1101

1110

1010

0100

0000

0010

0110

0100

1111

0111

0011

1011

1110

0101

1000

1001 1100 1010

1101

0001

input 0 1

Figura 2. Diagrama de estados para o codificador CCC (4,
1, 3).

MX,0 Z Z I I I I I I I I I I I I I I

MX,1 Z I Z Z I I I I I I I I I I I I

MX,2 Z Z Z I Z Z I I I I I I I I I I

MX,3 I I Z Z Z I Z Z I I I I I I I I

MX,4 I I I I Z Z Z I Z Z I I I I I I

MX,5 I I I I I I Z Z Z I Z Z I I I I

MX,6 I I I I I I I I Z Z Z I Z Z I I

MX,7 I I I I I I I I I I Z Z Z I Z Z

...
. . .

. . .
MX,∞ I I I I I I I I I I I I I I Z Z.
MZ,0 X X X I X I X X I I I I I I I I

MZ,1 X X I X I I X I X I X X I I I I

MZ,2 X X X I I X X I I I X I X I X X

MZ,3 I I I I X X X I I X X I I I X I

...
. . .

. . .
MZ,∞ I I I I I I I I X X X I X I X X.

Tabela 6. Geradores do CCQ [(4, 1, 3)] descrito pela
operaç̃ao de codificaç̃ao (33).

X1 Z Z Z I Z I I I Z I I Z Z I Z Z

X2 I I I I Z Z Z I Z I I I Z I I Z

...
. . .

. . .
X∞ Z Z Z I Z I I I Z I I Z Z I Z Z.
Z1 X X X I X I I I X I I X X I X X

Z2 I I I I X X X I X I I I X I I X

...
. . .

. . .
Z∞ X X X I X I I I X I I X X I X X.

Tabela 7. Operadores lógicos do CCQ [(4, 1, 3)] descrito
pela operaç̃ao de codificaç̃ao (33).
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