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Resumo - Neste artigo, fazemos uma re&s dos édigos de um ©digo phase flip com umbdigo bit flip, ambos gera-
corretores de erros guticos (CCEQs) constidos a partir dos a partir de@digos corretores de errosaskicos (CCECSs)
da concatendp de um dédigophase flipcom um édigobit conhecidos.

flip. Em particular, dois exemplo&a revistos em detalhes: Neste artigo, faremos uma re&s dos dois primeiros
o0 codigo de bloco gantico (CBQ) de taxa 1/9 proposto polCCEQs estabilizadores concatenados a serem estudados: o
Shor, e o0 6digo convolucional gantico (CCQ) de taxa 1/4 CBQ de Shor de taxa 1/9, [2], gerado a partir ddligo de
proposto por Almeida e Palazzo. O objetivo deste arfigobloco chssico (CBC) de repefp de taxa 1/3; e o CCQ de
introduzir o estudo de CCE@scomunidade de engenheirosaxa 1/4 e t&s mendrias, recentemente proposto em [3], ger-
de telecomunicdies. ado a partir de umadigo convolucional éssico (CCC) de
taxa 1/2 e duas mebnias. Ambos &o capazes de corrigir
um erro q@ntico arbitario sobre qualquer qubit da palavra-
codigo.

O objetivo desta revi & introduzir, atrags de uma
Abstract - In this article, we make a review of quantunfinguagem mais acesel, o estudo de CCEQa comu-
error-correcting codes (QECCs) constructed from the copidade de engenheiros de telecomuniesce despertar, den-
catenation of a phase flip code with a bit flip code. In pafto desta comunidade, o interesse por sublclasses mais gera
ticular, two examples are reviewed in details: the rate-1¢¢ CCEQs.
quantum block code (QBC) proposed by Shor, and the rateEste artigo est organizado da seguinte forma: nazec
1/4 quantum convolutional code (QCC) proposed by Aimeida revisamos alguns conceitos fundamentais da infcéimag
and Palazzo. The purpose of this article is to introduce tAgantica, da codificép quantica e do formalismo estabi-

study of QECCs to the community of telecommunication efizador; nas seies 3 e 4, constimos o @digo de Shor e
gineers. 0 CCQ [(4, 1, 3)]; finalmente, na s&g 5, apontamos futuras

) _linhas de pesquisa dentro da subclasse dos CCEQs estabi-
Keywords: Quantum Error-Correcting Codes, Stabilizefizadores concatenados e descrevemos subclasses miss gera
Codes, Concatenated Codes, Block Codes, Convolutiogal CCEQs. Para um melhor acompanhamento da nomen-
Codes. clatura utilizada ao longo deste texto, apresentamos witaa li
de acbnimos na seip 6.

Palavras-chave: Codigos Corretores de Erros @uticos,
Codigos Estabilizadores,ddigos Concatenadosp@igos de
Bloco, Gbdigos Convolucionais.

1. INTRODUGAO 2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Cobdigos corretores de errosanticos (CCEQs)&m sido
de;envolwdos para pro}eger a .|nforraa(; guantica Mdos 21 INFORMACAO QUANTICA
efeitos de erros de descéacia (veja [1] para uma rewés).

O surgimento de CCEQs cada vez mais eficientes tem ele-

vado a confiabilidade de armazenamento e trandmis® A unidade fundamental da infornéag chssicaé o bit,
informago quaintica e permitido a realizag de computdies uma varavel aleabria que pode assumir dois valores: 0 ou
guanticas com umimmero cada vez maior de qubits. 1. A unidade de informdp quantica correspondenteo bit

Em analogia com a teoriaadsica, duas grandes classaqantico ou qubit. O qubié um vetor em um espago veto-
de CCEQs &m sido desenvolvidas: a classe ddsligos rial complexo bidimensional com produto interno, ou seja,
de bloco génticos (CBQs) e a classe doédijos con- um vetor no espaco de Hilbert. De acordo com a ridg-
volucionais ganticos (CCQs). Dentro de cada uma destasduzida por Dirac, podemos denotar os elementos de uma
classes, os primeiros, e taérh os mais simples, CCEQs &ase ortonormal deste espaco [iore |1)1. Estes vetoress®
serem estudados foram os CCEQs estabilizadores concategigresentados por:

dos. Estes CCEQss constridos a partir da concatersag 1 0

— , |0>:[0} e|1>:[1]. 1)
Este trabalho foi financiado pela FAPESPU(heros dos Proces-
sos: 02/07473-7 e 04/10979-5). Os autores Antonio Carlos Aido deggtgy hasé& chamada base computacional. Desta forma, o

Almeida e Reginaldo Palazzo Jr. (E-mails: aido@dt.fee.unicamp.ggtad0 de um qubit arbitrio normalizado pode ser escrito
palazzo@dt.fee.unicamp.b@spesquisadores do Departamento de

Telematica da Faculdade de Engenhariatiita e de Computao 1Para o leitor o familiarizado com os postulados e com a rétagda
da Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP). mednica g@ntica, sugerimos a consulta das réfesias [4, 5, 7].
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como: Para a teoria dos CCEQs, aenteressante estudarmos o
[v) = al0) 4 b[1), (2) comportamento da &g das matrizes de Pauli (ou operadores
de Pauli) sobre um qubit. Na baé§@), |1)}, estas matrizes
no qual|al? + |b|? = 1, coma, b € C (0 corpo dos Gmeros s3g escritas como:
complexos). A base conjugaéalefinida com¢+t) = (|0) +
e %EX:[O 1}, azzzz[l 0]
Muitos sistemasi$icos diferentes podem ser usados para 10 0 -1
representar um qubit, como por exemplo os dois estados (fun- 0 —i
damental e excitado) de uméslon orbitando un&tomo; as e oy =1Y =iXZ = { i 0 } : ®)
duas diferentes polarizégs de umdton; e o alinhamento de
um spin nuclear em relag a um campo magtico uniforme.  Além das matrizes de Pauli e da matriz identidadem
O estado gantico der. qubits pode ser expresso como ureutro operador importante para o sistema de um gubiop-
vetor em um espac®’-dimensional (ou seja, o produto tenerador de Hadamard, que promove a mudanga da base com-
sorial den espagos bidimensionais). Podemos escolher cop@acional para a base conjugada. Ou seja, o operador de
uma base ortonormal para este espago os estados nos @@dmmarde uma rotago derw radianos em torno do eixo
cada qubit tem um valor definid¢)) ou |1). Desta forma, (z + z)/v/2. Na base{|0), |1)}, este operadoé escrito
um vetor arbitario normalizado pode ser escrito nesta bagemo:

como: 171 1
PR ®
9) = aula), @) .
=0 Para um sistema comqubits,o? denota o produto tenso-

rial da matrizo; atuando sobre o qubjtcom as matrizeg
atuando sobre todos os outros qubits. O grupo de Pauli sobre
n qubits, denotado pdJ,,, & gerado por?, parai = z, y, z

ej =1, ..., n. Poderemos tan@m nos referir ao grupo de
Pauli como sendo o menor subgrupo real geradop@o. .

A medicao realizada em um qubit corresporeedi@o
e%’ autovalor des,. Os correspondentes operadores de
Wmegao f0(I +0,)/2. Parauma paitula de spin-1/2, esta
medi@o é realizada atras da medigo do spin da paitula
ao longo do eixa. TamkEm poderamos fazer uma medig

1 ao longo do eixa: ouy, o que corresponde medi@o do au-

ﬁ(|00> +[11)) (4)  tovalor deo, ouo,. Neste caso, os operadores de pragec
sao(I +o,)/2e(I +0,)/2, respectivamente.

nao pode ser decomposto na forma expressa em (3). Diz-s&ma propriedade importante dos estadoartdicos tem
enfio que tal estado encontraesgrelacadau emaranhado profundas implicages para a corr@p de erros ganticos: o
Como veremos mais adiante, os estados emaranhados deseprema da &o clonagem, que afirma géemposével fazer
penham uma furéo crucial na corrép de erros danticos. uma ®pia perfeita de um estado @utico arbitario descon-
Em particular, o estado (4) conhecido como estado de Belhecido, [6].
ou par EPR (de Einstein-Podolsky-Rosen).

O r_esultado de uma medig do estado (2& ndo deter- 292 CODIFICA(;AO QUANTICA
ministico — a probabilidade de obtermos o resultddp é
|a|? e a probabilidade de obtermgs & |b|?>. A normaliza@o
assegura que a probabilidade de obter algum resultado sef@ processamento de inforn&x guaintica & fregiente-
exatamente 1. Esta medig implementa um de dois opermente descrito como umere de operdies uniérias e
adores de projép, as proje@es sobre a bagé0), |1)}. Esta de medi@es em algum sistemasfco. Imperfeies nes-
naoé alnica medig@o que podemos fazer sobre um qubit. Nims opera@es e interages com 0 meio ambiente circundante
verdade, podemos projetar sobre qualquer base do espagfédscoegncia) §0 inevifiveis em qualquer processamento de
Hilbert de um qubit. informago quantica.

Se tivermos maltiplos qubits, podemos medir uniimero Portanto, para que um computadoragtico funcione na
de diferentes qubits independentemente, ou podemos meditica, temos um grande obstilo a superar: proteger a
alguma propriedade comum dos qubits, o que correspomd®rmag@o guantica de erros. Sem esta pr@egum com-

a fazer a projeo sobre alguma base emaranhada do smitador géntico certamente arfalhar. Qualquer estiggia
tema. Se medirmos todos asqubits do estado (3) atrés efetiva para impedir que erros ocorram em um computa-
da proje@o de cada um deles sobre a bf$é, |1)}, a prob- dor quantico deve proteger contra pequenos errosatng
abilidade de obter o resultado) & |a,|?>. Em particular, 0 em um circuito géantico, bem como contra erros de de-
par EPR, (4), tem uma propriedade importante: a ngedife scoeéncia.

um qubit sempre fornece o mesmo resultado da rAedip Contra os erros de descéacia foi desenvolvida a teo-
outro qubit. Istoé, os resultados das medidasiestorrela- ria dos CCEQs. Quanto aos erros operacionaisSnsecos
cionados as portas dgicas, foi desenvolvida a teoria antica de
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no qual associamos a cada é&acia de Os e 1s, olmero
gue ela representa na ndacdecimal, um valor entre e
27=1. Note que o conjunto de vetorés), com x inteiro e
0 < x < 2™ — 1, forma uma base cénica para 0 espaco
de Hilbert. Os coeficientas, sao mimeros complexos satis-
fazendo arel@p ", |a,|* = 1.

Com miltiplos qubits, existem estados puros que pod
nao ser escritos como o produto tensorial de estados de
qubit. Por exemplo, o estado de dois qubits
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tolerdncia a falhas, quedim sea abordada aqui (ver, por ex- e O canal phase flip Suponha que desejamos enviar

emplo, a sego 10.6 de [7]). qubits atra@s de um canal que preserva um qubit com
Para proteger os estadosagticos dos efeitos do b, probabilidadel — p e troca a fase relativa dos estados
alguns desafios devem ser superados, a saber: |0) e |1) do qubit com probabilidadge. Mais precisa-

mente, o operador phase flipé aplicado ao qubit com
probabilidade e, portanto, quando o estad®) + b|1)

|0) — [1), |1) — |0), (7) é transmitido, teremos saida deste canal o estado
al0) — b|1). Este canaé chamado de canal phase flip.
Assim, para proteger os qubits dos efeitos ddaueste

1. Erros de fase Além dos erros bit flip:

podem existir erros phase flip:

0) — 0), [1) — —|1). (8) canal,é necesario construir um édigo corretor de er-
ros phase flip. Mo existe equivalente &$sico para o
Um erro phase fligg grave, porque faz o estad®) + canal phase flip, pois canaisaskicos o €m nenhuma
|1))/v/2 transformar-se no estado ortogon@) — propriedade equivalente fase. No entanto, existe um
|1))/v/2. A codificago chssica o oferece protép meio facil de tratar o canal phase flip como um canal
contra erros desta natureza. bit flip. Suponha que ao i®s de trabalharmos com a

base computaciondl0), |1)}, trabalhemos com a base
conjugadd|+), |—)} para o qubit. Com respeito a esta
base, 0 operaddf leva o estadd+) para o estadp-) e
vice-versa, ist@, este operador atua como se fosse um
operador bit flip com respeito aosholos+ e —.

2. Erros pequenos Como observado anteriormente, a
informa@o gunticaé contnua. Se pretendemos que
um qubit esteja no estadg0) + b|1), um erro pode mu-
dara e b por uma quantidade da ordem dee estes pe-
guenos erros podem se acumular ao longo do tempo. Os

esquemas abksicos &o projetados para corrigir apenas
erros (bit flip) grandes. 2.3 O FORMALISMO ESTABILIZADOR

3. Medicdo causa destrui@o do estado original Na
corrego de erros @ssicos observamos ddado canal A idéia kasica do formalismo estabilizadérque muitos
e decidimos qual procedimento de decodifiadeve- estados ganticos podem ser descritos mais facilmente pelos
mos adotar. As obsen@es da menica qéntica em operadores que os estabilizam do que pelopnos estados
geral destroem o estadoantico sob observég e tor- quanticos. Por exemplo, o par EPR, (8)estabilizado pelos
nam imposkrel a recuperaio do estado original. operadoresX; X, (ou seja, o operadaK aplicado sobre o

. L ) primeiro e o segundo qubits)& 7, (ou seja, 0 operaddf
4. Nao-Clonagem Com a codificago chssica protege- aplicado sobre o primeiro e 0 segundo qubits).

mos a informa@o fagendqcpias extras dela. Mas sabe- Muitos cddigos giénticos, incluindo os deste artigo, po-
mos que a inform&p quantica @o pode ser copiadagem ser descritos de forma muito mais compacta usando es-

com perfeita fidelidade. tabilizadores do que a desdig por vetores de estado. |€to
Felizmente, como veremos mais adiante, nenhum deg®@s$vel devido ao uso inteligente da teoria de grupos asav
problemase capaz de impedir a consti;;de CCEQs. do formalismo estabilizador. Dois grupos de operado@es s

Um CCEQ pode ser visto como um mapeamentokdeusados para descrever o subespacoodego quantico [8]:
qubits (um espaco de Hilbert cafi dimen$es) erm qubits
(um espaco de Hilbert co™ dimen$es), onden > k.
Osk qubits €10 os qubitsdgicos (ou qubits de informag)
que desejamos proteger de erros. rOgubits f0 0s qubits
fisicos resultantes da codifiéx Osn — k qubits adicionais

1. O Grupo Estabilizador:

e O grupo estabilizadof & um subgrupo abeliano
do grupo multiplicativo de Pauty,. A menos de
fatores multiplicativost1 e +i, G,, & escrito como

permitem-nos armazenar ésqubits bgicos de uma forma _ @n
X ) y . . G, ={I, X, Y, Z}®".
redundante tal que as qubits fisicos rfio sejam facilmente
alterados. e O subespaco doddigoC & o maior subespaco de
O processo de constréig de CCEQs concatenados exige a H®™ estabilizado pos:

definicdo de dois canais mticos, a saber;
o . . . [¥) € C <= SY) = [¢¥). )
e O canal bit flip. Suponha que desejamos enviar qubits

atraves de um canal que troca os estados-base de um
qubit de|0) para|l) e vice-versa com probabilidage
e preserva o qubit de erros com probabiliddde p.

e Equivalentemente, se d4;’s saon — k geradores
independentes dg, enfio:

Ou seja, com probabilidadeo estaddy)) é levado ao W) € C ==Y i, M) = ). (10)
estadoX |¢)), sendoX o operador bit flip. Assim, se

1) = al0)+b|1), temosX|¢) = a|1)+b|0). Este canal Estas equdies, chamadas dénsiromes, definem
€ chamado de canal bit flip & equivalente aos canais o subespaco doodigo.

binarios chssicos sem mebnia e com erros ocorrendo

aleatoriamente. Portanto, para proteger os qubits do8. O Grupo de Pauli Logico: Os operadoresobpicos
efeitos do rido deste canak necesario construir um deixam o subespaco dodigoC globalmente invariante,
cobdigo corretor de erros bit flip. mas possuem umaze rio trivial sobre este espach.
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pos$vel exigir que tais operadores reproduzam exateaso do CBQ phase flip, 0os Os e 1s devem ser sulaktipre-
mente as reldies de comut&p do grupo de Pauli paraspectivamente, por operadotiese X s, ou seja, temos os ger-
0s qubits bgicos. Istce matematicamente expresso poadoresX; X, (primeira linha deH) e X, X3 (segunda linha

L deH).

Xi, Z; € N(9)/S, (11)  Analogamente, a linha da matriz (14)usada para escr-
o ever os operadore8gicos sobre os qubits de infornacdos
{Xi, Zi} =0, (12) cBQs bit flip e phase flip. No caso do CBQ bit flip, os 1s

devem ser substitdos por operadoreX s, ou seja, temos 0
Vi#j, [Xi X;) =2, Z;) = [Xs, Z;] = 0. (13) operadord)gicoX = X;X,X35. Jano caso do CBQ phase
flip, os 1s devem ser subsfitios por operadoress, ou seja,
Em (11), N(S) € o normalizador de§, em (12){.,.} temos o operadoblicoZ = Z,2,Zs.
denota anticomutador e em (13)] denota comutadér A detec@o de posiseis errosX e Z sobre as palavras-
codigo geradas pelas opetas (15) e (16§ feita atraes da
A aplicagﬁo do formalismo estabilizadoa teoria dos medi@o dos geradores de cada um dos C%C" de ver-
CCEQs ficad clara com a apresentag;do ©digo de Shor jficar que existe um mapeamento entreiagiomes @Assicas

edo CCQ[(4, 1, 3)]. s = {0, 1} e os autovalores = {+1, —1} obtidos com a
medigo destes geradores. Este mapeamergstabelecido
3. 0O CODIGO DE SHOR pela relagos = (1 — a)/2 (mod 2). Portanto, podemos

usar esta rel&p para adaptar o algoritmo de vdacma-
joritaria chssico ao contexto @mtico. Estaécnica permite-

Considere o CBC de repetig de t&s bits. A matriz ger- N0S identificar sem ambiigdades o vetor “erro de bit” sobre

adora desteaxigoé escrita como: os qubits da palavraédigo gerada pela opefag (15) e o ve-
tor “erro de fase” sobre os blocos da palavaaligo gerada
G = [ 1 1 1 ] . (14) pela operago (16). Veja a Tabela 1.

Considere agora que o CBC de repatige taxa 1/3 seja
Este CBC pode ser usado na constiude um CBQ para concatenado ao seu CBC equivalente de taxa 3/9. O CBC
o canal bit flip com a seguinte opegexde codificago: resultante da concaterdamé um @&digo de repetigo de taxa
1/9 com a seguinte matriz geradora:
) = [u, u, u), (15)

Ge=[1 1111111 1]. (19)

na quak € {0,1}. o o
Através da transformada de Hadamagédposével obter ~ ESte CBC tem disinciad. = 9 e, portanto, pode corrigir

tamkem a operago de codificaio do correspondente CBQaté quatro erros élssicos. Estgs quatro erroassicos edb
para o canal phase flip: associados aos quatro errosagticos da base de um erro

guantico arbitario (X, Z,Y = XZ, I). Portanto, o corre-

1 spondente CBQ de taxa 1/9, conhecido coddigo de Shor,

[u) = ﬁ(m = 1)(0) = 1oy — 1)), (16) pode corrigir um erro gantico arbitario sobre um qubit. A
opera@o de codificago do @digo de Shor pode ser escrita

ou, mais compactamente, como:
1 (1,1,1) 1 (1,1, 1)
lu) EW5) Z (=1)Pratup g ). (17) [u) — G Z (—1)lptatru
2v2 p, g, 7=(0, 0, 0) p, ¢, 7=(0, 0, 0)

P, P, D4 4 g T, T T), 20
Os CBQs gerados pelas opdias (15) e (16) & capazes | ) (20)

de corrigir, respectivamente, um etkbe um erroZ, pois 0 na quak: = {0, 1}. Ou, mais explicitamente,
CBC associado tem disciad. = 3. Para determinarmos

os geradores destes CBQs, devemos encontrar uma matrimje_) (1000) + [111))(]000) + [111))(|000) + |111))

verificagio de paridade para a matriz geradora (14), como por 22 7
exemplo: (22)

1 10 (]000) — |111))(|000) — [111))(|000) — [111))

H_[O 1 1}. 18) 1)~ Ve .

As linhas da matriz (18)a® usadas para escrever 0s ger- a ordem da concaten&oé importanteE facil de verificar
adores dos CBQs bit flip e phase flip. No caso do CBQe se tigssemos primeiro codificado um qubit combaligo
bit flip, os Os e 1s devem ser subsiitos, respectivamente, ;¢ flip, e, em seguida, codificado cada um ddsstgubits
por operadoregs e Zs, ou seja, temos os gerador€sZ:  com o @digo phase flip, téamos chegado ao final com
(primeira linha deH) e Z»Z; (segunda linha déf). Jano “codigo universal” do tipd000...000), |000...001),

2Dados dois operadored e B, o comutador entred e B é definido !000 - 010), ..., [111.... 101>.’ 111 o 110), [111...111),
como[A, B] = AB — BA. Analogamente, o anticomutador enttee 3 INCapaz, portanto, de garantir a coaegle qualquer errg
é definido comd A, B} = AB + BA. ouX.
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As linhas da matriz (18) podem ser usadas para escreve:. A
os geradores doodigo de Shor. Para isto, considere que a
matriz de verificago de paridade do CBC de taxa 3/9, seja

denotada poHx, e que a matriz de verificap de pari-

dade do CBC de taxa 1/3, expandida para o CBC de taxa
1/9 (para isto, basta tomar cada uma das linhas da matriz de

verificagao de paridade do CBC de taxa 1/3 como &eqgias

de informa@o para o CBC de taxa 3/9), seja denotada por, . ) , - . L.
@op ). sej P 3. Os erros 10 locais e a informa@o codificadaé ndo lo-

Hz. Com as matrizeH x e Hz podemos construir a matriz
de verificag@o de paridad&l- da matriz geradora (19):

Hx
na qual
110000000
01 100000 O
000110000
Hx= 900011000 > ©
0000O0O0T1T10
0000 O0O0TO0 11
e
H,- L1 1111000 (24)

0 001 1 1 1 11

Usamos as linhas da matid x para obter os geradores

Z e as linhas da matril ; para obter os geradorés. Os
Os e 1s da matriflx devem ser substitdos, respectiva-
mente, por operadords e Zs, e 0s 0s e 1s da matrid
devem ser substitdos, respectivamente, por operadafes
Xs. Veja a Tabela 2. Usamos amdromes obtidas com as
medi@®es dos geradorgs e X no algoritmo de votao ma-

joritaria para detectar o “vetor erro de bit” sobre os qubits da
palavra-6digo (21) e o “vetor erro de fase” sobre os blocos
da palavra-odigo (21).

Por exemplo, suponha que obtemos o seguinte conjunto

de a

utovalores com a medig dos oito geradores da Tabela

2: (+1, -1, +1, 41, +1, +1, -1, +1). O algoritmo
de vota@o majoriiria nos diz que ocorreu um ergd no
terceiro qubit e um errd no primeiro bloco (ou seja, em

um dos tés primeiros qubits). Para corrigirmos ambos os

erros, basta aplicar o operad&r sobre o terceiro qubit e o
operadorZ sobrequalquerum dos tés primeiros qubits.

Os operadoresbhicos X e Z atuando sobre os qubits
de informa@o €0 obtidos atra®s da linha da matriz
(29).
substitidos por operadoress, e para obterZ, os 1s
da matriz (19) devem ser substidos por operadoreX s.
Portanto, temosX = YAV A Y AYAVAI AV A I VL] 7 =
X1 X0 X3 X4 X5 X6 X7 X5 Xo.

Muitos conceitos importantes sobre a teoria de céoele
erros g@énticos esto ilustrados no@digo de Shor:

1. Medir as sindromes o implica em medir os qubits.

As sindromes podem ser obtidas sem o ganho de qual-

Para obterX, os 1s da matriz (19) devem ser

redundancia como forma de proteger a
informagdo. A redundincia & usada para inserir o
espaco das palavragdigo em um espaco maior, de
forma a fazer com que os erros coivigis mapeiem

0 espaco do @digo em subespacos ortogonais (sem
intersec@o). Istoé o ardlogo qéntico das esferas de
Hamming.

cal. E importante enfatizar a hiese central que serve
de base para a constag;de um 6digo quantico— erros
afetando diferentes qubitas, em boa aproximag, rao
correlacionados. Assumimos que um evento que causa
um erro em dois qubits muito menos pravel que um
evento que causa um erro em um qub#.claro que
uma questo fisicaé saber se esta lifesee justificada

ou rao — podemos facilmente imaginar processos que
causam erros em dois qubits de unavez. Se tais er-

ros correlacionados forem comuns, a codiftzatalha.

. O codigo de Shor pode corrigir um erro quantico

arbitr ario ocorrendo em um qubit. O cbddigo de
Shor pode corrigir um erro @umtico arbitario porque os
codigos chssicos associados adxlgos bit flip, phase

flip e bit-phase flip@m distincias tés (o0 que garante a
corre@o de um erraX), trés (0 que garante a coréex

de um erroZ) e nove (0 que garante a corgezde um
erro cujabaseé gerada pelos erras, Z, X Z e I), re-
spectivamente. O grupo de erros que eétigp corrige

& composto por dois geradoréX, 7). Istoé aparente-
mente imposgel, ja que o espaco dénslrome< finito

e o riumero postvel de erros infinito. Poém, ocon-
tinuum de erros pode setiscretizado Para ver isto,
suponha que um erro gatico arbitério £/ tenha ocor-
rido em um qubit. ComaE pode ser sempre escrito
comok = ¢;I+c, X +cyY +c,Z, 0 estado corrompido

& a Superposip E|4) = cilt) + ¢, X|¢) + ¢, Y[ih) +

c. Zp). As medi@es de Bxdrome, as quais identificam
os errosl, X, Y e Z, projetamo estado corrompido so-
bre um dos quatro termos, todos eles covaeg. Em
outras palavragjuantizamo®s erros. Embora os erros
na informa@o quantica possam ser pequenos, fazemos
medidas que projetam o estado sobre um estado sem
nenhum erro ou sobre um estado com um erro que per-
tence a um conjunto discreto de erros que sabemos como
corrigir [9].

5. Erros Z atuando em diferentes qubits dentro do

mesmo bloco &€m efeitos idnticos. Nao & possvel,
nem neceswio, distinguir tais erros. Um édigo
guantico & ndo degeneradose todos o0s erros cor-
rigiveis podem ser identificados sem ambiguidade; caso
contiario, € degenerado. Obdigo de Shog, portanto,

um addigo degenerado.

quer informa@o sobre os estados codificados. Os er- COMO veremos mais adiante, estes conceitdsoeste-
ros unifirios (X e Z) podem ser invertidos sem o conSentes tamém no CCQ [(4, 1, 3)].

hecimento da inform&@p codificada. Ist@ aralogo ao

método de decodificép chssica que projeta o estadal, UM CCQ [(4, 1, 3)]

recebido do canal sobre uma classe lateral do arranjo

padi@o e inverte o erro mais pravel (de peso fimimo).
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Considere o codificador convolucionakskico (2, 1, 2) CCQ bit flip, os Os e 1s devem ser substits, respectiva-

6timo com a seguinte matriz geradora: mente, por operadords e X s, e no caso do CCQ phase flip,
os Os e 1s devem ser subdiitns, respectivamente, por op-
GD)=[1+D*> 1+D+D?]. (25) eradoreds e Zs. Veja a Tabela 4. Para uma séqaia de

» informago finita com/NV qubits, & a necessidade de consid-
O CCC (2, 1, 2) gerado por este codificador @®M.c =5  grar somenteV operadoresigicos.

e, portanto, pode corrigir @ois erros éssicos. Este CCC 5 detec@o de posseis errosX e Z sobre as palavras-
(2,1, 2) pode ser usado na consttlage um CCQ [(2, 1, 2)] ¢pgigo geradas pelas opetes (26) e (28 feita atrags
para o canal bit flip com a seguinte opeaagle codificago: 45 mediéo dos geradores de cada um dos CCQs [(2, 1,
too Yoo 2)]. E facil de verificar que existe um mapeamento entre
® |ug) — ® i, vy, (26) @as $ndromes dssicas;, = {0, 1} e os autovalores; =
=0 =0 ' {+1, —1} destes geradores. Este mapeamémstabelecido
pelarelagos; = (1 — «;)/2 (mod 2)(pard =0, 1, 2,...).

na qual Portanto, podemos usar esta ré@lapara adaptar o algoritmo
) de decodificago de sndromes (ADS) de Reed e Truong [10]
Ut = U+ Up-2, ao contexto gantico. Estaécnica permite-nos identificar

Ut@) = wp Uy + Ups, (27) sem ambigidades o vetor “erro de bit” sobre os qubits da

palavra-©digo gerada pela opei@g (26) e o vetor “erro de
paratoda; € {0, 1}. Definimosu_; = u_, = 0. Parauma fase” sobre os blocos da palavrddigo gerada pela opeldag
seqencia de informa&o finita comNN qubits, cada um dos (28).
2V estados da bagecodificado em um estado c@wV + 2) Para que possamos usar o0 ADS no processo de @etecg
qubits. de possreis errosX e Z, temos que obter as sofigs gerais
Através da transformada de Hadamagdposével obter da equago de sndromess(D) = e(D)H? (D) para o cod-
tamkem a operago de codificago do CCQ [(2, 1, 2)] para ificador CCC (2, 1, 2) com matriz geradora (25). De acordo

o canal phase flip, a saber: com [10], estas soldgs &o:
oo oo () " " e)(D) = Ds(D)+t(D)+D*(D),
Q) lu) — X {2(0>+(—1)“t 1)) (10)+(=1)" |1>)}, e® (D) = s(D)+ Ds(D)+t(D)+ Dt(D) + D*t(D),
t=0 t=0
(28) (31

Ou, mals compactamente, nas quaist(D) & um poliomio arbitério do anel de

+00 +o00 (1,1 polindmios F'[ D). |
® lug) — ® 1 Z (_1)1)t<1>p,,+vg2>qt pe, g) b Os valores de(D), Dt(D) ePQt(D) a0 longo da treliga
t=0 t=0 2 (pes 20)=(0, 0) do ADS podem ser obtidos atwda Tabela 5. Definimos o
A (29) estado _inicial de_l t_religa com@t(D), D2t(D?) = (0, 0).
Aqui, para uma sedncia de informaio finita comn  Além disso, definimos(D) = 0 antes do edgio 0. O ADS

qubits, cada um da&" estados da bagecodificado em uma enfio seleciona o caminho na trelica com o menor peso de

superposigo com22(N+2) estados, cada um dos quais cori@mming [10]. .

2(N + 2) qubits. Os dois exemplos a seguir mostram como o ADS pode ser
Os CCQs[(2, 1, 2)] gerados pelas opé@es(26) e (28)a0 u§aplo para detectar pémsl? errosX e Z sobre as palavras-

capazes de corrigir, respectivamenté, dais errosX e dois ©0digo geradas pelas opetas (26) e (28).

errosZ. Para determinarmos os geradores destes CCQs, de2UPonha que usemos o CCQ bit flip para codificar dois
vemos encontrar uma matriz de verifisagde paridade paraduPits de informago. Neste caso@s necesarios apenas seis

a matriz geradora (25). Por se tratar de um codificador @gradores da Tabela 3 para descrever o subespaco do CCQ
taxal/2, temos: bit flip truncado. Suponha taraln que o conjunto de au-

tovalores obtido com a medig destes seis geradores seja o
H(D) = [ 1+D+D%2 1+ D2 } ) (30) conjunto(—1, +1, =1, —1, +1, +1). As correspondentes
sindromes dssicas&o, portanto(1, 0, 1, 1, 0, 0). Pode-

As linhas da matriz (30) na forma semi-infinifaosusadas se verificar que, para este conjunto tledsomes, o ADS se-
para escrever os geradores dos CCQs [(2, 1, 2)]. No casdetriona o vetor de erré = [10 01 00 00] como estimativa.
CCQ bit flip, os Os e 1s devem ser substts, respectiva- No contexto gantico, isto significa que ocorreu um erkb
mente, por operadords e Zs, e no caso do CCQ phase flipho primeiro e no quarto qubits. Portanto, para recuperar o
os Os e 1s devem ser subsdiitos, respectivamente, por op-estado inicial, temos que aplicar um operadiono primeiro
eradored s € Xs. Veja a Tabela 3. Para uma ségeaia de e no quarto qubits.
informago finita com/V qubits, & a necessidade de consid- Suponha agora que usemos o CCQ phase flip para codificar
erar somente(N +2)— N = N -+4 geradores para descrevedois qubits de inform&p. Suponha tan@m que o conjunto
0 subespaco dos CCQs [(2, 1, 2)] truncados. de autovalores obtido com a me@iazdos seis geradores seja

Analogamente, as linhas da matriz (25) na forma sena-conjunto(+1, —1, —1, —1, +1, +1). As correspon-
infinita A0 usadas para escrever os operad@gisds sobre dentes Bidromes dssicas o, portanto(0, 1, 1, 1, 0, 0).
os qubits de informao dos CCQs [(2, 1, 2)]. No caso ddPode-se verificar que, para este conjunto helremes, o
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ADS seleciona o vetor de er® = [00 10 00 00] como de informa&o. Repare que o comprimento desteligo

estimativa. No contexto @untico, isto significa que ocorreucresce durante uma unidade de tempanmado rumero de

um erroZ no terceiro bloco (ou, no terceiro qubit). Portantestados. Isto ocorre porque odigo bit flip € o segundo da

para recuperar o estado inicial, temos que aplicar o operadadeia de concaterég e possui meoria unitria. General-

Z no terceiro qubit. izando, cada um dds¥ estados da base de uma S&ugia de
Com o codificador CCC (4, 2, 1) equivalente trivial do codnformago comN qubitsé codificado em uma superpaic

ificador CCC (2, 1, B & posével construir um CCQ [(4, de2*(N+2) estados, cada um dos quais co(@(N + 2) +

2, 1)] capaz de corrigir atdois errosX. A opera@o de 2)=4N + 12 qubits.

codificag@o deste CC@ escrita de forma @fogaa operago As linhas da matriz (30) na forma semi-infinita podem ser

(26). usadas para escrever os geradores do CCQ [(4, 1, 3)]. Para
A concatenaio do codificador CCC (2, 1, 2) com o selsto, considere que a matriz de verifigacde paridade do

equivalente trivial CCC (4, 2, 1)aorigem a um codificador codificador CCC (4, 2, 1) seja denotada {ik, e que a

CCC (4, 1, 3). Veja a Figura 1. Este codificador tem atriz de verificago de paridade do codificador CCC (2, 1,

seguinte matriz geradora na forma semi-infinita: 2), expandida para o codificador CCC (4, 1, 3) (para isto,
basta tomar cada uma das linhas da matriz de verifacde
Geco Goai Gez Gogs paridade do codificador CCC (2, 1, 2) como s&ugias de

Go = Gco Gear Gee Gegs , (32) informago para o codificador CCC (4, 2, 1)), seja denotada
. . . .- porH;. Com as matrizeH y e H, podemos construir a ma-
triz de verificaéo de paridad&I~ da matriz geradora (32):

na qualGe,o = [1110], G¢o1 = [1000], Ge,2 = [1001] e

Gey = [1011]. He = )
O CCC (4, 1, 3) gerado por este codificador @&, = 9.
Veja o diagrama de estados na Figura 2. O CCQ [(4, 1, 3)] Hxo
associado tem dighciad, = 3, ou sejaé capaz de corrigir Hx. EX’O H
um erro qéntico geral. A operdp de codificago para este o HX’0 H
CCQ pode ser escrita como: ! Hi? Hx o

+oo +oo (171) 1 1) ) = 9
Sui—@f 3 Lt —
t=0

t=0 \ (p¢, ¢:)=(0,0) 2 Hz_ 1 Hz: Hgzpo
‘ Hz 2 Hz. Hz:1 Hgzpo
ol )}, @ Hie He Heo Ho
na qual (36)
oV = o, na qual
v = wb e g, (34) - 1100 H 1110
o Xﬁ_[mn} ’ X71_[0011]’
paratodou; € {0, 1} ecomu_; =u_s =0,€
w® = ptpa, Hzo=[1011] , Hz_o=[ 1110 ],
Hz-, =1 0110 , Hz o= 1110 |. 37
w® = gt z2=| ] Z—2=| ] (37)
wt(4) = @+ q-1+pe, (35) Usamos as linhas da matiitx para obter os geradores
e as linhas da matril; para obter os geradorés. Os 0Os
comp_y =gq-1 =0. e 1s da matriZzlx devem ser substitdos, respectivamente,

Para um melhor entendimento da &imica de gera#ip por operadoress e Zs, e os Os e 1s da matrE; devem ser
deste CCQ, considere o exemplo de uma 8eqia de gypstitidos, respectivamente, por operadafee X s. Veja
informagio com dois qubits. Cada um dos quatro estadgsrapela 6. Para uma sémeia de informago finita com
da baseé codificado em uma superpdicde2” estados de N qubits, precisamos considerar somente a medida de
comprimento 4 no e&gio 0, uma superpogio de2* estados 2)((N+3)+1) = 2N +8 geradore< e de(2—1)((N+2)+
de comprimento 8 no egio 1, uma superposio de2® esta- 9) — N 1 4 geradorest para descrever o subespago do CCQ
dos de comprimento 12 no ésfio 2, uma superposio de2® (4, 1, 3)] truncado. Usamos agndromes obtidas com a
estados de comprimento 16 no&gb 3 e uma superposie  medigio dos geradores e X nas soludes (31) para detectar,
de 2° estados de comprimento 20 no &b 4. Neste airaes de duas trelicas do ADS, o “vetor erro de bit” sobre 0s
esgio, temos uma palavradigo \alida para dois qubits qupits da palavradrligo (33) e o “vetor erro de fase” sobre os

30 codificador CCC (4, 2, 1) equivalente trivial do codifica@@C (2, 1, bIE)COS do CCQ phafe flip [(2, 1, 2)] associado. ldentlf.lcado
2)é o codificador CCC (4, 2, 1) comresmanatriz geradora do codificador © “Vetor erro de fase” sobre os blocos do CCQ phase flip [(2,
CCC(2,1,2). 1, 2)] associado, pode-se antdeterminar para qual qubit da
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palavra-6digo (33) o(s) erro(s) de fase se propagou (ou seAntes do CCQ [(4, 1, 3)], Chau [16, 17] e Ollivier e Tillich
propagaran{) [18, 19] ja haviam proposto a constag de CCQs, sem
O exemplo a seguir mostra como o ADS pode ser usadantudo apresentar umétodo sisteratico de codificago e
para detectar poseis errosX e Z sobre um mesmo qubit decodificaéo. O CCQ [(4, 1, 3)] foi o primeiro CCQ a uti-
(ou seja, um errd” sobre um qubit) do CCQ [(4, 1, 3)]. lizar um processo sisteatico de construio, capaz de ser es-
Suponha que usemos o CCQ [(4, 1, 3)] para codificeendido para outras taxas e méas [21]. Aps a publicago
dois qubits de informdip. Neste caso,a® neceswios deste CCQ em 2004, Forney [20] apresentou alguns CCQs de
apenas dez geradored e seis geradores{ da Tabela taxa 1/3 capazes de corrigir um errcagtico arbitario. Estes
6 para descrever o subespaco do CCQ [(4, 1, 3)] truBCQs foram baseados em CCCs auto-ortogonais escolhidos
cado. Suponha tardm que o conjunto de autovaloreslo GF'(4) e em construes do tipo CSS (de Calderbank,
obtido com a med#o dos doze geradorésseja 0 conjunto Shor e Steane) conhecidas da classe dos CBQs.
(+1, -1, -1, -1, +1, +1, +1, O estudo de uma subclasse de CCQs concateriagdas
+ 1, 41, +1, +1, +1) e que o conjunto de au-ticularmente interessante pela simplicidade de cod#icac
tovalores obtido com a medip dos seis geradore¥ e decodificago, sobretudo se o objetivo for a constag
seja o conjunto(—1, +1, -1, +1, +1, +1). de CCQs capazes de corrigir mais de um errantco ar-
As correspondentesirglromes dssicas &0, portanto, bitrario. Em particular, o problema da complexidade de
(0, 1, 1, 1, o, 0o, 0, 0, 0, 0, 0, 0) e decodificago para CCQs estabilizadores de subclasses mais
(1, 0, 1, 0, 0, 0). Pode-se verificar que, para estes cogerais capazes de corrigir mais de um err@mico ar-
juntos de sndromes, o ADS seleciona os vetores de erlmtrario rdo parece, em prifgio, ser um problemaatil.
¢ = [00 10 00 00 00 00 00 00 00 00] eé = [01 00 00 00] Além da simplicidade, o estudo de CCQs concatenados
como estimativas. No contexto &utico, isto significa que tamkem é interessante porque deixa éxfih a imporéncia
ocorreu um errcX no terceiro qubit do CCQ [(4, 1, 3)] e umque a meraria desempenha no processo de codificag
erro Z no segundo bloco do CCQ phase flip [(2, 1, 2)] aslecodificado, conceito este aindaaa abordado com su-
sociado. Pode-se verificar que um e#ao segundo bloco ficiente clareza em todas as constres p propostas para
do CCQ phase flip [(2, 1, 2)] associado propaga-se para @8Qs. O estudo do papel da m@ma na construgo de
erro Z no terceiro qubit do CCQ [(4, 1, 3)]. Portanto, par&CQs concatenados tagth pode servir de base para um
recuperar o estado inicial, temos que aplicar um operadormelhor entendimento do papel da nfam em subclasses
e um operadof no terceiro qubits. mais gerais de CCQs estabilizadores, como a subclasse CSS
Se somos capazes de detectar e corrigir um &rrd e proposta por Forney.
Y sobre qualquer qubit do CCQ [(4, 1, 3)], podemos afirmar
gue somos capazes taamb de corrigir um erro cntico ar- A
bitrario sobre qualquer qubit do CCQ [(4, 1, 3)]. 6. LISTA DE ACRONIMOS
Os operadoresbicos X e Z atuando sobre os qubits de
informag@o 0 obtidos atrags das linhas da matriz (32).
Para obterX, os Os e 1s da matriz (32) devem ser sub- ¢ CCEQs: édigos corretores de errosaqticos
stituidos, respectivamente, por operadofese Zs, e para
obter Z, os Os e 1s da matriz (32) devem ser subistits,
respectivamente, por operadotese Xs. Veja a Tabela 7.
Para uma seduncia de informaio finita comN qubits, fa a
necessidade de considerar somé¥iteperadoresigicos. e CCECs: édigos corretores de errosaskicos

e CBQs: @digos de bloco dganticos

e CCQs: d@digos convolucionais @unticos

e CBCs: ®ddigos de bloco éssicos

5. PERSPECTIVAS DE PESQUISA o .
e CCCs: ddigos convolucionais aksicos

Apobs a descoberta d@digo de Shor em 1995, muitos out- © EPR: Einstein-Podolsky-Rosen

ros CBQs foram estudados. O surgimento de CBQs cada ADS: algoritmo de decodificép de sndromes

vez mais eficientes que @digo de Shor, como oodigo

de Steane de taxa 1/7 [11, 12] e @digo perfeit§ de taxa  ® CSS: Calderbank-Shor-Steane

1/5 [13] fez com que o estudo de uma subclasse de CBQs
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Autovalores d€ 71 Za, Z2Z3) | Erro Detectado| Corre@o N v,

(+1,+1) nenhum nenhuma N

(—=1,4+1) 1°qubit X1 u

(+1,-1) 3°qubit X3

(-1,—-1) 2°qubit X ’ @

Tabela 1 Relag@o entre os autovalores obtidos das m@eli;
dos geradores do CBQ bit flip e as correspondefites@ames
classicas. Para o CBQ phase flip, basta substituir o operador ’ 1
Z pelo operadoiX e vice-versa.

@
VJ

N v,

Figura 1. Concatengfo dos codificadores CCC (2, 1, 2) e
CCC(4,2,1).
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Figura 2. Diagrama de estados para o codificador CCC (4,
1, 3).

Mxo |2 z I I I I I I I I I I I I I 1
Mx, |z I z Z I I I I I I I I I I I I
Mxo |2 z z I Z Z I I I I I I I I I 1
Mxs (I I z z z I Z Z 1 I I I I 1 1 1
Mxgy (I I I I Z Z Z I Z z I I I 1 1 1
Mxs (I I I I I I Z Z Z I zZz z I 1 1 1
Mxe (I I I I I I I I Z zZz zZz I Z Z I 1
Mxr (I I I I I I I I I I Z Z Z 1 Z Z
Mxo (I I I I I I I I I I I I I 1 Z Z.
Mzo |X X X I X I X X I I I I I I I 1
Mz, | X X I X I I X I X I X X I I I 1
Mz, |X X X I I X X I I I X I X I X X
Mzs |I I I I X X X I I X X I I I X 1
Mz |I I I I I I I I X X X I X I X X.

Tabela 6 Geradores do CCQ [(4, 1, 3)] descrito pela
opera@o de codificago (33).

Xoo

zZz z Z I zZ 1 I I Z I I Z Z 1 Z Z.
Zi | X X X1 X 1T I T X 1T1XXTIXX
Zo |I T I 1T XX X T X T 1T X T 1 X

Zoo | X X X I X I I I X T 1 X X I X X.

Tabela 7. Operadoresdgicos do CCQ [(4, 1, 3)] descrito
pela operago de codificago (33).
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