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Resumo - 0 desempenho do algoritmo Least Mean Square 
(LMS) na estima~ao de canais variantes no tempo e avali
ado analiticamente. A analise visa a obtenr;ao de curvas 
de erro medio quadrdtico (EMQ) em regime permanente 
adotando urn conjunto de hipoteses freqiientemente atendi
das em sistemas de comunicar;6es moveis. 0 canal e mo
delado por urn filtro transversal cujos coeficientes sao pro
cessos estocasticos estacionarios em sentido amplo, com 
autocorrelar;6es conhecidas. As express6es obtidas para 0 

EMQ sao particularizadas para alguns formatos tipicos de 
espalhamento Doppler. Obtem-se tambem 0 passo otimo 
do algoritmo LMS para alguns dos casos estudados. Diver
sos resultados analiticos sao validados por simular;ao com
pUlacional. 0 efeito da otimizar;ao de passo do LMS sobre 
o desempenho de urn esquema de recepr;ao adaptativo com 
criterio de decisao de maxima verossimilhanr;a aplicado a 
seqiiencias de sfmbolos (Maximum Likelihood Sequence Es
timation - MLSEj e tambern avaliado por simular;ao. 

Palavras-chave: Filtragem adaptativa. Desvanecimento 
variante no tempo e seletivo em freqiiencia. Erro medio 
quadrcitico em regime permanente. LMS. Receptores MLSE 
adaptativos 

Abstract· An analysis of the steady-state mean square er
ror (MSE) performance of the Least Mean Square (LMS) 
algorithm in the identification of time-varying channels is 
presented. It is based on a set hypotheses usually adopted 
in the mobile communications context. The channel im
pulse response is modelled as time-varying transversal filter 
whose coefficients are wide-sense stationary stochastic pro
cesses with known power (Doppler) spectra. A generic ex
pression of the steady state MSE as a function of the LMS 
step-size parameter is obtained. Two specific Doppler spec
trum models are considered for which the optimization of the 
LMS step-size parameter in the sense of MSE minimization 
is also addressed. Close match between numerical and an
alytical results is shown in several examples. Besides, the 
impact of the LMS step-size parameter optimization on the 
performance of an adaptive MLSE (Maximum Likelihood Se
quence Estimation) receiver is also addressed by Monte Carlo 
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1. INTRODUCAO 

o algoritmo de filtragem adaptativa Least Mean Square 
(LMS) foi proposto ha quase meio seculo e ainda e larga
mente utilizado em diversas aplicar;oes nas mais variadas 
areas do conhecimento humano. Isso se deve, principal
mente, asua baixa complexidade computacional em relar;ao 
a outros algoritmos, caracteristica de suma importancia 
para certas aplicar;6es, como, por exemplo, sistemas de 
comunicar;oes moveis. Desde a sua proposir;ao inicial, varias 
contribuir;oes valiosas ao entendimento desse algoritmo vern 
sendo apresentadas em Iivros, periodicos e congressos. Ape
sar disso, algumas questoes referentes ao seu funcionamento, 
especialmente as relacionadas com seu emprego em ambi
entes nao-estacionarios, estao ainda em aberto. 

Ate onde vai 0 conhecimento dos autores, os resulta
dos analiticos para 0 algoritmo LMS em ambientes nao
estacionllrios sao obtidos impondo condir;oes que sao geral
mente infringidas em aplica~oes que envoIvern canais de 
comunicar;ao movel, particularmente quando caracterizados 
pelo efeito de desvanecimento variante no tempo e seletivo 
em freqiiencia. Em aplicar;oes que se enquadram neste caso, 
e comum realizar a avaliar;ao de desempenho do algoritmo 
LMS e a escolha de seu passo via simular;ao computacional. 

E bern conhecido que 0 passo do algoritmo LMS con
trola as propriedades de convergencia, a estabilidade e 0 nfvel 
de erro medio quadrdtico (EMQ) em regime permanente do 
referido algoritmo. Portanto, 0 uso de urn valor adequado 
para este parametro e de vital importancia para 0 seu born 
funcionamento. 

Diversos artigos recentes exploram de forma analitica a 
obtenr;ao do EMQ em regime permanente do algoritmo LMS 
[1-5]. Porem, esses trabalhos modelam a variar;ao tempo
ral dos coeficientes a serem estimados por processos do tipo 
passeio aleatorio ou por processos de Markov de primeira 
ordem, os quais se distanciam significativamente da mode
lagem fisica de canais de comunicar;oes moveis [6]. 

Neste trabalho tres questoes importantes sao abordadas. 
Em primeiro lugar, avalia-se em regime permanenle 0 

EMQ do algoritmo LMS, quando empregado para identificar 

* Este trabalho foi parcialmente apresentado no IEEE 2002 Interna
tional Conference on Communications. 
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canais variantes no tempo. Esta avaliac;ao e realizada de 
forma analitica, admitindo hipoteses usualmente adotadas em 
aplicac;6es na area de comunicac;6es moveis. Em segundo lu
gar, discute-se a obtenc;ao do passo otimo no sentido de mini
mizar os valores de EMQ em regime permanente. Para alguns 
casos aqui tratados, 0 passo otimo e obtido analiticamente 
sem impor aproximac;6es e em outros casos sao fomecidas 
aproximac;6es analfticas para 0 seu valor. Por fim, avalia-se 
o desempenho de urn esquema particular de recepc;ao MLSE 
adaptativo que emprega urn conjunto de estimadores da res
posta ao impulso (RI) do canal baseado no algoritmo LMS 
com passo otimizado. 

As express6es para 0 EMQ em regime permanente sao es
critas em termos da func;ao de autocorrelac;ao dos coeficientes 
da RI do canal e de outros parametros tfpicos do sistema, tais 
como a variancia do rufdo e 0 passo do algoritmo LMS. Es
sas express6es foram particularizadas para dois modelos de 
espalhamento Doppler freqiientemente adotados na area de 
comunica<;6es moveis: 0 espectro de Jakes e a classe de pro
cessos autoregressivos de ordem lvI, (AR(A!)). 

o restante do trabalho e organizado da seguinte maneira. 
Na Sec;ao 2 0 modelo adotado para identificac;ao do canal 
e descrito e as condic;6es impostas para a analise do algo
ritmo LMS em regime permanente sao apresentadas e discu
tidas. Ainda nessa sec;ao, algumas express6es gerais para 0 

EMQ em regime permanente sao deduzidas. Na Sec;ao 3, a 
expressao de EMQ em regime permanente e particularizada 
para dois casos de grande interesse na area das comunica<;6es 
moveis. Essa se<;ao contem ainda uma discussao referente 
a otimizac;ao do valor do passo do algoritmo LMS, tendo 
como criterio a minimiza<;ao do EMQ na condic;ao de regime 
permanente. Na Sec;;ao 4 sao apresentados alguns resultados 
numericos e as conclus6es do trabalho aparecem na Sec;ao 5. 

A notac;ao adotada neste trabalho e introduzida a seguir. 
Letras minusculas em negrito representam vetores 1 e as 
maiusculas em negrito denotam matrizes. 0 sfmbolo (.) * re
presenta a operac;;ao Hermitiana sobre a matriz ou vetor (.) 2. 

o sfmbolo (.)' representa a operac;;ao transposto do contido 
entre parenteses. Tr(·) e usado para simbolizar 0 trac;o de (.) 
e, por tim, E[.] representa 0 operador media probabilistica. 

2.	 DESEMPENHO DO LMS NA 
ESTIMACAO DE CANAlS ESTA
CIONARIOS EM SENTIDO AMPLO 

o modelo simplificado do sistema em tempo discreto em
pregado para identificar os coeficientes da RI do canal e 
ilustrado na Figura I. A observac;ao ruidosa no tempo 71 e3 

d(71)	 = w*(71)s(71) + v(71), (I) 

em que v(71) representa 0 rufdo de observac;ao, com variancia 

lOS vetores sao dispostos em col una. 

2Quando aplicado a escalares essa opera~ao representa 0 complexo con
jugado e para matrizes a sua aplica~ao resulta na matriz conjugada complexa. 

'Comete-se aqui urn ligeiro abuso de nota~ao, a bern da simplicidade. Na 
realidade 'II e adimensional e expressa urn particular intervalo de simbolo. 0 
tempo decorrido do inicio da transmissao ate este intervalo de simbolo e 'liT 
segundos. 

()~ e media nula, 8(71) eo vetor de entrada, que e dado por 

s(71) = (s(n), s(71 - 1)"" ,s(71 - L + 1))' (2) 

com s(m) representando 0 sfmbolo transmitido no rn-esimo 
intervalo de sfmbolo, L denotando a quantidade de coefi
cientes da RI do canal e w(71) urn vetor cujos elementos re
presentam os pesos ou coeficientes da RI do canal, que resulta 
da amostragem da resposta ao impulso conjunta dos filtros de 
transmissao e recep<;iio e do meio de propagac;;ao. Esse vetor 
e dado por 

w(71) = (wo(n).wl(n) ... · .11'L-l(n))'. (3) 

yen) 

den) 

+ 

e(n) 

Figura 1. Diagrama de blocos simplificado do sistema em 
tempo discreto empregado para identificar os coeficientes da 
RI do canal. 

Admite-se que os filtros de transmissao e de recepc;ao sao 
casados e possuem resposta impulsional do tipo raiz quadrada 
de cosseno levantado [7]. 0 meio de propagac;ao e mo
delado por urn filtro transversal com L retardos multiplos 
do intervalo de sfmbolo e coeficientes variantes no tempo. 
A evoluc;;ao temporal destes coeficientes e modelada por 
processos estocasticos estacionarios em sentido amplo [8] 
com func;6es de autocorrelac;;ao conhecidas. Considera-se 
a freqiiencia de amostragem no receptor igual a taxa de 
sfmbolos, de modo que os coeficientes da RI do canal em 
tempo discreto resultam de fato da amostragem dos res
pectivos coeficientes da resposta impulsional do meio de 
propagac;;ao. 

A estimativa de w('), que aqui sera obtida pelo algoritmo 
LMS, e denotada por w(.). Em particular, para 0 (71 + 1)
esimo intervalo de sfmbolo essa estimativa e expressa por 

w(71 + 1) = w(71) + p,s(71)e*(71), (4) 

com p, representando 0 passo do LMS e e(n) 0 erro de 
estimac;ao do sinal recebido, expresso por 

e(71) = d(71) - y(n), (5) 

sendo 
Y(71) = w*(71)s(71). (6) 

Duas figuras de merito freqiientemente utilizadas para 
avaliar 0 desempenho dos algoritmos de filtragem adaptativa 
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sao a matriz de covarii'mcia do vetor erro K (n) e 0 EMQ, 
aqui denotado pOI' D (n) [1, 5]. Essas figuras de merito sao 
definidas pOI': 

K(n) = E[E(n)E*(n)] e D(n) = Tr[K(n)], (7) 

respectivamcnte. sendo 

E(n) = w(n) - w(n). (8) 

Os elementos do vetor acima, doravante denominado vetor 
erro, represcntam os erros produzidos pelo algoritmo LMS 
na cstima<.;ao dos coeficientes do canal. 

Admite-se que Leas fun~6es de autocorrela~ao dos co
eficientes da RI do canal sao conhecidas. Alem dessas 
suposi~6es, sao feitas as seguintes: 

S I - 0 rufdo em tempo discreto {7{)} resulta da 
amostragem de urn processo estaciomirio em sentido 
amplo que possui media nula e densidade espectral de 
potencia constante dentro da faixa espectral de inte
resse. Alem disso, admite-se que este rufdo e estatis
ticamente independente de {se)} e de {w(·)}; 

S2 - Os sfmbolos {s(')} sao equiprovaveis e independentes, 
possuem variancia CT; e pertencem a uma constela~ao 

MPSK simetrica. Desta fonna, E[s(n)ks*(n)l] = 0 
para quaisquer inteiros k e l com k + l fmpar; 

S3 - Em regime permanente {w (.)} e urn processo es
tocastico estatisticamente independente de {s (.) }. 4 

Apos substitui~ao das equa~6es (5), (1), (6) e (8) na 
Equa~ao (4), obtem-se 

w(n + 1) = w(n) + J-Ls(n)s*(n)E(n) + jLs(n)v*(n). (9) 

Usando 0 fato de que 

E(n + 1) = w(n + 1) - w(n + 1), (10) 

e a Equac;ao (9), obtem-se 

E(n + 1) = Ep(n) - J-Ls(n)s*(n)E(n) - J-Ls(n)v*(n) (11) 

em que Ep(n), aqui denominado de vetor erro a priori, 
definido pOI' 

Ep(n) = w(n + 1) - w(n). (12) 

Considerando as suposi~6es e definic;6es apresentadas 
acima, e mostrado no Apendice que 0 EMQ no tempo n + 1 
e dado pOI' 

oc 

2J-LCT; 2:(1 - J-LCT;)lTr [Rw(l) - Rw(l + 1)] • (13) 
. l=O 

sendo 
Rw(l) = E[w(n)w*(n + l)]. (14) 

4Esta suposi"ao parece razoavel se combinada com a suposi"ao S2. a 
qual garante que os sinais transmitidos por meio do canal a ser estimado sao 
persistentemente excitantes. 

Em regime pennanente 5 tem-se: 

D(p) = lim D(n.p) = lim D(n + 1.p). (15) 
n-+'X., 11---+X 

Usando esta identidade na Equa~ao (13), obtem-se 

1 {2D(IL) = ( L 2 IW"L+2 - J-L CT 8 ) 

22:(1 - J-LCT;)ITr[Rw(l) 
1=0 

( 16)- Rw(l + 1)J}. 
Erazoavel admitir que os coeficientes da RI do canal pos

suem a mesma fun~ao de autocorrelar,:ao R(T). a menos de 
constantes multiplicativas. Feita esta suposic;ao, tcm-se: 

( 17) 

sendo CT~ 0 ganho de potencia do canal (para canal normali
zado CT~) = 1). Daf, 0 EMQ em regime permanente pode ser 
escrito como 

1 {2
D(J-L) = (2 _ J-LLCT'D J-LCT"L+ 

oc 

2a~ 2:(1 - J-LCT;)l[R(l) - R(l + I)]}. (18) 
l=O 

Eimportante observar que os resultados obtidos acima sao 
genericos, no que diz respeito afun~ao de autocorrelac;ao dos 
coeficientes do canal. A seguir, 0 EMQ em regime perma
nente sera particularizado para dois casos de grande interesse 
na area de comunicac;6es moveis. 

3. 0015 CASOS PARTICULARES 

Esta se~ao discute dois modelos de espalhamento 
Doppler que sao freqiientemente adotados no ambito das 
comunicac;6es moveis. Nominalmente. sao investigados 0 

modelo de Jakes [6] e a classe de processos autoregressivos 
(AR) [1]. 

A fun~ao de autocorrela~ao referente ao modelo de Jakes 
e expressa pOI' 

R(l) = Jo(2n1DTl). (19) 

em que Jo(.) e a fun~ao de Bessel de primeira classe de or
dem zero, f D e 0 desvio Doppler maximo ou deslocamento 
Doppler maximo e Teo intervalo de sfmbolo. Considerando 
urn equipamento de recep~ao se deslocando a uma velocidade 
v e que 0 comprimento de onda da freqiiencia portadora e A, 
fD =v/A[6]. 

Usando a Equac;ao (19) na Equa~ao (18), D(IL) reduz-se a 

oc 

2CT~ 2:(1- J-LCT;) I [Jo(2JrfDTl)
1=0 

Jo(2JrfDT(l + I))]}. (20) 

5Ate este ponto a dependencia do EMQ com rela"ao a J.1. foi omitida para 
simplificar a nota"ao. 
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Para urn processo AR de ordem M, aqui denotado por 
AR(M), apas 0 transitario, tem-se 

AI

L a'kR(l - k) = 0 l > 0 (21) 
1,;=0 

e 

AI 

R(m.) = L Cl,;pZ', (22) 

1.. =1 

em que {(ll,;, k L 2, ...•~I} sao conhecidos como 
parametros do processo AR, {Ck' k = L 2, ... AI} sao cons
tantes e {PI,;, k = 1,2, . , . M} sao raizes da equa<;ao [1]6 

(23) 

Substituindo a Equa«ao (22) na Equa<;ao (18) e admitindo 
que 

1(1 - {./,(r;)pl,;l < 1 para k = 1,2"" •M. (24) 

entao 

na qual 
Pkdk =	 --, (26)

1- pI,; 

Eimportante considerar que para urn processo AR ser as
sintoticamente estaciomirio e preciso que 1PI,; \ < 1 para todo 
k [I, pp, 97]. Alem disso, em aplica<;6es de comunica<;6es 
moveis 0 passo do LMS geralmente assume valores pe
quenos. Considerando esses dois pontos, a suposi<;ao ex
pressa na Inequa<;ao 24 e razmivel, sendo geralmente atendida 
na pnitica. 

3.1	 DETERMINACAO DO PASSO OTIMO 

A obten<;ao do passo atimo do algoritmo LMS e 0 objeto de 
estudo desta se<;ao. A analise contempla os dois casos parti
culares tratados na se<;ao precedente e assume a minimiza<;ao 
do EMQ em regime permanente como criterio de otimiza<;ao. 

No tocante a classe de processos AR, obtem-se explicita
mente 0 passo atimo para 0 processo AR(l? e se discute a 
sua obten<;ao para processos AR de ordem par, sendo dada es
pecial enfase ao modelo AR(2)8. Com rela<;ao ao processo de 
Jakes, obtem-se uma aproxima<;ao analftica do passo atimo a 
partir dos resultados obtidos para 0 processo AR(2). 

hUm processo AR(M) pode ser gerado aplicando ruido branco na entrada 
de um fillro digital cuja funl;:ao de lransferencia possui apenas polos dados 
pelas raizes {Pk}. Por esla razao, doravante eslas raizes serao denominadas 
de polos. 

7Em oulros trabal hos nos quais se discule a obtenl;:ao do passo otimo para 
ambienles nao-estaciomirios. admite-se geralmente este modelo e, mesmo 
assim, 0 passo otimo eobtido de forma aproximada. 

~Em receptores adaptalivos para canais de comunical;:oes moveis, os 
modelos AR mais empregados sao os de primeira e de segunda ordem 
[9-12], dai ter sido dado urn tratamento especial para esses processos. 
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De acordo com a Equa<;ao (20) 0 EMQ em regime per
manente produzido pelo algoritmo LMS na identifica<;ao de 
processos AR( 1) e dado por 

1 {2 2a~,} (27)D({l) = (2 _ {lLa;) {lrJvL + 1 + dllLa; . 

Calculando a derivada parcial da Equa<;ao 27 com rela<;ao 
a {l e igualando 0 resultado a zero, verifica-se que 0 passo 
atimo pode ser obtido resolvendo-se a seguinte equa<;ao 

(28) 

em que: 

A = rJ;'rJ;PlL;
 

B = 2PlLrJ;rJ~(1 + rJ;) e
 

C = rJ;L + rJ;rJ~,(L - 2pd. (29)
 

Considerando processos AR(2) com polos complexos con
jugados, a Equa<;ao (25) pode ser reescrita como segue 

CXl = (cldi + dlci)rJ;; .
 

CX2 = (d l + di)rJ; e
 

CX3 = Idl 2 rJs 
4 ' (31 )
 

Nesse caso, 0 passo atimo pode ser obtido resolvendo a 
equa<;ao 

cujos coeficientes sao dados por: 

Al = rJ;Lcx§;
 
222
A2 = 2rJvLcx2CX3 - 4CXlCX3LrJsrJw; 

A3 = rJ;L(cx~ + 2CX3) + 3rJ~(2cxlCX3 - LrJ;(CXlCX2 - CX3)); 

A4 = 2rJ;Lcx2 + 2rJ~(2cxlCX2 - cxlLrJ; - 2CX3 + LrJ;CX2); 

As = rJ;L + rJ~(2CXl - 2CX2 + LrJ;). 

Este procedimento pode ser estendido para processos AR 
de ordem 2Q, sendo Q urn inteiro maior do que 1. Nesse 
caso, 0 passo atimo pode ser obtido a partir dos zeros de urn 
polinomio de grau 4Q. 

E importante mencionar que a expressao de EMQ em 
regime permanente possui apenas urn ponto de minimo, den
tro da faixa de valores que garante a convergencia do algo
ritmo [1,5]. Em decorrencia disso, as equa<;6es (28) e (32) 
tern apenas uma solu<;ao real e positiva, que e 0 valor do passo 
atimo. 

E muito dificil obter anaJiticamente 0 passo atimo para 
o modelo de Jakes a partir da Equa<;ao (20). No entanto, 0 

modelo de Jakes pode ser aproximando por urn processo AR 
e 0 procedimento discutido acima pode ser empregado para 
obter 0 passo atimo do modelo aproximado. Admitindo que 
existe urn born ajuste entre os modelos aproximado e original, 
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pelo menos na faixa de valores praximos da posi<;ao do passo 
atimo, esse procedimento pode representar uma abordagem 
interessante para obter uma aproxima<;ao analitica para 0 

passu otimo do modelo de Jakes. 
Alguns resultados de trabalhos previos mostraram que uma 

boa aproxima<;ao analitica do modelo de Jakes, para fins de 
uso em receptores adaptativos, pode ser obtida com 0 pro
cesso AR(2) r II]. Isto motivou 0 emprego deste modelo para 
determinar a aproxima<;ao anaHtica acima delineada. 

Usando. tal como em [II], a minimiza<;ao da variancia do 
erro de predi<;ao para estabelecer 0 ajuste entre os modelos 
envolvidos, 0 vetor de parametros autoregressivos a do mo
delo aproximado e dado pela seguinte expressao [I, Capitulo 
6] 

(33) 

em que RJ e T J(m) sao especificados pela fun<;ao de 
autocorrela<;ao do processo estocastico a ser aproximado . No 
casu do modelo de Jakes 

1 JO(T) JO(T(M - 1)) 
JO(T) 1 JO(T(1I1 - 2)) 

J 

[R = JO(T(;t _ 1)) JO(T) 1 

e T.J(m) = (Jo(T(m))··· JO(T(m + M)))'. 

com T = 27ffD T. 
as polos {Pk} podem ser obtidos de a resolvendo a 

Equa<;ao (23) e as constantes da Equa<;ao (22), que por con
veniencia aqui foram agrupadas no vetor c = (CI' ... ,CM)', 
podem ser determinadas fazendo 

(34) 

na qual 

1 1 

P2 PM 
p= (35) 

M-I 
P2 

] 
Usando as equa<;6es (33) e (34) os coeficientes do 

polinomio da Equa<;ao (32) ficam completamente especifica
dos e 0 passu otimo do modelo aproximado pode ser deter
minado. 

4_ RESULTADOS NUMERICOS 

Nesta se<;ao tres conjuntos de resultados sao apresentados 
e discutidos. as dois primeiros procuram validar os resul
tados analiticos apresentados na se<;ao anterior por meio de 
simula<;ao computacional, enquanto que 0 terceiro contempla 
a avalia<;ao ao efeito da otimiza<;ao do passo do LMS no de
sempenho de um receptor MLSE adaptativo. Neste casu dois 
mecanismos de atribui<;ao do passo sao investigados: passu 
otimizado, de acordo com 0 procedimento proposto na se<;ao 
anterior, e passo constante. Neste ultimo caso, 0 valor do 
passo e determinado a priori no sentido de garantir urn com
promisso de born desempenho, considerando uma faixa de 

vaJores da razao sinal-ruido (RSR) e diferentes valores do 
deslocamento Doppler maximo. 

Todos os resultados que se seguem foram produzidos con
siderando modula<;ao QPSK e canal discreto contendo tres 
raios (L = 3) com espa<;amento entre raios igual ao in
tervalo de simbolo. as raios sao modelados por proces
sos estacionarios e estatisticamente independentes entre si, 
com 0 mesmo formato de densidade espectral de potencia, 0 

qual e definido pelo modelo de espalhamento Doppler. As 
simula<;6es contempIam os dois modelos de espalhamento 
Doppler discutidos na se<;ao anterior. 

Foram tambem realizadas simula<;6es de canais que 
possuiam RI com outras quantidades de raios, cujos resul
tados nao sao apresentados aqui por limita<;ao de espac,;o. 
Na essencia, esses resultados estao em confonnidade com 
os apresentados a seguir, principalmente no que se refere ao 
ajuste entre resultados analiticos e de simulac,;ao computa
cional. 

4.1 EMQ EM REGIME PERMANENTE 

Nas figuras 2, 3, 4 e 5 sao apresentadas curvas de EMQ 
em regime permanente em func,;ao do passu do LMS, obtidas 
analiticamente, e tambern alguns valores de EMQ (indicados 
par circulos), que foram obtidos par meio de simulac,;ao com
putacional. as resultados de cada uma dessas figuras foram 
obtidos com valores de RSR iguais a 10,20 e 30 dB. 

As figuras 2 e 3 se referem aos processos AR( I) e AR(2), 
respectivamente. a parametro de regressao do processo 
AR(l) avaliado e al = -0,99 e para 0 processo AR(2) os 
parametros sao al = -1. 9999 e a2 = 0.99999. As figuras 4 
e 5 apresentam curvas de EMQ para 0 processo de Jakes com 
fDT = 0,001 e fDT = 0,005, respectivamente. 

as resultados de simula<;ao computacional foram gerados 
considerando 500 realiza<;6es estatisticamente independentes 
de todos os processos estocasticos envolvidos na modelagem. 
Por outro lado, os resultados analiticos para 0 processo de 
Jakes foram obtidos usando 300 termos no calculo do so
matario da Equac,;ao (20). 

Pode-se observar nessas quatro figuras um bom ajuste en
tre os resultados analiticos e os obtidos por simulac,;ao com
putacional, indicando a validade das analises desenvolvidas e 
a pertinencia das suposic,;6es adotadas. 

4.2 PASSO 6-rlMO 

Nesta sub-sec,;ao sao apresentados resultados numencos 
relacionados com a questao da otimizac,;ao do passo do LMS, 
no sentido de minimizar 0 EMQ em regime permanente. as 
resultados da Figura 6 foram obtidos considerando 0 processo 
AR(2), e os das figuras 7 e 8 foram gerados para 0 processo 
de Jakes com fDT igual a 0,001 e 0.01, respectivamente. 

E importante lembrar que 0 processo AR(2) investi
gada possui polos complexos conjugados, portanto os valo
res destacados nas curvas da Figura 6 representam valores 
minimos de erro medio quadnitico na condi<;ao de regime 
estacionario, obtidos resolvendo-se a Equa<;ao (32) . 

Por outro lado, no casu do modelo de Jakes, os valores 
de EMQ destacados nas figuras 7 e 8 foram obtidos para 
os passos estabelecidos de acordo com 0 procedimento de 
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Figura 2. EMQ em regime permanente em fun~ao do valor 
do passo do algoritmo LMS para 0 processo AR( I). Sao 
mostrados resultados analfticos e de simula~ao para RSR de 
10,20 e 30 dB. 

aproxima~ao analftica proposto. Ou seja, 0 modelo de Jakes 
roi ajustado par urn processo AR(2) com polos complexos 
conjugados no sentido de minimizar a variancia do erro de 
predi~ao e em seguida 0 passo otimo para 0 modelo aproxi
mado foi determinado. Os resultados numericos apresenta
dos nas figuras 7 e 8 indicam que 0 procedimento proposto 
fomece uma aproxima~ao muito boa para os valores de passo 
otimo. 

Vale lembrar que 0 valor do passo exerce forte influencia 
no desempenho do algoritmo LMS. Para se ter uma medida 
desta influencia em termos do EMQ em regime permanente, 
considere-se 0 casu em que fDT = 0,001 e RSR= 20 dB, 
no qual 0 valor do passo otimo e 0,125 (Figura 4). Se este 
valor de passo for utilizado em urn cemirio com f DT = 0,01, 
ocorreni uma degrada~ao em tomo de 6 dB relativa ao nivel 
de EMQ que seria atingido casu fosse adotado 0 valor otimo 
do passo (Figura 5). Comportamentos similares podem ser 
verificados para outras situa\;oes. 

E importante notar que uma estimativa de f D pode ser 
obtida a partir de uma estimativa da velocidade do equipa
mento de recep~ao, na situa~ao usual em que 0 transmissor 
esta fixo. Admitindo-se que 0 efeito Doppler do canal e bern 
aproximado pelo espectro de Jakes e que tambem se dispoe 
de uma estimativa da variancia do ruido, 0 procedimento pro
posto pode ser usado para estimar e acompanhar 0 valor do 
passo otimo em tempo real. Neste contexto e importante con
siderar que os receptores de diversas aplica\;oes atuais e fu
turas na area de comunica\;oes moveis dispoem, ou preveem 
a disponibiliza~ao, de medidas de velocidade em tempo real, 
de modo que nao haveria necessidade de processamento adi
cional para obte-Ias. 

Explicitando a Equa~ao (33) para uma matriz de 
autocorrela~ao de tamanho dois, pode-se verificar que os 
parametros regressivos podem ser determinados com apenas 
tres somas e quatro multiplica~oes reais. Os coeficientes da 
Equa\;ao (34) podem ser determinados com complexidade 
similar. Diante disso, ve-se que a complexidade computa

30 dB 
-25 o oo --.,o~~o-----o 0 o 
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Figura 3. EMQ em regime permanente em fun~ao do valor 
do passo do algoritmo LMS para 0 processo AR(2). Sao 
mostrados resultados analfticos e de simula\;ao para RSR de 
10, 20 e 30 dB. 

cional do procedimento proposto e dominada pelas comple
xidades de determina~ao dos zeros dos polin6mios de se
gundo e quarto graus que sao apresentados nas equa\;oes (23) 
e (32). Varios algoritmos eficientes para obter as rafzes de 
urn polin6mio sao descritos na literatura tecnica [13]. 

E importante notar que 0 procedimento proposto para 
determina\;ao do passo nao e recursivo. No entanto, como 
nas aplica~oes usuais 0 parametro f D permanece pratica
mente constante no intervalo de tempo referente ao recebi
mento de urn bloco de simbolos, a determina\;ao do passo so 
seria necessaria no infcio de cada bloco. 

4.3	 APLlCA<;AO A UM RECEPTOR ADAPTA
TIVO MLSE-PSP 

Nesta se~ao avalia-se 0 efeito do ajuste do passu sobre 0 

desempenho de urn esquema de recep\;ao adaptativo baseado 
no emprego do algoritmo LMS para estima\;ao do canal. 
Trata-se especificamente de urn receptor MLSE [7, 14]) que 
emprega 0 principio do percurso sobrevivente (Per Survivor 
Processing - PSP) [11, 15-17]. Este esquema de recep\;ao 
sera aqui denominado MLSE-PSP. 

A estrutura basica de urn receptor MLSE-PSP emostrado 
no diagrama de blocos da Figura 9. Ele usa urn con
junto de filtros adaptativos que obtem estimativas de canal 
condicionadas a determinadas seqiiencias, denominadas 
seqiiencias sobreviventes, que sao fomecidas pelo algoritmo 
de busca. 0 esquema de recep~ao MLSE-PSP avaliado neste 
trabalho emprega 0 algoritmo de Viterbi [18] [7, 14] para 
obter as seqiiencias sobreviventes e urn conjunto de algo
ritmos LMS para obter estimativas da RI do canal condi
cionadas as seqiiencias sobreviventes. 

Os receptores MLSE-PSP tern recebido grande aten\;ao 
no contexto das comunica\;oes moveis, caracterizadas pelo 
efeito de desvanecimento seletivo em freqiiencia e variante 
no tempo, face ao melhor desempenho propiciado em rela~ao 

a esquemas convencionais, os quais adotam apenas urn algo
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Figura 4. EMQ em regime permanente em func;ao do valor 
do passo do algoritmo LMS para 0 processo de Jakes com 
fDT = 0.001. Sao mostrados resultados analiticos e de 
simulac;ao para RSR de 10, 20 e 30 dB. 

ritmo de filtragem adaptativa [7]. 
o melhor desempenho dos esquemas MLSE-PSP deve

se a duas raz6es principais [19]. Em primeiro lugar, nao 
existe retardo na determinac;ao das seqiiencias sobreviventes, 
o que e urn serio inconveniente para os receptores MLSE con
vencionais [7]. Em segundo lugar, 0 esquema de recepC;ao 
MLSE-PSP utiliza varias seqiiencias de simbolos para obter 
a identificac;ao da RI do canal, enquanto que 0 procedimento 
convencional emprega apenas uma. Dessa forma, 0 primeiro 
esquema produz uma aproximac;ao mais precisa do criterio de 
maxima verossimilhanc;a conjunto (estimac;ao conjunta dos 
sfmbolos transmitidos e da RI do canal). 

Como nas simulac;6es anteriores, 0 cenano de 
comunicac;ao no qual e avaliado 0 desempenho do referido 
esquema de recepc;ao emprega canais que possuem perfil 
de inten~idade de multipercurso discreto contendo tres 
raios espac;ados a intervalos de sfmbolos, porem, neste 
caso, apenas 0 espectro de Jakes e utilizado para modelar 
o espalhamento Doppler. Alem disso, 0 produto fDT e 
modelado por uma variavel aleatoria uniforme no intervalo 
[0,002 0,007]. 

Nas simulac;6es realizadas, sao transmitidos blocos de 
oitenta e oito simbolos QPSK, sendo que os primeiros vinte 
e quatro simbolos sao utilizados como seqiiencia de treina
mento. Assim sendo, 0 sistema proposto opera com uma 
vazao de informac;ao aproximadamente igual a 72,3%. 0 uso 
da baixa vazao se justifica em razao dos elevados valores de 
efeito Doppler considerados nas simulac;6es. 

No inicio de cada bloco, 0 valor de f D e sorteado e mantido 
constante durante a transmissao de todo 0 bloco. Este modelo 
e bastante razoavel, pois 0 deslocamento Doppler maximo 
fica determinado pela velocidade do receptor, que ealeatoria 
e permanece praticamente inalterada no intervalo de tempo 
correspondente atransmissao de urn bloco de sfmbolos. 

Considerou-se a transmissao de I0.000 blocos e valores de 
RSR na faixa de 10 ate 40 dB, com incrementos de 2 dB. 
Esses resultados sao apresentados nas figuras 10 ell. 

10 dB 

20 dB 

0 
0 

0
0 00 0 

D.' 

30 dB 
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Figura 5. EMQ em regime permanente em func;ao do valor 
do passo do algoritmo LMS para 0 processo de Jakes com 
fDT = o.omi. Sao mostrados resultados analfticos e de 
simulac;ao para RSR de 10, 20 e 30 dB. 

Na implementac;ao do algoritmo LMS duas form as de 
atribuic;ao de seu passo foram testadas. Em primeiro lugar, 
considerando que a velocidade do equipamento de rel','pc;ao e 
a variancia do ruido de observac;ao sao conhecidas, OOleve-se 
uma aproximac;ao analftica do passo otimo para cada bloco de 
informac;ao transmitido, usando-se 0 procedimento descrito 
na Sec;ao 3. Em segundo lugar usou-se 0 procedimento con
vencional de fixar 0 passo do LMS a priori, com base numa 
soluc;ao de compromisso sobre os cenarios de transmissao em 
que sera empregado. Este valor de passo fixo foi determinado 
por simulac;ao, a partir do levantamento previo de curvas de 
EMQ em regime permanente para toda a faixa de valores de 
RSR e para os valores do parametro f DT considerados. Nes
tas condic;6es, 0 valor 0,2 foi obtido como melhor soluc;ao de 
compromisso. 

Na Figura 10 sao mostradas as curvas de aprendizagem 
do algoritmo LMS para os dois esquemas investigados, con
siderando valores de RSR iguais a 20 e 30 dB. Verifica-se 
uma rapida convergencia do algoritmo, sendo atingido 0 valor 
minima de EMQ ainda dentro do periodo de treinamento (24 
simbolos). Durante a fase de estimac;ao dos sfmbolos trans
mitidos ha uma tendencia de perda de acompanhamento, face 
a rapida evoluc;ao temporal do canal e os eventuais erros de 
detecc;ao que prejudicam a atualizac;ao da estimativa da RI do 
canal. 

Apesar da perda de acompanhamento, as curvas de apren
dizagem obtidas utilizando 0 procedimento proposto na 
Sec;ao 3 para otimizac;ao do passo sao bern melhores do que 
as curvas de aprendizagem que foram obtidas com a fonna 
convencional de atribuic;ao do passo do algoritmo LMS. Esse 
melhor comportamento nas curvas de aprendizagem pro
duziu, como pode ser observado na Figura II, reduc;6es sig
nificativas na taxa de erro de bit do receptor. 

Com relac;ao aFigura II, cabe notar que, de maneira geraI, 
o desempenho de esquemas de recepc;ao adaptativos que ope
ram em canais com memoria sao severamente degradados em 
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Figura 6. Curvas de EMQ em regime permanente obtidas 
analiticamente para 0 processo AR(2). Em destaque os valo
res de EMQ para 0 passo atimo. 

baixa RSR. lsso se deve principalmente ao efeito provocado 
pelas detec<;6es erradas que prejudicam a atualiza<;ao da(s) 
estimativa(s) da Rl do canalou de parametros a ela associ
ados, 0 que, por seu tumo, compromete as detec<;6es sub
seqiientes. Esse circulo vicioso pode levar aperda definitiva 
do acompanhamento do canal. Para valores elevados da RSR, 
os erros ocorrem em menor quantidade e 0 algoritmo adapta
tivo, no caso em questao 0 LMS, pode tolent-los sem desen
cadear a perda de acompanhamento do canal. 

Alem disso, e valido ainda observar que a otimiza<;ao do 
passo foi realizada considerando a transmissao de sfmbolos 
conhecidos, condi<;ao que se da de fato apenas no perfodo de 
treinamento e pode ate ser bern aproximada quando 0 recep
tor opera com RSR elevada, mas certamente nao se verifica 
caso a RSR assuma valores baixos. 

Esses dois aspectos podem justificar a obten<;ao de carac
terfsticas de desempenho similares nas baixas RSR para as 
duas estrategias de escolha do passo do LMS (veja figuras 10 
e I I), bern como a boa vantagem de desempenho obtida com 
o procedimento de otimiza<;ao do passo proposto, para valo
res de RSR acima de 16 dB. 

E importante mencionar que os atuais sistemas de 
comunica<;ao maveis sao em geral projetados para operar em 
nfveis elevados de RSR, situa<;ao na qual 0 procedimento 
aqui proposto permite melhorar significativamente 0 desem
penho do algoritmo LMS e, por conseguinte, 0 do esquema 
de recep<;ao. 

5. CONCLUSAO 

o desempepho do algoritmo de filtragem adaptativa LMS 
foi avaliado no contexto da identifica<;ao de canais variantes 
no tempo. Ao contrario de outras abordagens analfticas 
[1--4], que geralmente Iidam com processos do tipo passeio 
aleatario ou de Markov de primeira ordem para caracterizar 
a dinamica de evolu<;ao temporal dos coeficientes a serem es
timados, a forrnula<;ao aqui adotada assume que tais coefi
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Figura 7. Curvas de EMQ em regime permanente obtidas 
analiticamente para 0 modelo de Jakes com f DT = 0,001. 
Sao destacados os valores de EMQ correspondentes aos va
lores de passo produzidos pelo procedimenlO proposto. 

cientes sao modelados por processos estacionarios em sen
tido amplo com fun<;ao de correlac;ao conhecida. 

a EMQ em regime perrnanente foi obtido em termos da 
fun<;ao de autocorrela<;ao dos coeficientes da resposta ao im
pulso do canal de comunica<;ao. Esses resultados foram 
particularizados para algumas forrnas de autocorrela<;ao de 
grande interesse em sistemas de comunica<;ao, tais como 0 

modelo de Jakes e processos AR. Uma compara<;ao entre re
sultados analfticos e de simula<;ao computacional foi reali
zada, verificando-se urn born ajuste entre os mesmos, 0 que 
indica a validade das dedu<;6es desenvolvidas e, principal
mente, das suposi<;6es feitas. 

A otimiza<;ao do passo no sentido de minimizar 0 EMQ 
em regime perrnanente tambern foi abordada neste trabalho. 
a calculo exato do valor de passo atimo foi obtido para os 
processos AR(l) e AR(2) com polos complexos conjugados. 
Alem disso, foi proposto urn procedimento para obter os pas
sos atimos para processos AR de ordens maiores, atendi
das algumas restri<;6es. Por fim, desenvolveu-se urn proce
dimento para aproximar analiticamente 0 passo atimo para 
modelos de Jakes. Resultados numericos inclufdos no tra
balho mostram a validade da aproxima<;ao proposta. 

Por fim, avaliou-se 0 desempenho do esquema de recepc;ao 
MLSE-PSP que emprega 0 algoritmo de Viterbi para se
lecionar seqiiencias sobreviventes e 0 algoritmo LMS para 
obter estimativas condicionais da Rl do canal. Ao contrario 
de outros trabalhos nessa linha de pesquisa, aqui modelou
se 0 desvio Doppler maximo como uma variavel aleataria e 
empregou-se 0 algoritmo LMS com passo otimizado, obtido 
pelo procedimento de aproxima<;ao proposto neste trabalho. 

as resultados de desempenho de urn receptor MLSE-PSP 
com algoritmo LMS de passo otimizado atraves do proce
dimento proposto foram comparados com os obtidos para 0 

mesmo tipo de receptor, porem com algoritmo LMS de passo 
fixo, cujo valor foi estabelecido no sentido de conferir boas 
propriedades de acompanhamento da Rl do canal para a faixa 
de desvio Doppler maximo e RSR consideradas. Esses resul
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Figura 8. Curvas de EMQ em regime permanente obtidas 
analiticamente para 0 modelo de Jakes com f DT = 0,01. 
Sao destacados os valores de EMQ correspondentes aos va
lores de passu produzidos pelo procedimento proposto. 
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Figura 9. Diagrama de blocos simplificado de urn receptor 
MLSE-PSP. 

tados mostraram que uma nftida vantagem de desempenho foi 
obtida com 0 procedimento de otimizar;ao do passo proposto. 

Os resultados de simular;ao obtidos com 0 uso do passo 
otimizado sao valiosos e interessantes, especialmente con
siderando 0 espectro de Jakes, que e amplamente empregado 
para modelar 0 efeito Doppler de canais de comunicar;ao 
movel, pois, neste caso, 0 passu atimo fica parametrizado 
pela velocidade do equipamento de recepr;ao, parametro 
de facil obtenr;ao, particularmente nos futuros sistemas de 
comunicar;6es maveis que preveem 0 usa de sistemas de posi
cionamento global. 

Por tim, vale mencionar tambem que as dedur;6es aqui 
apresentadas, ,particularrnente as de EMQ em regime perma
nente, podem ter outros desdobramentos e apJicar;6es. Urn 
exemplo disso e 0 trabalho que os autores estao atualmente 
desenvolvendo no sentido de obter urn procedimento para 
detecr;ao de erros de equalizar;ao, que explora 0 EMQ em 
sua metrica de detecr;ao. Este procedimento sera objeto de 
publicar;6es futuras. 

10 20 30 40 50 60 
Tempo expresso em intervalo de slmbolos 

Figura 10. Curvas de aprendizagem do algoritmo LMS para 
os procedimentos de escolha do passo proposto e conven
cional, com RSR de 20 e 30 dB. 
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Figura 11. Taxa de erro de bit do receptor MLSE-PSP em 
funr;ao da RSR, para os esquemas de escolha de passo pro
posta e convencional. 

APENDICE 

A.	 ERRO MEDIO QUADRATICO 

Usando a Equar;ao (11) na Equar;ao (7), K(71 + 1) pode 
ser escrito como 

K(71 + 1) = Al (71) + A 2(n) + A:l(71), (36) 

sendo: 

AI(71) 

A 2(71) 

A 3(71) 

= E[Ep(71)(E;(71) -;LE*(71)s(n)s*(n) 

-{Lv(71)s*(71))], 

= -{LE[s(71)s*(n)E(71) (E;(71) 

- {LE*(71)s(71)s*(n) - {Lv(71)s*(n))] , 

= -;LE[s(71)v*(n)(E;(71) 

-;LE*(71)s(71)s*(71) -lw(71)s*(n))]. (37) 
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Manipulando Al (n), obtem-se 

Al (n) = E[Ep(n)E;('n)] - fiE [Ep(n )E* (n)s(n )s* (n)] 

-11E[Ep(n)l'(n)s*(n)]. (38) 

Os processos {w(·)} e {sO} sao claramente estatistica
mente independentes, inclusive pela independencia de ordem 
ffsica desses processos. Alem disso, conforme a Suposi~ao 

S2. na condi~ao de regime permanente a estimativa de {w(·)} 
tambem e estatisticamente independente de {s(·)}. Diante 
desses fatos e razmivel aceitar que E(n) e s(n) sao estatis
ticamente independentes e que Ep(n) e s(n) tambem 0 sao. 
Alem disso, usando S I obtem-se 

na qual: 

K p(n) = 

kp(n) = 

R s = 

E[Ep(n)E;(n)], 

E[Ep(n)E*(n)] 

E[s(n)s*(n)]. 

e 

(40) 

De forma similar, pode ser mostrado que: 

A 2 (n) = 112E[s(n)s*(n)E(n)E*('n)s(n)s*(

- flRsk;(n); 

n)] 

(41) 

e 

(42) 

Substituindo as equa~oes (39), (41) e (42) na Equa~ao (36), 
e usando a defini~ao de D(·), obtem-se 

D(n + 1) = Tr[Kp(n) - fla;(kp(n) - k;(n))] 

+ fl2Tr{E[s(n)s*(n)E(n)E*(n) 

. s(n)s*(n)]} + p,2a;a;L. (43) 

Considerando a suposi~ao S3, a propriedade de linearidade 
do operador E[.] e que, para matrizes A e B com dimensoes 
adequadas, Tr[AB] = Tr[BA], 0 segundo termo do lado 
direito da Equa~ao (43) toma-se 

fl 2Tr {A(n)K(n)}. (44) 

na qual foi admitido que 

A(n) = E[s(n)s*(n)s(n)s*(n)]. (45) 

Pode ser mostrado que os elementos dessa matriz, denota
dos pOI' Aj .k , sao dados pOI' 

L-I]

Aj.k=E [8(n - j + 1)8*(n - k + 1) 818(n -I + 1)1 2 . 

au ainda pOI' . 

A).I.: = E[8(n - j + 1)8*(n - k + 1)18(n - j + 1)1 2] + 

E[8(n - j + 1)8*(n - k + 1)18(n - k + 1)1 2] + 

E[8(n- j +l)8*(n-k+l) L 18(n-l+l)1 2]. 
l¥j.l# 

Para os esquemas de modula~ao MPSK aqui considerados 
(Suposi~ao S2), verifica-se que A(n) = La.!I. 

Considerando os resultados apresentados acima D(n + 1) 
reduz-se a 

D(n + 1)=Tr [Kp(n) - fla; (kp(n) - k;(n))] 

+ J.l2La;D(n) + 112 a;a;L. (46) 

Usando as equa~oes (8) e (12), sao obtidas as seguintes 
expressoes para K p(n) e kp(n): 

Kp(n) = 2[Rw (0) - R w(1)] + K(n) 

+ E[[w(n + 1) - w(n)jE*(n)] 

+ E[E(n)[w*(n + I) - w*(n)]]. 

kp(n) = K(n) + E[(w(n + 1) - w(n))E*(n)]. (47) 

Como pode ser verificado a partir da Equa~oes (46) e (47), 
para obter 0 EMQ e preciso computar a correla~ao cruzada 
entre os coeficientes da RI do canal e 0 vetor erro, ou entre as 
estimativas dos coeficientes da RI do canal e 0 vetaI' erro. 

Considera-se inicialmente a seguinte correla~ao cruzada: 

E[w(n + l)w*(n -I)] =E{w(n + 1)[w*(n -I - 1)+ 

fle(n -I - l)s*(n - I - I)]}. (48) 

Usando a defini~ao de e(·) e as suposi~oes S2 e S3, a 
Equa~ao (48) pode ser reescrita como 

E[w(n + l)w*(n -I)] = fla;Rw(1 + 2) + 
(1 - fla;)E[w(n + l)w*(n -I - 1)]. (49) 

Escrevendo a Equa~ao (49) para I = 0, tem-se 

E[w(n + l)w*(n)] = J.la;Rw (2) + 

(1 - fla;)E[w(n + I)w*(n - 1)] . (50) 

De acordo com a Equa~ao (49) para I = 1, tem-se 

E[w(n + l)w*(n - 1)] = fla;Rw(3) + 
(1- fla;)E[w(n + I)w*(n - 2)], (51) 

substituindo a Equa~ao (51) na Equa~ao (50) chega-se a 

E[w(n + I)w*(n)] = fla;Rw(2) + 11a;(1 - J.la;) 

. R w(3) + (1 - fla;)2E[w(n + l)w*(n - 2)]. (52) 

Usando a Equa~ao (49) para I = 2 na equa~ao acima. 
repetindo esse procedimento recorrentemente ate que I = 
n - 1 e utilizando 0 fato de que w(O) = 0, chega-se ao se
guinte resultado: 

n-I 

E[w(n + l)w*(n)] = L(1- fla;)lfla;RwU + 2). (53) 
1=0 

De forma similar, pode-se mostrar que 

E[w(n)w*(n -I)] = (1 - J.la;)E[w(n)w*(n -I - 1)] 

+ fla;RwU + 1). (54) 
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Iniciando com l = 0 e usando recursivamente a Equac;ao 
(54) ate que l = n -1, e considerando que w(O) = 0, chega

se a 

11-1 

E[w(n)w*(n)] = 2:)1 - f.11J;/f.1IJ;Rw(l + 1). (55) 
1=0 

Das equac;oes (53), (55) e (8), obtem-se 

E{[w(n + 1) - w(n)]E*(n)} = R w(1) - Rw(O) + 
11-1

L(1- f.11J;)lplJ;[Rw(l + 1) - Rw(l + 2)]. (56) 
1=0 

Usando a Equac;ao (56) nas equac;oes (47) e 0 resultado na 
Equac;ao (46). chega-se final mente a 

11-1 

2JW; L (1 - JLIJ;)l+ITr [Rw(l + 1) - Rw(l + 2)]] . (57) 

1=-1 
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