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Resumo - 0 objetivo deste artigo e contextualizar 0 tema 
da decodifica<;ao de c6digos algebrico-geometricos e esta
bclecer urn panorama geral sobre as diferentes abordagens 
de decodifica..ao para estes c6digos. Alem disso, sao feitas 
considera<;6es no que se refere ao desenvolvimento de ar
quiteturas de implementa<;ao eficiente em hardware para estes 
decodificadores, no sentido de tomar os c6digos algebrico
geometricos competitivos em rela<;ao a c6digos ja estabeleci
dos, como os c6digos de Reed-Solomon. 
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Abstract - The aim of this paper is to introduce the sub
ject of decoding algebraic-geometric codes and to establish 
a general landscape about the different decoding approaches 
for these codes. Moreover, considerations are made regard
ing to the development of efficient hardware implementa
tion architectures for these decoders, in order to make the 
algebraic-geometric codes competitive with regard to estab
lished codes, like Reed-Solomon codes. 
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1. INTRODUCAO 

Na codifica..ao para controle de erros, os c6digos de 
bloco mais amplamente utilizados tern sido os conhecidos 
c6digos de Reed-Solomon (RS), que tern tido aplicac;ao em 
diversas areas, como no desenvolvimento de padroes para 
comunica<;ao m6vel celular, no armazenamento em CDs, 
na comunica<;ao por satelite etc. [1,2]. Apesar dessa larga 
utiliza..ao dos c6digos RS, hoi atualmente outras op..6es na 
codificac;ao de canal que apresentam melhores caracteristicas 
assint6ticas e come<;am a se mostrar competitivas, como e 0 

casu dos c6digos algebrico-geometricos (AG). 
Os c6digos AG nasceram da ideia do matematico russo 

V. D. Goppa, que na decada de 70 sugeriu que, ao inves 
de avaliar polinomios em pontos simples (valores do corpo 
finito) como nos c6digos RS, poder-se-ia avaliar fun<;6es 
algebricas em pont<" de curvas definidas sobre corpos finitos 

Leocarlos B. S. Lima e doutorando pela Universidade Federal 
de Campina Grande (UFCG/COPELE), Campina Grande, PH, 
Brasil e pelq Ecole NationaJe Superieure des Telecommunications 
(ENST/COMELEC). Paris, France. Francisco M. Assis esta Iigado 
it UFCGfTlEE, Campina Grande, PB, Brasil. Lirida A. B. Naviner 
esta Iigada it ENST/COMELEC, Paris, France. 
E-mails:leocarlo@dee.ufcg.edu.br. leocarlos.lima@enstJr, fmar
cos@dee.ufcg.edu.br, Iirida.naviner@enst.fr. Editor de Area res
ponsavel: Ricardo M. Campdlo de Souza. Artigo submetido em 
201Ju1/2002. revisado em O6IDez/2002, aceito em 29/Jan/2003. 

[3]. Alem disso, ele mostrou como substituir a condi..ao im
posta sobre graus de polin6mios por condic;6es sobre fun<;6es 
algebricas. Em 1982, M. A. Tsfasman, S. G. VHidut e T. 
Zink combinaram a ideia de Goppa aos recentes resultados 
da geometria algebrica, produzindo os chamados c6digos 
algebrico-geometricos ou c6digos de Goppa geometricos 
[4-9]. Os c6digos RS sao urn casu particular dos c6digos 
AG quando a curva algebrica adotada e apenas uma reta. As 
curvas sobre corpos finitos podem ter muito mais pontos que 
uma simples reta, de forma que os c6digos AG podem apre
sentar comprimento muito maior que os c6digos RS. 

Do ponto de vista da rela<;ao entre a taxa de informa
<;ao assint6tica, que representa 0 comprometimento da taxa 
de transmissao de informa<;ao devido a utiliza<;ao do c6digo 
(introdU<,;ao de redundancias), e a distancia minima relativa, 
que representa a capacidade de correc;ao de erros do c6digo, 
pode-se afirmar que os c6digos AG fazem parte da classe dos 
chamados bons c6digos. que sao aqueles que nao compro
metem a taxa de transmissao em detrimento da capacidade 
de corre<;ao, ou vice versa, para urn comprimento de c6digo 
n ---. 00. Os c6digos AG sao, portanto, excelentes c6digos 
que apresentam parametros como comprimento, capacidade 
de corre<;ao e taxa de informa<;ao melhores que c6digos ja 
estabelecidos, como os RS [6.10]. Foi mostrado em 1982 
por Tsfasman, VHidul e Zink que c6digos AG apresentam 
parametros que ultrapassam 0 limite de Gilbert-Varshamov, 
melhor limitante ate entao conhecido [4]. Recentemente, em 
200 I, C. Xing demonstrou que ambos os limites de Gilbert
Varshamov e de Tsfasman-VIadut-Zink podem ser melhora
dos em tomo dos pontos em que as curvas dos dois Iimitantes 
(figura I) se interceptam [I I]. 

R(o) 

63 
64 

Figura 1. Compara<;ao do limite de Gilbert-Varshamov 
(curva GV) com 0 limite de Tsfasman-VladuI-Zink (curva 
TVZ) para q = 64. 

o objetivo principal deste artigo e tratar do problema da 
decodifica<;ao dos c6digos AG, descrevendo suas prin"pals 
abordagens. E subentendido aqui urn conhecimento previo 
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de alguns conceitos da geometria algebrica, como ideais, 
variedades. curvas algcbrieas, eorpos de fun<;oes, divisores, 
diferenciais, lacunas e anti-lacunas. bases de Grabner etc. 
[12-18]. 

A se<;ao que segue apresenta as defini<;oes dos cadi
gos AG. Na se<;ao 3, e tratado 0 problema da decodifica
<;ao dos c6digos AG c sao apresentadas as abordagens de 
decodifica<;ao mais importantes destes c6digos. A se<;ao 4 
trata do problema da implementa<;ao em hardware dos algo
ritmos de decodifica<;ao dos c6digos AG. A se<;ao:) apresenta 
as eonclusoes. 

2.	 COOIGOS ALGEBRICO-GEOMETRI
COS 

Sao dois os diferentes tipos de constru<;ao de codigos AG: 
um chamado aqui de constrll<;c7o por fimfoes e outro de 
constn/l,;'iio por dijerenciais [5, 16, 18-2 I]. 

Com rela<;ao 11 eonstrw;ao por fun<;oes. considere X uma 
curva projetiva nao singular de genera g, PI, .... Pn pontos 
racionais de XeD = PI + ... + P" urn divisor desta curva. 
Considere G um divisor de X cujo suporte seja disjunto de 
D, e suponha que 2g - 2 < deg (G) < n. 
Defini~ao 1 (C6digo por fun~oes) Define-se U/1l c6digo AG 
denotado por C (D, G), sohre 0 corpo fin ito 1F' q de q elemen
tos, conUl 0 mapeamellto linear (} : L (G) -> 1F'~ dado por 

(} (f)	 = (f (PIl, .... f(P,,)). (I) 

em que L (G) = {f E JFq (X) I (f) + G >- O} U {O} eo 
espafo de filllfoes gerado pelo divisor G, JFq (X) eo corpo 
de fil1lr;oes da clln'a X. (f) = Lp, 1'p, (f) P, eo divisor 
principal da fil1lr;iio f e I' P, (f) e a ordem da fimr;c7o f no 
polito P, E X. 

Do teorema de Riamann-Roch I, mostra-se-se que a di
mensoo k de urn c6digo C (D. G) edada por 

k = deg (G) - y + 1. (2) 

Sua dislClncia mlllima d satisfaz a desigualdade d 2' n
deg (G). uma vez que qualquer fun\fao f E L (G) possui no 
maximo deg (G) zeros. ou seja, 0 peso de qualquer palavra 
c6digo (} (f) nao e menor que 11 - deg (G). Do limite de 
Singleton2, tem-se que 

d S n -- k + 1 = n - deg (G) + 9 ~ 

n - deg (G) S d S n - deg (G) + g. (3) 

Com rela<;ao aconstru<;ao de cadigos AG par diferenciais, 
considere X, Pl. " .. P1l • D e G da mesma forma anterior. 

I Como referencia. segue 0 importantc resultado da geometria algebrica 
conhecido por teorema de Riemann-Roch. 
Teorema 2 (Riemann·Roch) Para tl/l1 divisor G de uma curl"O de genera 
q, leln-se que I (G) = deg (G) + 1 - g -1 i (G). Desra Jonna, se 
deg (G) > 2g - 2. tem-se que I (G) = deg (G) + 1 - g. Alem disso. 
(i {/tdice de especialidade i (G) (dimensao do espa('o n (G)) e dado pOl' 
i (G\ = I (K - G) para lodos os dh'isores G e dh'isores canonicos Il. 

20 limite de Singleton afirrna que, para um c6digo linear (n, k. d) de 
comprimento n, dimensao k e distancia minima d. tem-se que d :S 11 - k+ [. 

Defini~ao 3 (C6digo por diferenciais) Defille-.I'e lim cridigo 
AG denotado por C* (D, G), sobre 1F'q (corpo algebricamell
te fechado), como 0 mapeamento linear (} * : n (G ~ D) ---+ 

1F'~ dado por 

n*(;.u) = (ResP1 (u.:) , ... ,Resp" (;.u)). (-1.) 

em que n (G - D) = {u.: E n,Y I (;.u) >- G - D} U {O} eo 
espQl;o de dijerenciais gerado pelo divisor G - D, n,,\:' e 0 

conjunto de dijerenciais associados acun'o X, Resp, (w) e 
o rcsrauo de;.u 110 POlllO Pi, (;.u) = Lp, I'p, (f) Pi eo divisor 
do diferencial w = fdt e I'p, (f) = up, (w) esua ordem I/O 

pOlito P, E .t'. 
Considerando 0 teorema de Riemann-Roch (teorcma 2), 

tem-se que a dimellsc70 k* do c()digo C* (D. G) edada por 

k* = n - deg (G) + 9 - 1. (5) 

Sua distancia mInima d* satisfaz a desigualdade d* > 
deg (G) - 2g + 2 [22]. Do limite de Singleton, tem-se que 

d* ::; n - k* + 1 = deg (G) - 9 + '2 ~ 

deg(G)-2g+2Sd* Sdeg(G)-y+2. (6) 

Mostra-se que as duas constru<;:5es C (D, G) e C* (D. G) 
constituem c6digos duais. Alt,~m disso, mostra-sc que existe 
urn diferencial w com p610s simples e residuo 1 nos pontos 
PI, ... ,P". tal que 

C* (D,G) = C(D, (w) + D - G). 

em que (w) e 0 divisor de w [17, p. 48 J. Isto implica 
que a construc;ao por diferenciais fornece a mesma cJasse de 
c6digos da construc;ao por func;oes. 

3.	 DECOOIFICACAO DE COOIGOS AG 

o primeiro esquema de decodifica<;ao para os c6digos AG 
foi proposto no final da decada de 80 por Justesen et al [21 J 
e consiste numa generaliza~ao do algoritmo PGZ (Peterson
Gorenstein-Zierler) [23] para decodificac;ao de e6digos BCH. 
Ele, de modo semelhante ao PGZ, fomece urn polinomio 10
calizador de erros que possui entre seus zeros as posic;oes dos 
erros ocorridos na palavra recebida. 

Em 1990, Skorobogatov e Vliidul [24] propuseram uma 
generaliza<;ao do algoritmo de Justesen et al para curvas ar
bitrarias (ao inves de planas apenas). 0 algoritmo proposto 
ficou conhecido como algoritnw bdsico e e capaz de corri
gir ate d-~-l erros ocorridos na palavra recebida, em que 
9 C 0 genera da curva usada na gera<;ao do c6digo e d sua 
distancia minima projetada. Sua complexidade algorftmica 
e 0 (d2n + [pn) S 0 (n 3 ), sendo n 0 eomprimento do 
cOdigo. 0 algoritmo basico e hoje a base para uma grande 
quantidade de esquemas de decodifica<;ao de c6digos AG 
encontrados na literatura. Ainda neste mesmo artigo, Sko
robogatov e Vliidu! apresentaram uma modificayao do algo
ritmo basico, conhecida como algoritmo modijicado, que cor
rige ate d~ I - (J erros, em que (J e0 chamado defeito de Clif
ford [24], que eaproximadamente igual a 1no caso de curvas 
planas. 0 algoritmo modificado tern complexidade 0 (II~). 
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Uma abordagem diferente na decodificac;ao dos codigos 
AG, que consiste numa generalizac;ao do algoritmo de Eu
elides para soluc;ao da equariio chave [25.26], foi proposta 
por Porter em 1992 [27]. 0 algoritmo proposto corrige ate 
d;l _ iJ erros. Neste caso, 0 conjunto dos zeros correspun
dentes as posic;6es dos erros e obtido de urn ideaL ao inves 
de urn polin6mio. Mostrou-se que ambos, 0 algoritmo modi
ficado e 0 algoritmo de Porter, sao na verdade equivalentes. 
Esta fonnalizac;ao do problema da decodificac;ao de c6digos 
AG pela soluc;ao da equac;ao chave tern sido usada tambem 
em outros decodificadores prupostos [28-30]. 

o primeiro trabalho a proporcionar uma decodificac;ao ate 
metade da distancia mfnima foi proposto por Feng e Rao [31]. 
A elegante solu<;ao apresenlada utiliza urn esquema de de
cisao por maioria para determinar as sfndromes desconheci
das da palavra recebida (apenas algumas sfndromes sao con
hecidas e, uma vez conhecido urn certo numero de sindromes, 
pode-se determinar unicamente 0 vetor erro ocorrido). Este 
esquema de decisao por maioria de Feng e Rao foi apJicado 
posteriurmente au algoritmo de Porter por Shen e Tzeng [28]. 

As complexidades dos algoritmos acima descritos sao 
proibitivas para as apJicac;6es pniticas, nas quais necessita
se utiJizar codigos com comprimento elevado. No entanto, 
diversos esquemas nipidos de decodificac;ao, ou seja, com 
menor complexidade, tern sido propostos. Em 1990, S. 
Sakata apresentou uma generalizac;ao em varias variaveis do 
classico algoritmo de Berlekamp-Massey [23], que passou a 
ser conhecida como algoritmo BMS [32]. 0 algoritmo BMS. 
juntamente com 0 esquema de decisao por maioria de Feng e 
Rao, tern sido a base para a constrw;ao de diversos algoritmos 
de decodificac;ao rapida para codigos AG [33-40]. 

Com 0 uso de matrizes de blocos de Hankel de codigos 
sohre curvas planas, Feng, Wei, Rao e Tzeng [41] obtiveram 
uma redUl.ao da complexidade do esquema de decisao pOT 
maioria. A implementac;ao rapida proposta tern, no pior caso, 
complexidade 0 (r + 1) n2 ), em que r+ 1 eo grau da curva 
algebrica usada na definic;ao dos c6digos. 

Em 1999, M. A. Shokrol\ahi e H. Wasserman apresen
taram urn esquema de decodificac;ao de codigos AG chamado 
decodificariio de /ista, que consiste na busca pelo conjunto 
de palavras codigo que se encontram a uma determinada 
distancia maior que a metade da distancia minima do codigo 
[42]. Esta ideia altemativa de decodificac;ao foi proposta na 
decada de 1950 por P. Elias [43] e J. M. Wozencraft [44], 
contrariando 0 conceito tradicional em que a decodificac;ao 
consiste na busca pela unica palavra c6digo, caso exista, situ
ada dentro da esfera de decodificac;ao de diametro igual a 
distancia minima do codigo. Recentemente, alguns traba
lhos tem sido publicados nesta linha envolvendo os c6digos 
AG [45,46]. 

Para maiores detalhes sobre a historia da decodificac;ao dos 
c6digos AG, veja 0 artigo de H0holdt e Pellikaan [47]. 

No desenvolvimento de algoritmos de decodificac;ao para 
c6digos AG; observa-se de maneira geral algumas aborda
gens distintas: 

1.	 Uma primeira abordagem, que e a utilizada no algo
ritmo basico de Skorobogatov e VHidut [24], em que 
a sindrome e definida como urn mapeamento de urn 
subespa<;o linear de fun<;6es em urn carpo de localiza<;ao 

(corpo finito). Neste caso, a decodificac;ao consiste na 
solu<;ao de urn conjunto de equac;6es lineares sobre este 
corpo; 

2.	 Uma segunda abordagem, que ea utilizada no algoritmo 
de Porter [27], em que a sindrome edefinida como urn 
elemento em urn anel afim. Neste caso, a decodifica~ao 

consiste na soluc;ao de uma equac;ao chave neste anel; 

3.	 Uma terceira abordagem, da decodifka~ao de !ista [42], 
em que se admite a ocorrencia de mais erros que a ca
pacidade de correc;ao do c6digo; 

4.	 Vma quarta abordagem que merece men~ao ea que cn
volve a utilizac;ao de esquemas de decisao suave. em que 
o demodulador fornece informac;6es extras sohre a men
sagem recehida ao decodificador, que as utiliza para me
lhorar seu desempenho na decodificac;ao [36,48-50]. 

De modo a ilustrar estas abordagens, serao descritos sucin
tamente nas subsec;6es seguintes 0 algoritmo basico (primeira 
abordagem), 0 algoritmo de Porter (segunda abordagem), 0 

algoritmo de Shokrollahi e Wasserman [42] (terceira abor
dagem), e 0 algoritmo GMD [51] (quarta abordagem). Alem 
disso, serao vistos 0 esquema de decisao por maioria de Feng 
e Rao e 0 algoritmo BMS. Em seguida, sera discutida a 
questao da implementac;ao em hardware de decodificadores 
para codigos AG. 

3.1	 ALGORITMO BAslCO (PRIMEIRA ABOR
DAGEM) 

Considere X uma curva algebrica de genera g. Considere 
P;\' = {PI, ... , Pn } urn conjunto de pontos racionais da 
curva X sob 0 corpo algebricamente fechado II."q e 0 divisor 
D = Pl +... + Pn , cujo suporte eP.\'. Considere G = nQ 
urn divisor de grau a :::: 0, em que Q t/:- P.\' e urn ponto 
de X (suporte de G disjunto de p.\'). Suponha tambem que 
2g - 2 < a ::; n + 9 - 1. 

Considere nesta subse<;ao 0 c6digo C* (D, G) (dual do 
codigo C (D. G))\ que sera denotado simplesmente por C, 
cuja matriz de paridade e He = IIfi(Pj)lImxn, em que 
{ft, ... , fm} e uma base para 0 espac;o L (G). 

Considere uma palavra recebida v E F~ e as func;6es 
It, ... ,f m da base de L (G). As sindromes de v sao 
definidas por 

11 

S(V,fi) = LUjl'i(Pj),i = 1, ... ,m, (8) 
j=1 

caracterizando a primeira abordagem supracitada. 
o algoritmo basico proposto por Skorohogatov e Vliidul 

[24] permite a correc;ao simultanea de erros e apagamentos~. 

'Nonnalmente, os algoritmos de decodifica~ao trabalham sobre c6digos 
AG construidos por residuos de diferenciais (C* (D, G», ao inves de 
c6digos AG construidos peta avalia~ao de fun~6es racionais (C (D, G)). 
[sto. porque no primeiro caso a descri~ao da matriz de paridade e mais sim
ples, feita pela avalia~ao de fun~6es racionais em pontos da curva. 

-I A tinica diferen~a entre erros e apagamentos e que as posj~iies dos 
apagamentos sao prcviamente conhecidas pelo decodificador, restando ao 
algoritmo detenninar apenas os vatores destes apagamentos. 
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Considere e E IF~ 0 vetor de erros ocorridos, em que w (e) = 

t, erE IF~ 0 vetor de apagamentos, sendo w (r) = T. 

Denote por {El , .... Ed C P'r: e por {R l , ... ,RT } C 

Px os conjuntos disjuntos de pontos de Px corresponden
tes as posic;6es dos erros e dos apagamentos, respectiva
mente. Deve-se observar que, de fato, 0 algoritmo trata estas 
posic;5es (pontos de p.'r:) como elementos de IFq' 

Alem do divisor G = aQ, 0 algoritmo basico (algoritmo 
4 a seguir) depende ainda de urn divisor auxiliar F = bQ, 
em que b :S a. A capacidade do algoritmo basico de corrigir 
t erros e T apagamentos esta condicionada a este divisor F, 
que pode ser determinado pelas inequac;6es [24] 

I (F) > t + T	 (9) 

e 
a - b > t + 2g - 2. (0) 

Relativas a este divisor auxiliar F, sao consideradas ainda 
as matrizes H F = Ilki(Pj)llsxn. em que {k l , ... , ks } e 
uma base para 0 espac;o de func;5es L (F), e HC-F = 

Ilhi(Pj)llkxn, sendo {hI, ... ,hd uma base para 0 espac;o 
L(G-F). 
Algoritmo 4 (Basico) 

Entradas: 

•	 Uma palavra recebida v = (1'1, .... Vn ); 

•	 0 conjunto {R 1 •. ,. , R T } das posi~'oes de apagamen
tos; 

•	 As matrizes Hc. H F e H C - F . 

Saidas: 

•	 0 vetor e + r de erros e apagamentos. 

«< Passo 1 »> 
Determine a matriz HF-R = Ilgi(Pj)ll zxn' em que 

{gl, ... , gz} e uma base para L (F - L R i ). Observe que 
este esparo consiste nasjunroes de L (F) que passuem zeros 
nas posiroes R l , .... R T • Como L (F - L R i ) t;;; L (F), 
entao as junroes da base {gl' ... ,gl} podem ser escritas na 
forma L) l'jkj , sendo Xj E IF q . Tem-se, portanto, a sis

tema L5=1 kj(Ri)xj = O. para 1 :S i :S T. Do esparo de 
soluroes deste sistema. i (F - L Rd = deg (F - L R i ) + 
1 - 9 soluroes lineannente independentes podem ser obti
das. As combinaroes lineares das funroes da base de L (F) 
correspondentes as soluroes obtidas neste sistema determi
nam as junroes da base de L (F - L R i), das quais deriva 
a matri::. H F - R . 

<<< Passo 2 >>> 
Observe que gih) E L (G). Determine as ik slndromes 

5 (v. gihj) (equarao 8). com i = 1. ... , i e j = 1. ... , k. 

«< Pass03 »> 
Detennine uma soiurao nao trivial (Yl, ... , Y/) para a sis

tema L~=l 5 (v, gJh;) Xj = O. para 1 :S i :S k. A condirao 
da equariio 9 garante que este sistema possui peio menos 
uma solurao niio trivial. 

«< Passo 4 »> 
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Dada a solurao (Yl, ,Yz) obtida no passo 3. determine 
o conjunto de zeros {Ql, ,Qu} c Px da equarao 

gy = Ylgl + ... + yzg/· (II) 

Isto efeito examinando-se os pontos de Px um a um nesta 
equarao 11. A condirao da equarao lO garante que gy pos
sui entre seus zeros as posiroes dos erros e apagamentos 
ocorridos. 

«< Passo 5 »> 
Determine as slndromes 5 (v. fi) (equarao 8), com i 

1. ... . m. 

«< Passo 6 »> 
Determine uma solurao para a sistema L~'= 1 Ii (Q j ):1:J = 

5 (v, Ii). para 1 :S i :S m. que determina os valores dos 
erros e apagamentos indicados par gy (equarao JJ). 

Prova. Para detalhes sobre a prova deste algoritmo, veja 
[24]. • 

o algoritmo basico possui uma capacidade de correc;ao de 
t erros e T apagamentos. em que 

2t+T:Sd-g-l=a-3g+1. (12) 

Com relac;ao a sua complexidade algorltmica, obedecido 0 

limite acima para t e T (equac;ao 12), tem-se que ela nao e 
maior que 0 (d2n + g2 n ) :S 0 (n3 ) [24]. 

3.2 ALGORITMO BMS 

A grande parte dos primeiros algoritmos de decodificac;ao 
para c6digos AG esta baseada no processo de eliminac;ao de 
Gauss, 0 que implica uma complexidade algorltmica 0 (n 3 ), 

em que n e 0 comprimento do c6digo. Este nlvel de com
plexidade e proibitivo para aplicac;6es praticas, em que sao 
necessarios c6digos com comprimento elevado. Em vista 
da necessidade de esquemas de decodificac;ao para c6digos 
AG mais nipidos, diversos trabalhos vern sendo apresenta
dos neste sentido. 0 algoritmo BMS (Berlekamp-Massey
Sakata) [32,37], tern dado origem a algoritmos nipidos de 
decodificac;ao associado ao esquema de decisao por maioria 
proposto por Feng e Rao [31]. 0 primeiro e descrito nesta 
subsec;ao e 0 segundo na subsec;ao que segue. 

Dado urn inteiro J1. > 0, considere Z~ 0 conjunto das /1
uplas de inteiros nao negativos. Sendo a = (a 1, ... , a I.) E 
7JJL'd""+, consl a - '" = "'I "'2 "'" paraere notac;ao x Xl X 2 ... XJL urn 
monomio nas J1. variaveis Xl .... , X JL" Defina I (Xl, , 
XJL) = L", I",x'" como sendo urn polinomio em IFq[Xl , 

xJL]' 
Denote par 5 urn arranjo de dimensao J1. de elementos 

50. E IFq, em que a E Z;~. Diz-se que este arranjo S satisfaz 
a relarao de recursiio linear /1-dimensional com polinomio 
caracterlstico I se 

(13) 

para todo 'Y E Z~, em que 5",+'Y existe. A relac;ao de recursao 
linear J1.-dimensional representada pelo polinomio Ie dita ser 
valida para a arranjo 5 se a equac;ao 13 for satisfeita. 0 
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conjunto dos polinomios caracteristicos de todas as rela~5es 

de recursao linear fL-dimensionais validas para 0 arranjo S 
constitui urn ideal de fun~5es e sera denotado aqui por I (S). 

o algoritmo BMS proposto por Sakata constitue uma 
generaliza~ao em II variaveis do algoritmo de Berlekamp
Massey para decodifica~ao de c6digos BCH [23]. 0 algo
ritmo de Berlekamp-Massey determina atraves de rela~6es 

de recursao linear (registradores de deslocamento) em uma 
variavel, rela<;6es estas validas para as sindromes da palavra 
recebida, urn polinomio localizador dos erros ocorridos. Ja 
o algoritmo BMS, que tern como entrada urn arranjo II
dimensional S de elementos de JF q' fomece urn conjunto de 
polinomios minimos caracteristicos (uma base de Grabner 
minima para 0 ideal de fun~5es I (S» correspondente as 
rela~5es de recursao linear fL-dimensionais validas para 0 ar
ranjo S dado. 

Num processo de decodifica~ao, em que v = c + e e 0 

vetor recebido, sendo e 0 vetor de erros ocorridos, se S e urn 
arranjo II-dimensional de sfndromes de v, entao S satisfaz 
as rela<;5es de recursao linear fL-dimensionais com polinomio 
caracteristico f se e s6 se f (P) = 0, para todo P E sup (e). 
Portanto, 0 algoritmo BMS e utilizado para construir, a partir 
de urn conjunto completo de sindromes de urn vetor recebido, 
uma base para urn ideal de fun~6es (conjunto de polinomios 
minimos caracteristicos) em cujos zeros estao as posi~6es 

dos erros ocorridos. No entanto, deve-se observar que 0 al
goritmo BMS consiste apenas num dos componentes de urn 
esquema de decodifica~ao, uma vez que apenas uma parte 
do conjunto de sindromes e conhecido. Urn algoritmo de 
decodifica<;ao necessita ainda de urn componente adicional 
que determine as sindromes desconhecidas, tal como 0 es
quema de decisao por maioria descrito na subse~ao 3.3. 

3.2.1	 ORDENA(fAO DE MONOMIOS 

Considere agora a chamada ordena~ao de monomios lexi
cografica graduada reversa. Nesta ordena~ao, que e denotada 
por <gre," sendo a = (a1, ... ,aJl) e (3 = (;31, ... ,;3Jl)' 

adiz-se que x <grev x(3 ou a <grev ;3 se e s6 se lal = 
L; ai < 1;31 = L; j3; ou 10'1 = 1(31, a1 = f31, ... , aj-1 = 
;3j -1 e n j > f3j. Por exemplo, para fL = 2, tem-se 
que (0,0) <grev (1, 0) <grev (0,1) <grev (2.0) <grev 

(1,1) <grev (0,2) <grev (3,0) <grev (2,1) <gre,' 

(1,2) <grev "', ou 1 <grev x <grev Y <grev x 2 
<grev 

2 3 2 2XY <grev Y <grev x <grev x Y <grev XY <grev 

y 3 <grev .... Dado urn polinomio f (Xl, ... , XJl) = 
La fa xa , segundo esta ordena~ao <grev, denota-se por 
deg (I) e Ie (I) 0 expoente e 0 coeficiente do monomio lider 
(monomio de maior ordem), respectivamente. 

Sera considerada tambem uma ordenaf;i1o simples de II
uplas denotada por <, em que a < ,8 se e s6 se ai < (3;, 
para todo 1 ::s: i ::s: fL. Esta ordena<;ao simples nao constitui 
propriamente uma ordena<;ao de monomios, mas servira para 
expressar a divisibilidade de urn monomio por outro. 

3.2.2	 CONJUNTO DE POLINOMIOS MINIMOS 

Uma base de Grabner minima F para 0 ideal I (S) descrito 
ha pouco consiste em polinomios caracteristicos de rela~6es 

de recursao linear fL-dimensionais que sejam validas para 0 

arranjo p-dimensional S, e que possuam apenas monomios 
lideres mfnimos segundo a ordena<;ao de monomios <grev 

adotada. Diz-se, dai, que F e um conjunto de polinc'Jmios 
mfnimos para 0 arranjo S de entrada. 

Considere agora 0 caso em que a equa<;ao 13 e satis
feita apenas em parte do arranjo S. Considere os elementos 
validos do arranjo S ordenados segundo a ordem <gre,' de 
seus indices (fL-uplas). Se Sa e 0 elemento valida de maior 
ordem, em que a = deg (I) + "y, para todo "y E Z~, entao 
a equa~ao 13 pode ser escrita expressando Sa em fun~ao dos 
demais elementos S(3, em que f3 <gre,- n, ou seja, 

(14) 

A rela~ao de recursao linear p-dimensional representada pelo 
polinomio f (:T1, ... , XJl) e dita agora wilida para 0 arranjo 
S ate a entrada Sa, se a ;::: deg (I) (ordena~ao simples) e a 
equa~ao 14 for satisfeita, ou se a t deg (I). Caso contrario, 
se a ;::: deg (I) e a equa~ao 14 nao for satisfeita, ela e dita 
invdlida. 

o conjunto dos polinomios caracteristicos de todas as 
rela~6es de recursao linear p-dimensionais validas para 0 ar
ranjo S ate a entrada Sa e denotado por I a (S). Observe 
que este conjunto I a (S) nao constitui um ideal, uma vez que 
nao e fechado sob a adi~ao. Apesar disso, e fechado sob a 
mu1tiplica~ao de monomios, ou seja, se f (Xl, ... , XJ1) E 

Ia(S), entao X'Yf(X1' ... ,XJl ) E Ia(S). Alem disso, a 
defini~ao de um conjunto de polinomios minimos para este 
conjunto I a (S) coincide ainda com a defini<;ao de uma base 
de Grabner. 

Reformulando a equa~ao 14, tem-se que urn polinomio f 
pertence ao conjunto I a (S) se e s6 se 

(15) 
a 

para todo "y E Z~, tal que deg (I) + "Y ::S:grev a. 

3.2.3	 CONJUNTO DE SENTINELAS E CONJUNTO 
DELTA 

Defina conjunto delta, denotado por ~ (Ia (S)), como 0 

conjunto dos monomios (na verdade, indices) que nao cons
tituem termos lideres em qualquer polinomio de I a (S). Por 
esta razao, Sakata denominou ~ (Ia (S)) de conjunto de pon
tos exclufdos. Um conjunto F c I a (S) e urn conjunto de 
polinomios minimos para I a (S) se ~ (F) = ~ (Ia (S)). 

A validade dos polinomios caracteristicos de um conjunto 
F, que constitui a saida do algoritmo BMS, pode ser verifi
cada pela equa~ao 15, contudo e necessario ainda verificar se 
os polinomios de :F sao minimos (se seus monomios lideres 
sao minimos). Para realizar esta verifica~ao, sera necessario 
utilizar um segundo conjunto 9 de polinomios, chamado con
junto de sentinelas, definido em seguida. 

Considere f urn polinomio caracteristico de uma rela~ao 

de recursao linear JL-dimensional valida para 0 arranjo Sate 
todas as entradas S(3, com ;3 <grev a, mas nao necessaria
mente ate Sa' Defina 0 valor predito Pa para a entrada Sa 
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associ ado ao polinomio f pcla equat;:au 

-1 (16)Po (f) = k (J) 
/1<.,,.,,,.0 

Observe que esta cxpressao consiste simplesmente no lado 
direito da equac;ao 1-1-, Diz-se, entao, que a relac;ao de re
cursao linear /i-dimensional representada pelo polinomio f e 
valida ate a entrada 5 Q do arranjo 5 se e s6 se 0 valor real de 
8 0 for igual ao valor predito Pc>' 

Considere agora urn polin6mio earacterfstico g(XI . ... , 
Ill) de uma rela(,;ao de recursao linear )I-dimensional que e 
v,ilida para 0 arranjo S Ji-dimensional ate todas as entradas 
5j. cum ,j <yn", n. mas que e invalida ate a entrada So' 

Defina. entao. a eXlensao de 9 como sendo 0 vetar (indice) 
dado por 

Span (g) = Q - deg (9) ( 17) 

e sua discrepancia por 

Casu!J if: 10 (8), ou seja. casu Pa (g) f 50' tem
se que Spall (y) E 6 (In (5)). Neste caso. 0 polin6mio 
9 (.1'1 •... ..r ll ) e dito ser urn sentinela para a ponto Span (g). 

Defina urn conjunto Do como tendo um canto interior (veja 
exemplo na tabda I) associado a cada sentinela do conjunto 
de sentinelas Q C IFq[.r·l •.... xll]\I (5). Estes cantos interi
ores de 6 sao tambem membros do conjunto 6 (I (5)). 

0 2 3 
0 • 0 • • 
I 0 • • • 
2 0 • • • 
3 • • • • 

Tabela 1. I1ustrac;ao de urn conjunto Do = {( 1. O)}. Os pon
tos externos de 6. estao represcntados por sfmbolos 0 e os 
pontos intcrnos pDf simbolos o. Observe que estes pontos 
constituem realmentc cantos na tabela. 

Pur tim. a verificac;ao de se um conjunto F cum conjunto 
de polinomios mfnimos. dado urn conjunto de sentinelas Q. 
e fcita com base no fata que segue. Se F C Ic> (5) e 
9 C IFq[Xl' ...• x ll ]\IC>(5) e urn eonjunto de sentinelas 
para 0 conjunto delta Do (F), entao 6. (F) = .6 (In (5)),0 
que implica que :F e urn conjunto de polinomios mfnimos 
para Ic>(8). Se Fe 1(8) e 9 C JFq[Xl, ... ,xll ]\I(5) 
e urn conjunto de sentinelas para 0 conjunto delta Do (F), 
entao 6 (F) = 6 (1 (5)), 0 que implica que F e uma base 
de Grobner mfnima para 0 ideal I (5). 

3,2.4 DESCRlc;AO DO ALGORITMO 

o algoritmo BMS (algoritmo 5) basicamente opera sabre 
dois conjuntos: um conjunto de polin6mios minimos F e urn 
conjunto de sentinelas 9. Cada iterac;ao do algoritmo toma 
como entrada um conjunto de polinomios mfnimos F para 
urn conjunto Ii> (5) e urn conjunto de scntinelas Q para urn 
conjuntu delta 6 = 6 (10 (5)), e produz urn conjunto de 

254 

polinomios minimos F+ para urn cunjunto Ino (8) e 
conjunto de sentinelas 9+ para um conjunto delta 6-j 
6 (1(\+ (5)), sendo Q + 0 fndice de ordem irnediatamcnte 
perior a Q (ordenarnento < gre,')' 

Algoritmo 5 (Algoritmo BMS) 

Elltradas: 

•	 Um arranjo Il-dimemional 8 de elementos de IFq ,' 

•	 Um indice 0 E Z~; 

•	 Um conjunto de po!inomios mlnimos F para In (8),' 

•	 Um conjunto de Sel/tille/a.l· 9 para 6 (In (8»), com sue 
extensoes e discrepancias. 

Saidas: 

•	 Urn conjunto de po!inomios mlnimos F+ para In~ (5), 

•	 Um conjunto de sentinelas 9+ para 6 (1,,+ (5»). com 
suas extensoes e discrepiincias. 

«< Passo 1 »> 
Considere 0 conjunto F' = {f E F I deg (f) s: Q +}, 

Para cada f E F', calcule (/ valor predito P,,+ (f) (equarao 
16), Considere 0 conjullto N = {f E :F' I Pc>+ (f) I 8 0 + }. 

«< Passo2 »> 
Fara 9+ = 9 u N. Para cada fE/V, calcule e ar

mazene a extellsao Spall(f) (eqllapio 17). Faro ~+ = 
6 U {Span (1) I fEN}. Para coda fEN. calcule e ar
mazene a discrepiincio 51 (equarao 18). 

«< Passo3 »>
 
Para cada :3 E Ext 6 + (cantos externos de 6+). proceda
 

o seguinte: 

•	 Primeiro, se existir urn f E F\N. tal que deg (f) = 3, 
entiiofara hun (Xl • ..• ,:rill = f (Xl • .•. ,Xp ); 

- Em coso contrdrio. se f3 i 0 +, tome Ilm fEN. 
lal que deg (f) s: :3, e fora h (13) (.1'1 ..... =x ll ) 
X· i3-deg(f)f (.I',1, ... , X J.l')., 

- Em coso contrdrio. tome um!J E 9, tal que 
Span(g) 2: Q+ - ;3. e um fEN. tal que 
deg(f) s: 13. Considere os indices q = ;3
deg (f) e p = Spall(g) - n+ + 3. Faro. 

h (3entao. ) (Xl, .... X Il ) = I
q f (.1'1. ' ... X Il ) 

~"Pg (.~~ ).
6~t.' oLl1···.oA..-Ji' 

!J 

Por jim, tem-se que F+ = {h(i3) (XI. ' .. , .I'lL) I ;J E 

Ext 61-}. 
Prova. Para detalhes sobre a pruva deste algoritmo. veja 

[32,37]. • 

No passo 1 do algoritmo BMS (algoritmo 5). a validade 
dos polin6mios de F, que por hipotese correspondem a 
rela<;6es de recursao linear Il-dimensionais validas para to
das as entradas do arranjo S ate a entrada SQ' etestada para a 
proxima entrada 5Q~' OS polinomios invalidos para a entrada 
Su+ podem ser usados como sentinelas. sendo armazenados 
no conjunto N. No passu 2, 0 conjunto de pontos cxclufdos 
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~ = ~ (I" (5)) e atualizado usando os novos sentinelas con
tidos no conjunto N. Observe que pode ocorrer de urn ou 
mais fEN serem sentinelas de pontos exclufdos Span (f) 
que ja perten9am ao conjunto~. Alem disso, deve-se levar 
em considera9aO que ao acrescentar urn novo ponto excluido 
r ao conjunto ~. deve-se certificar que todos os pontos (3 ::; r 
tambem perten9am ao conjunto atualizado ~ + (acrescenta
los se necessario). de modo que este conjunto ~ + tambem 
seja urn conjunto delta, segundo a defini9ao. Os valores de 
Spall (f) e 6f sao armazenados para urn possivel uso poste
riormente no passo 3. 0 passo 3 consiste na determina9ao 
do conjunto atualizado F+ de polin6mios validos para 0 ar
ranjo 5 ate a entrada 5,,+. Este conjunto F+ e urn conjunto 
de polin6mios minimos para 1,,+ (5) e g+ e urn conjunto de 
sentinelas para ~ (Ia + (5)). 

3.3 ESQUEMA DE DECISAO POR MAIORIA 

No corpo <C dos numeros complexos. a transformada de 
Fourier discreta de urn vetor u = (UO • .... 'U 71 -1) de numeros 
compJexos e urn vetor U = (UO• ..•• U,,-d. em que Uk = 
",,,-I -J"rrki Db
L-Ji=O f: " 'Ui. sendo ,,:I = 0, ... ,n ~ 1. serve que 0 
termo e-) ~,~ constitui uma raiz n-esima da unidade em <C, ou 

seja, (e- j 2,~ ) n = 1. Num corpo finito JFq. urn elemento (} 

de ordem n tambem constitui uma raiz n-esima da unidade. 
Por analogia, define-se a transformada de Fourier de urn vetor 
v = (VI, , V n ) em urn corpo finito JFq como sendo 0 vetor 
V = (VI, , Vn ), em que 

" 
Vj = Lo:ijVi' j = 1, ... ,n. (19) 

i=1 

sendo 0: E JFq urn elemento de ordem n. 0 vetor v 
pode ser obtido pela transformada inversa dada por Vi = 

~ 'L,7=1 o:-ijVj, para i = I, ... ,n, em que n == 0 modp, 
sendo p urn inteiro primo e q = pm, para algum inteiro m. 

Observe que a equa9ao 19 equivale a expressao das sin
dromes de uma palavra recebida v para urn c6digo em uma 
variavel (c6digos BCR, RS, etc.). De urn modo geral. a trans
formada de Fourier de urn vetor recebido v = c + e. em 
que e e urn vetor erro, para urn c6digo (n. k) qualquer. pode 
ser vista como 0 conjunto das sindromes 5 i (v) = Si(e) = 

hieT , para i = L ... , n, em que hi sao as linhas da matriz 
de paridade do c6digo. 0 importante neste fato e que, uma 
vez conhecidas as n sindromes de v (apenas n - k sindromes 
sao conhecidas a principio), e possivel determinar 0 vetor e 
ocorrido atraves da transformada inversa de Fourier. 0 es
quema de decisao por maioria proposto por Feng e Rao [31] 
permite se obter recursivamente as sindromes desconhecidas, 
possibilitando assim a decodifica9aO de v. 

3.3.1 ANTI·LACUNAS 

Considere uma curva algebrica plana X de genero 9 sobre 
urn corpo IF'q' Considere 0 divisor D = PI + ... + Pn de 
pontos racionais de X e 0 ponto racional Q tambem de X, 
mas disjunto do suporte de D. Sendo m urn inteiro nao nega
tivo, considere divisores do tipo mQ (divisores de urn unico 
ponto). 

Defini~ao 6 (Lacuna) Um inteiro nao negatil'o Tn edito ser 
uma lacuna ("gap") de um ponto Q de uma curva X. se 
I (mQ) = I (( 7H - 1) Q). 

Pelo teorema de Riemann-Roch (teorema 2), valores de 
7H > 2g - 1 nao constituem lacunas. Para valores de TTl 

ate 2g - 1, observa-se que 1 = 1(0) ::; I (Q) ::; ... ::; 
I ((2m - 1) Q) = g. Ou seja. existem 9 valores diferentes 
de I (iQ), para 0 ::; i ::; 2g - 1, e, portanto, urn total de g 
lacunas. 
Defini~ao 7 (Anti-lacuna) Um inteiro positivo m edito ser 
uma anti-lacuna ("nongap") de um ponto Q de uma curl'G 
X, se I (mQ) =J- I ((m - 1) Q), Oil seja, se e s6 se existir 
uma jwu;:fio racional f E L (mQ), tal que vQ (f) = -7H 

(possui polos de ordem m em QJ. 
Se mi e uma anti-lacuna e TTli-l < mi, entao 0 = 7Ho < 

TTlI < ... < 7H g -l < m g = 2g e mi = i + g, para i 2: g. 
Tambem, se ml e m2 sao anti-lacunas de Q. entao TTl 1 + TTl2 

tambem e uma anti-lacuna de Q. Portanto, as anti-lacunas de 
urn ponto Q formam urn semi-grupo na adi<;ao. 

Denote por Cm,. 0 c6digo AG C* (D. TTl.~Q) de compri
mento n e dimensao n - TTl h' + 9 - 1. Assuma TTl" > 2g 
e considere k = mk - g + 1 a dimensao do c6digo dual. 
Denote por (mi liE N) a sequencia das anti-lacunas de Q, 
em que 0 < ml < ... < 7Hg-l < 2g e m, = i + g, para 
i = g, 9 + 1, ... ,mk - g. Denote por gi uma fun<;ao racional 
que possui urn p610 de ordem 7Hi no ponto Q. e nenhum outro 
p610 mais. Tem-se que gl, ... , gk constitui uma base para 0 
espa90 L (mkQ) ortogonal ao c6digo Cm ,. 

3.3.2 MATRIZ DE SiNDROMES BI-DIMENSIONAIS 

Se e e urn vetor erro ocorrido em uma palavra recebida, 
defina 5 = IISi,jllkxk como a matriz de s(ndromes bi
dimensionais correspondentes a e, cujos elementos sao dados 
por Si,j (e) = L~=1 eu,gi (PU1 ) g) (PU, ), em que os 'UtS sao 
as posir,;6es dos t erros ocorridos. Se v = c +e e uma palavra 
recebida, para c E Cm " e TTli + mj = m p ::; mko entao 
gigj E L (mpQ) <;;;: L (mkQ) e 5 i ,j (e) = 5 i.j (v). Portanto, 
5 i ,j e uma entrada conhecida da matriz 5 se 7Hi + m) ::; mk 
(conserve esta notar,;ao). 

Defina 0 conjunto de pares Nk como sendo Nk = {(i, j) E 
N2 Imi + mj = mk+l} e denote por nk seu numero de ele
mentos. As entradas da matriz 5 com indices (i,j) E N k 

sao as primeiras sindromes desconhecidas com relar,;1io ao 
c6digo Cmk a serem determinadas. Uma vez determinada 
uma entrada 5 i,j, com (i,j) E Nb entao todas as outras en
tradas 5 i ',j" com (if,]') E Nk , podem ser obtidas. Isto, 
porque cada uma das funr,;5es gigj. gi,gj' e gk+l gera 0 
espar,;o L (mk+lQ) \L (mkQ). Ou seja, existem elementos 
Ai,j, Ai,j,r E JFq , com A,,) f- 0, tais que gig) = Ai.jgk+l + 
Lr<k Ai.),rgr =} 5 i ,j = Ai.j 5 k+l + Lr<k Ai.p5r. para 
todo (i, j) E Nk. Alem disso. esta rela9ao-e a mesma para 
qualquer vetor erro. 

Considere agora a matriz S(i,j) = 115r ,sllixj. Se Tni + 
mj = mk+l, entao todos os elementos de 5 (i.j) sao conhe
cidos, exceto 5 i ,j. Se mi + TTlj = mb entao 5 (i, j) equivale 
amatriz de sfndromes determinada no passo 2 do algoritmo 
basico (algoritmo 4) para 0 c6digo em, (mk eo parametro a 
naquele algoritmo). 
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3.3.3 CANDIDATOS E DISCREPANCIAS 

Considere (Lj) E N", ou seja, mi + mj = mk+1. 
Defini~ao 8 (Candidato) Diz-se que um ponto (t. j) e um 
candidato com relG(;iio ao c6digo C m , se as matrizes S(i. j
1). S (i ~ 1. j - 1) e S (t - 1. j) apresentam 0 mesmo posto. 

Se (t, j) e urn candidato, entao existe urn unico valor S:,j 
a ser atribufdo aentrada desconhecida Si.), de modo que as 
matrizes S (i - 1. j - 1) e S (t. j) possuam 0 mesmo posto. 
G elemento S:.) e dito ser urn valor candidato ou predito da 
sfndrome desconhecida Si.j. 

Denote 0 numero de candidatos verdadeiros ou corretos, 
em que S:.j = Si.j, por Teo numero de candidatos falsos 
ou incorretos, em que S:.j i- Si.), par F. 
Defini~ao 9 (Discrepancia) Um Indice (i, j) edito ser uma 
discrepancia (niio conjundir com 0 conceito de discrepancia 
usado na descririio do algoritmo BMS na subseriio 3.2) se as 
matrizes S (i - 1,j - 1), S (i - 1,j) e S (i,j - 1) possuem 
um mesmo posto, que difere do posto de S (i, j). 

Em se aplicando 0 algoritmo de eliminaC;;ao de Gauss 
sem troca de linhas ou colunas a matriz de sfndromes bi
dimensionais S, as discrepancias serao os pivos da matriz 
resultante. Portanto, 0 numero total de discrepancias, de
notado par DT, e igual ao posto de S. Alem disso, a ma
triz S pode ser escrita na forma S = XyX T , em que 
X = Ilgi(PuJ ) Ilkxt e Y = cliag(eu" ... ,eu ,) (matriz diago
nal). Portanto, 0 numero total de discrepancias e, no maximo, 
igual ao numero de erros ocorridos t. 

3.3.4 TOMADA DE DECISAO 
1Considere v = c + e uma palavra recebida com t ::; n'2

erros com relaC;;ao ao c6digo Cmk (nr e definido abaixo pela 
equaC;;ao 21). Entao, todas as sfndromes bi-dimensionais S,,j' 
com mi + mj ::; m", sao conhecidas e as demais sfndromes 
sao desconhecidas. 

Denote 0 numero de discrepancias conhecidas por K. Urn 
candidato e incorreto se e s6 se for uma discrepancia. Entao, 

K + F ::; DT ::; t. (20) 

Se (i,j) e uma discrepancia conhecida, entao todas as en
tradas (i. j') e (if, j), com j' > j e if < i, nao sao candidatos. 
Se (i, j) E N k nao e urn candidato, entao existe pelo menos 
uma discrepancia conhecida na mesma linha i ou coluna j. 
Portanto, 0 numero de pares (i,j) E N k que nao sao can
didatos e, no maximo, 2K. 

o numero de pares (i. j) E N k que sao candidatos e igual 
a T + F. Portanto, 

n r = nO de candidatos + nO de nao candidatos 

::; (T + F) + 2K. (21) 

Como, por. hip6tese, w (e) = t ::; n '2-
1 , tem-se das 

1inequac;;6es 20 e 21 que K + F ::; n'2- =} 2K + 2F + 1 ::; 
nr ::; T + F + 2K =} F < T. 

Nao h<i uma forma direta de determinar se urn candidato e 
ou nao verdadeiro. Contudo, se for atribufdo urn valor predito 
a cada urn dos candidatos, entao a maiaria, T candidatos, tera 
o mesmo valor, que e por definiC;;ao 0 valor correto de Sr+1. 
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Urn algoritmo de decodificaC;;ao com decisao por maioria 
na forma apresentada aqui tern uma complexidade 0 (n3 ), 

no entanto algaritmos que associam 0 algoritmo BMS ao 
esquema de decisao por maioria apresentam complexidades 

menores, da ardem de 0 (n±). 

3.4	 ALGORITMO DE PORTER (SEGUNDA 
ABORDAGEM) 

o algoritmo de decodificaC;;ao de Porter pode ser visto 
como uma generalizaC;;ao da soluC;;ao da equaC;;ao chave para 
c6digos de Goppa classicos pelo algoritmo de Euc1ides em 
urn anel de polinomios em uma unica variavel r27]. No caso 
dos c6digos AG, ao inves de urn anel de polinomios em uma 
variavel, tem-se 0 anel de func;;6es racionais em uma curva. 
denotado por K x (P), definido a seguir. 

3.4.1 ANEL AFIM K x (P) 

Considere uma curva projetiva, nao singular e irredutfvel 
X de genero 9 definida sobre 0 corpo IF'q. Considere IF'q (X) 0 

corpo das func;;6es racionais em X. Considere p. PI, ... , Pn 

pontos racionais (equivalentes a lugares de grau I) de ,1'5, e 
Do divisor PI + ... + Pn' Considere tambem 0 divisor G, 
cujo suporte e disjunto de {PI, ... , Pn }. 

Defina, entao, 0 anel atim K x (P) com relaC;;ao ao pon
to (lugar) P como sendo Koc(P) = U E IF'q(X) I 
sup((I)x) c;::: {P}}, ou seja, 0 conjunto das func;;6es 
racionais em X que possuem p610s exclusivamente em P. 

Defina 0 grau de umafunriio f E K oc (P) por cleg (I) = 

-Vp (I), em que Vp (I) e a func;ao de avaliaC;ao discreta de 
fern P. Observe que, se f. 9 E K oc (p), entao cleg (lg) = 

cleg (I) + cleg (g), e cleg (I + g) ::; max [cleg (I), cleg (g)]. 
Tambem, se cleg (I) = cleg (g), entao existe urn A E IF'~, tal 
que cleg (I - Ag) < cleg (I). 

3.4.2 ISOMETRIA DE CODIGOS 

Considere urn c6digo linear C. Se c = (Xl, ... , X n ) euma 
palavra c6digo de C, detina ac = (X"(l)' ... ,x,,(ll)) como 
sendo uma permutac;;ao das posic;;6es da palavra c, e aC = 

{CTC ICE C}. Dois c6digos lineares C1 e C2 em IF'~ sao di
tos equivalentes se C1 = CTC2 , para alguma permutac;;ao CT. 
Considere A = (AI, ... ,An) E IF'~ uma n-upla nao nula. De
fina, entao, AC = (A1X1, ... , AnXn) e AC = {Ac ICE C}. 
Dois c6digos lineares C1 e C2 em IF'~ sao ditos isometricos 
se existir uma n-upla A de elementos nao nulos de IF'q e uma 
permutac;;ao a, tais que C1 = AaC2 . Pode-se ver que este 
mapeamento Aa mantem a metrica de Hamming do c6digo 
invariante. 

Considere C 1 e C2 dois c6digos isometricos em IF';;, com 
C1 = ACTC2 . Suponha que A (C2 ) e urn algoritmo de 
decodificaC;;ao de C2 que corrige ate t erros. 0 seguinte 
procedimento, chamado algoritmo de decodificariio induzido 
ACT A (C2 ), corrige 0 c6digo C 1 tambem ate t erros: 

I. Entrada: v; 

5Neste algoritmo. enecessario reservar urn dos pontos racionais da curva 
para a defini9ao de urn divisor extra E. 
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3.	 Execute A (C2) com 0 vetor de entrada u para obter c' E 

C2 ; 

4.	 Safda: c = '\O"c'. 

Portanto. uma vez que urn decodificador para urn dos 
c6digos de uma classe de isometria e dado. entao todos as 
decodificadores dos c6digos desta classe sao obtidos atraves 
de algoritmos induzidos. 

Se meum inteiro, entao existe uma funr;ao h E K x (P) 
e urn inteiro positivo Il, tais que as c6digos AG C* (D. mP) 
e C* (D, (h)o - pP) sao isometricos. Sem perda de genera
Iidade, portanto, sera utilizado aqui 0 c6digo C* (D. G). em 
que G = E - {lP e E e urn divisor efetivo. 

3.4.3	 RESiouos DE DIFERENCIAIS 

Considere P urn ponto racional de X disjunto de {PI, ... , 
P,,}. Considere E urn divisor efetivo e p urn inteiro positivo, 
tais que E e D = PI + ... + Pn possuem suportes disjuntos 
e deg (E - pP) 2: 2g - 1 (teorema de Riemman-Roch). 

Mostra-se que existem sempre n diferenciais E1, ... ,En E 

D(-D - /-lP) (espa90 de diferenciais gerado pelo divi
sor -D - pP) independentes m6dulo n (-pP), tais que 
ResP, (c J) = 1, se i = j. e ResP, (cJ) = 0, se i f- j [27]. Se, 
alem disso, /-l = 1, entao (Ei) -x; = Pi + P, para 1 ::; i ::; n. 

Mostra-se tambem qut':, para todo diferencial W E D(E 
pP - D), w = 2:TI=l ResP) (w) Ej [27]. 

Defina c (c) = I:i CiEi. Este mapeamento E : IF~ --. nx 
(nx e0 espar;o de diferenciais associados acurva X) e na 
verdade um mapeamento inverso de ResD, uma vez que 
ResD (E (c)) = c. Alem disso, E (c) E n (E - pP - D) 
se e s6 se c E C* (D, E - /-lP). 

3.4.4	 AS SiNDROMES 

Segundo a primeira abordagem na decodifica~ao de c6di
gos AG, as sfndromes de uma palavra recebida v E IF~ sao 
definidas par urn mapeamento S do espar;o de funr;6es L (G) 
para 0 corpo 1Fq' Este mapeamento e dado por S (v, J) = 

2::~1 vi! (Pi), em que f E L (G). 
Nesta segunda abordagem, a sfndrome de uma palavra 

recebida v E 1F~ e definida como urn elemento do anel 
afim K ex (P), que consiste numa generalizaC;ao das sfn
dromes dos c6digos de Goppa chissicos. A definir;ao das 
sfndromes que sera apresentada e valida para e6digos da 
forma C* (D, E - pP), 0 que nao constitui uma restric;ao, 
uma vez que qualquer c6digo AG e isometrico a algum 
c6digo deste tipo. 

Suponha que E = (h)o (divisordos zeros de h), com hE 
K-x; (P), em que h nao possui zeros em qualquer dos pontos 
Pl . ... oP,;de X. 

Mostra-se que existe sempre urn diferencial Ti, tal que [27] 

sup ((Ti)o) ~ {P} ==} (17)0 = IP (22) 

e sup ((1/)) n ({PI, ... , Pn } U sup (E)) = 0. Se X euma 
curva de genero 9 > 1, entao l > O. 

Definj~ao 10 (Sindrome) A s(ndrome de um vetor recebido 
v E 1F~ para um c6digo C*(D, E - /-lP) e definida como 0 

mapeamento linear S : 1F~ --. IF q (X) dado por S (v) 1/ = 
,,\,n	 h(P, )-hL..oi=l Vi~Ei' 

o nome sfndrome para este mapeamento S ejustificado 
pelo fato de que, se E = (h)o' entao v E C*(D, E - /-lP) {:} 
S(v) == 0 modh. 

Como ja foi afirmado, esta sfndrome S (v) constitui urn 
elemento de K x (P). 

3.4.5	 DECODIFICACAO PELA SOLUCAO DA 
EQUACAO CHAVE 

Por simplicidade, assuma que 0 diferencial 11 e tal que 
(1/) = (2g - 2) P. 

Considere lV urn divisor em X, tal que 0 ponto P nao 
pertence ao suporte de l-F. Defina 0 ideal K x (P.1F) como 
sendo !{x (Po H/) = {f E K x (P) I f = 0 au PQ (.f) 2: 
nQ (lVn, em que nQ (W) e 0 coeficiente do ponto Q no 
divisor W. 

Considere E = (h)o (suparte disjunto de {Pl . ... 0 P,,}). 
Dada a sindrome S (v) da palavra recebida v E 1F~, a 
decodificar;ao de v e feita pela solur;ao da equarao chaw 

f 5' (v) == r mod h =? (23) 

fS(v)=r+qh, 

em que f E Kx. (P), r, qE Kx. (p, (1])E!tY) e deg (r) < 
deg (j) + 2g - 2 + /-l. 0 par (I, r) edito ser uma solw;ao 
wilida para a equac;ao chave. Vma solur;ao valida (j, r) edita 
ser minima se deg (I) for 0 menor entre os graus de todas as 
funr;oes J' 0 tais que (I', r') tambem e uma solur;ao valida. 

Defina agora 0 de/eito de Clifford 0" do par (E, P) pela 
equa~ao 0" = max{ deg(~-kP) - (l(E - kP) - 1) IkE N}. 
Mostra-se que 0" ::; ~ [24]. 

Segue, entao, a chamado teorema da decodificar;ao. 
Teorema11 (Decodifica~ao) Considere a palavra recebida 
v = c+e. em que c E C*(D, E -pP) eumapalavra c6digo 
e e E 1F~ eum vetor de erros ocorridos. Tem-se que: 

J.	 (Existencia) Existe uma solur;:ao veilida (for) para a 
equar;:ao chave de v (equar;:ao 23), tal que ]17 E 

f2(-D-pP) ee=ResD (]17); 

2.	 (Unicidade) Considere a ocorrencia de ate t = d;l - 0" 

erros, em que d e a distancia minima projetada do 
cOdigo e 0" 0 de/eito de Clifford. Se (f. r) e uma 
solurao wilida mInima da equarao chave de v, entao 

}1) E fl (-D - pP) e e = ResD (]1]). 
Este teorema estabelcce que 0 problema da decodificar;ao 

resume-se aobtenc;ao de uma solur;ao valida para a equac;ao 
chave (equar;ao 23). Esta solur;ao para a equar;ao chave pode 
ser obtida atraves do algoritmo proposto par Shen e Tzeng 
[28], que utiliza uma seqiiencia de sub-resultantes e consti
tui uma generalizar;ao do algoritmo de Euclides. A utiliza~ao 

deste algoritmo de Shen associado ao algoritmo de Porter per
mite a decodifica9ao dos d;l - 0" erros com uma complexi
dade 0 (n3 

). 
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3.5	 ALGORITMO DE SHOKROLLAHI E 
WASSERMAN (TERCEIRA ABORDAGEM) 

Usual mente, se 0 numero de erros inseridos no vetor re
cebido durante uma transmissao for maior que d;l, entao 
a decodificac;ao da palavra codigo unica geralmente nao e 
possive\. Entretanto, para uma quantidade limitada e de er
ros, e possive! se construir urn algoritmo que fome<;a uma 
lista com todas as palavras codigo cujas distancias de Ham
ming do vetor recebido sejam menores ou iguais a e. A este 
tipo de decodifica<;ao da-se 0 nome de decod(ficarao de lista. 
Defini~ao 12 Um c6digo de bloco linear C de comprimento 
n de.finido sobre JFq e dito (e, b)-decodificavel se toda esfera 
de Hamming de raio e em JF~ contiver no maximo b palavras 
aMigo. 

Portanto, urn codigo (e, b)-decodificavel permite uma de
codifica<;ao de lista com listas de tamanho no maximo b. 
Urn mesmo codigo pode ser (e, b)-decodificavel para dife
rentes valores de e e b. Para dar dois exemplos extremos, 
observe que qualquer codigo definido sobre JFq de com
primento n, dimensao k e distancia minima d (urn codigo 
(71, k, d)) e (l d;1 J, 1)-decodificavel, assim como tambem 
(n, qk)-decodificave\. 

Considere X uma curva algebrica de genero 9 definida so
bre JFq' e JFq (X) seu corpo de fun<;6es. 

Considere PI, .... Pn pontos racionais da curva X, e G 
urn divisor de X cujo suporte seja disjunto do suporte do di
visor D = PI + ... + Pn . Denote por n 0 grau do divisor G 
e considere n < n. 

Considere 0 espa<;o de fun<;6es L(G) do divisor G. a 
chamado teorema de Riemann estabelece que a dimensao 
l(G) de urn espa<;o L(G) sobre JFq e finita e limitada infe
riormente por n - 9 + 1. 

as codigos AG utilizados no algoritmo descrito aqui sao 
os construidos por fun<;6es (codigos C(D, G)). Observe que 
cornumente os codigos AG utilizados nos diversos algorit
mos de decodifica<;ao propostos na literatura sao aqueles con
struidos por diferenciais, diferentemente do que ocorre neste 
caso. Esta diferen<;a, entretanto, nao e essencial, uma vez que 
qualquer codigo AG pode ser definido das duas maneiras. 

Pela aplica<;ao do teorema de Riemann, prova-se que 
C(D, G) e urn codigo (n, k, d), em que k 2': n - 9 + 1 e 
d 2': n - n. a valor d* = n - n e a distancia minima proje
tada de C(D, G). 

a algoritmo 14 de decodifica<;ao de lista e resultado do 
teorema que segue. 
Teorema 13 Considere C um c6digo AG de comprimento n 
e dimensao k definido por uma curva algebrica X de genera 
9 sobre JFq' Entao, para urn inteiro positivo b, C e urn c6digo 

(n - /3 -1. b)-decod(ficavel, sendo (3 = 1~tt + b:: + 9 - II 
en=k+g-1. 

Prova. Veja [42].	 • 

Algoritmo 14 (Decodificador de lista) 

Entradas: 

•	 Um vetor recebido y = (YI, Y2, ... , Yn); 

•	 Urn divisor F de grau (3 - bn = 1m+ b:: + 9 - ll, 
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cujo suporte seja disjunto de D. 

Saidas: 

•	 Uma lista de b palavras codigo x com distancia de Ham
ming no maximo n - (1 - 1 do vetor recebido y. 

<<< Passo 1 - Interpola~ao >>> 
Encontrar Wll polinomio dijerente de zero H(T) = ubTb + 

.. ·+uIT+uo E JFq(X) [TJ, em que Ui E L(F+(b- j)G), tal 

queH(Pi.Yi) = L~=ouj(Pz)Yf ezeroparai = 1, ... ,n. 

<<< Passo 2 - Fatora~ao >>> 
Encontrar todas as ralzes p de H(T) em JFq(X)[T]. Para 

cada p encontrada, calcular () vetor :r: p = (p(PI )..... 
p(Pn )). Se x p e nao definido ou se a distancia entre x p e 
o vetor recebido y for maior que n - /3 - 1. descartar ;T p . 

Caso contrario, acrescentar X p alista de palavras ccJdigo de 
saIda. 

Prova. Para detalhes sobre a prova deste algoritmo, veja 
~~. . 
Teorema 15 Considere C um ccJdigo AG de comprimento 71 

e dimensao k definido por uma curva algebrica X de genero 

g. Considere n = k + 9 -1 e 1-3 = IJ2nn + 9 - ll. Entao, 

C e ( n - (3 - 1.1 )2n/nl) -decod(ficavel. 

Prova. Veja [42].	 . • 

a passo 1 do algoritmo 14 consiste basicamente da solu<;ao 
de urn sistema de equa<;6es lineares. A existencia de urn 
polin6mio nao trivial H(T) no algoritmo segue do fato de 
que urn sistema de equa<;6es homogeneo com mais variaveis 
desconhecidas que equa<;6es possui sempre uma solu<;ao nao 
trivial. 

A complexidade do algoritmo 14 do decodificador de lista 
e determinada pelo passo 2. A principal tarefa do algo
ritmo 14 consiste na determina<;ao das raizes em JFq (X) de 
H(T) E JFq(X)[T]. Para completar 0 decodificador de lista, 
portanto, e necessario descrever urn algoritmo que determine 
estas raizes. Shokrollahi e Wasserman prop6em urn algo
ritmo para fatorar completamente H(T) [42]. Este algoritmo 
de fatora<;ao, no entanto, nao sera descrito aqui. 

3.6	 ALGORITMO GMD (QUARTA ABOR
DAGEM) 

Urn sistema de comunica<;ao digital possui no centro de 
sua topologia urn canal analogico. Cabe ao modulador (de
modulador) converter este canal anal6gico num canal digital 
a ser visto e acessado pelo codificador (decodificador). Urn 
sistema de codifica<;ao para controle de erros pode apresentar 
melhores resultados se houver algum tipo de itera<;ao entre 
o codificador (decodificador) eo modulador (demodulador). 
as algoritmos de decodifica<;ao usando decisao suave, no 
caso 0 algoritmo GMD ("generalized minimum-distance"), 
sao esquemas deste tipo, que utilizam informa<;6es extras 
obtidas do demodulador. Para urn determinado c6digo, a 
decodifica<;ao com decisao suave apresenta urn desempenho 
melhor que a decodifica<;ao com decisao brusca ("hard deci
sion"). No entanto, estes sistemas sao mais complexos, sendo 
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uteis em geral apenas para c6digos pequenos. Num caso ex
tremo em que a complexidade do sistema possa ser descon
siderada, as tarefas de demodula<;:ao e decodifica<;:ao podem 
ser feitas simultaneamente. 

o algoritmo GMD, propasto por G. D. Forney Jr. em 1966, 
consiste num esquema generico que pode ser aplicado a qual
quer c6digo de hloco linear. Vma discussao detalhada do 
algoritmo GMD, que e a base para este tipo de abordagem, 
pode ser obtida em Blahut [23, pp. 464-473]. Aqui, apenas 
como referencia, segue uma descri<;:ao do algoritmo GMD. 
Algoritmo 16 (Algoritmo GMD) 

Entradas: 

•	 Um vetor recebido V- de comprimento n; 

•	 Um nlvel de confiabilidade 0' associado a cada posirGo 
do vetorv-. 

Saidas: 

•	 Umil palavra ccJdigo decodificada Cr', ou uma indicarGo 
de falha de decodificarao. 

«< Passo 1 »> 
Detenninar as d* - 1 componentes Vi do vetor recebido 

V- que apresentam os menores n{veis de confiabilidade 0'. or
denadas segundo estes: O'il s: O';z s: O'i:3 s: ... s: O'id* -1' 

Fazer 1= 0. 

«< Passo 2 »> 
/ntroduzir apagamento nas I componentes do vetor re

cebido V- de menores n{veis de confiabilidade 0'. ou seja. 
Vi" Viz • .... '/!;,. Executar () decodificador de erros e apaga
mentos para 0 vetor recebido v acrescido dos apagamentos. 

«< Passo 3 »> 
Verificar se V- . cr > n - d*. Se a desigualdade for ver

dadeira. conduir que a palavra C, fomecida pelo decodi
ficador de erros e apagamentos e a palavra c6digo procu
rada e parar 0 algoritmo. Se a desigualdade for falsa ou se 
o decod~ficador de erros e apagamentos nao fomecer uma 
palavra Cr' decodificada. fazer 1 = 1+ 2. 

«< Passo 4 »> 
Verificar se 1 > d* - 1. Se a desigualdade for verdadeira. 

conduir que ocorreu falha na decodificarao e parar 0 algo
ritmo. Se a desigualdade for falsa. retomar ao passo 2. 

Prova. Para maiores detalhes sobre a prova deste algo
ritmo, veja [23, pp. 464-473]. • 

Baseado nas informa<;:5es de decisao suave, 0 algoritmo 
GMD (algoritmo 16) gera uma serie de vetores v-(l) incluindo 
apagamentos ao vetor recebido V-. Para cada I, de 0 a d* - 1, 
ele apaga as 1componentes da palavra recebida para as quais 
o nfvel de confiabilidade e menor. 0 vetor v(l) e, entao, de
codificado usando urn decodificador de erros e apagamentos. 
Se 0 decodificador forneeer uma palavra c6digo Cr , realiza
se 0 teste v .cr > n - d*. Se este teste for satisfeito, entao 
Cr e a palavra c6digo decodificada. Caso contnirio, 0 valor 
de 1e incrementado em dois e 0 la<;:o do algoritmo e repetido 
enquanto 1 s: d* - 1. Caso nenhuma palavra e6digo seja 
encontrada. urn falha de decodifica<;ao e declarada. 

Observe que a complexidade do algoritmo GMD e aproxi
madamente igual a ~ (d* - 1) vezes a complexidade do de
codificador para erros e apagamentos usado para 0 mesmo 
c6digo. 

A decodifica<;ao de c6digos AG usando deeisao suave 
e feita diretamente utilizando 0 algoritmo GMD, acrescen
tando-se urn decodificador de erros e apagamentos para 
c6digos AG no passo 2 do algoritmo 16. Diversas publica
<;5es tern apresentado deriva<;5es mais eficientes do decodifi
cador GMD para c6digos RS e c6digos AG [36,48-50]. 

4. IMPLEMENTACAO EM HARDWARE 

o desenvolvimento de algoritmos de decodifica<;ao asso
ciados a arquiteturas de implementa<;:ao em hardware e de 
fundamental importaneia para tornar os e6digos AG com
petitivos quando comparados, por exemplo. com codigos 
BCH nao binarios ou e6digos concatenados. Desta forma, 
na implementa<;ao em hardware, nao apenas a complexi
dade computacional do algoritmo deve ser eonsiderada, mas 
tambern a parte de eontrole necessaria it operaeionaliza<;ao do 
algoritmo, a interliga<;ao de elementos no eireuito, alem dos 
requisitos de espa<;o. 

Sao poucos os artigos publieados tratando da questao da 
impJementa<;ao em hardware de deeodifieadores para eodigos 
AG. Em 1997, M. E. O'Sullivan e S. P. Pope apresentaram 
resultados sobre algoritmos e arquiteturas de implementa<;ao 
de c6digos AG que demonstram a viabilidade dos deeodifi
eadores para estes e6digos [52]. 

o principal trabalho relativo a este tema foi publieado em 
1998 por R. Kotter, que eonsiste numa versao do algoritmo 
BMS voltada it implementa<;:ao em hardware [53]. A ideia 
central nesta proposta de Kotler e utilizar uma configura<;:ao 
em paralelo de varios algoritmos modifieados de Berlekamp
Massey, de modo a obter urn esquema que apresente a mesma 
eomplexidade de tempo que urn deeodifieador de Berlekamp
Massey para e6digos RS. 

Em 2001. J. B. Ashbrook et al propuseram uma implemen
ta<;ao em cireuito integrado CMOS de um decodificador de 
c6digos AG definidos sobre curvas de Hermite a partir do 
trabalho de Kotter [54]. Esta foi a primeira implementa<;ao 
em hardware de urn deeodificador para e6digos AG. Este de
codificador de c6digos AG sobre eurvas de Hermite proposto 
trabalha com e6digos de eomprimento n = 4080, tern ea
paeidade de corre<;:ao de 60 erros em IF'256 e proporciona urn 
ganho de eodifiea<;:ao de 0,6 dB eom rela<;:ao a urn c6digo RS 
de mesma taxa. Ainda em 2001, E. M. Popovici et al pro
puseram tambem uma implementa<;:ao de urn decodificador 
de e6digos AG sobre eurvas de Hermite baseado no algoritmo 
de Kotter [55]. 

Outro trabalho importante nesta area foi apresentado em 
1999 por c.-W. Liu et al [56], que propuseram uma imple
menta~ao em hardware do algoritmo proposto por Feng e 
Rao em [31] baseada numa estrutura de arranjo sist6lieo. En
tret, rIO, em [57] Z. M. Belkoura apontou ineorre<;5es nas 
equa~5es que determinam a estrutura sist6liea proposta, eom
prometendo as vantagens obtidas par esta estrutura. Em [58], 
apresenta-se uma arquitetura eonsiderando as equa<;:5es cor
rigidas. 
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Ah~m dos esfofl;os para obten~ao de arquiteturas para 
implementa~ao eficiente de decodificadores para codigos 
AG, e importante destacar tambem a necessidade de esque
mas de implementa~ao eficiente das diversas opera~6es em 
corpo finito, uma vez que a aritmetica de corpo finito e 0 

pano de fundo para todos os algoritmos de codifica~ao / 
decodifica~ao. As opera~6es aritmeticas num corpo finito 
IF2'" sao urn pouco distintas das opera~6es com numeros 
bimirios. as elementos de IF2m podem ser representados a 
partir de uma base. Usando esta representa~ao de base, as 
opera~6es de adi~ao e subtra~ao tomam-se simples, contrari
amente as opera~6es de multiplica~ao e divisao. Diversos 
algoritmos existem para uma implementa~ao mais eficiente 
destas opera~6es [1,59-64]. 

o principal aspecto a ser observado no que tange 0 de
senvolvimento de decodificadores voltados aimplementa~ao 

em hardware e a necessidade de estruturas que permitam a 
realiza~ao de opera~6es em paralelo, 0 que proporciona uma 
redu~ao na complexidade temporal do algoritmo (em detri
mento da complexidade espacial). Outro aspecto importante 
e 0 desenvolvimento de estruturas simples e regulares. A 
regularidade da estrutura proporciona uma menor complexi
dade espacial e uma redu~ao da complexidade de controle e 
interliga~ao de elementos na implementa~ao. 

5. CONCLUSOES 

Este texto teve por objetivos contextualizar 0 problema da 
decodifica~ao dos codigos AG e estabelecer urn panorama 
das diferentes abordagens de decodifica~ao, alem da questao 
do desenvolvimento de arquiteturas de implementa~ao em 
hardware para estes decodificadores. 

Das abordagens descritas, a mais explorada tern sido a 
primeira, baseada no algoritmo basico. Merece destaque 
o trabalho de R. Kotter [53], que resultou numa primeira 
implementa~ao em hardware de um decodificador para 
c6digos AG definidos sobre curvas de Hermite [54], consti
tuindo urn primeiro passo para a viabilidade comercial destes 
codigos. 

E importante observar que, das abordagens estudadas, 
apresentam grande relevancia para 0 estudo e desenvolvi
mento de decodificadores voltados auma implementa~aoefi
ciente em hardware os algoritmos que se utilizam do con
ceito das bases de Grabner [29,30,37,65--67], uma vez que 
esta teoria sugere estruturas mais regulares e apresenta urn 
forte apelo computacional. 0 algoritmo BMS e urn exemplo 
deste tipo de esquema, ja que 0 conjunto dos polinomios 10

calizadores de erros obtido pelo algoritmo e na verdade uma 
base de Grabner minima para 0 ideal de fun~6es que obede
cem arela~iio de recursao linear definida pelas sindromes do 
vetor recebido. 
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