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Resumo - O objetivo deste artigo € contextualizar o tema
da decodificagdo de cdodigos algébrico-geométricos e esta-
belecer um panorama geral sobre as diferentes abordagens
de decodificacdo para estes codigos. Além disso, sdo feitas
consideracdes no que se refere ao desenvolvimento de ar-
quiteturas de implementagao eficiente em hardware para estes
decodificadores, no sentido de tornar os cddigos algébrico-
geométricos competitivos em relagio a c6digos ja estabeleci-
dos, como os cédigos de Reed-Solomon.
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Abstract - The aim of this paper is to introduce the sub-
ject of decoding algebraic-geometric codes and to establish
a general landscape about the different decoding approaches
for these codes. Moreover, considerations are made regard-
ing to the development of efficient hardware implementa-
tion architectures for these decoders, in order to make the
algebraic-geometric codes competitive with regard to estab-
lished codes, like Reed-Solomon codes.
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1. INTRODUGAO

Na codificacdo para controle de erros, os cédigos de
bloco mais amplamente utilizados tém sido os conhecidos
codigos de Reed-Solomon (RS), que tém tido aplicagdo em
diversas dreas, como no desenvolvimento de padrdes para
comunicacdo movel celular, no armazenamento em CDs,
na comunicacdo por satélite etc. [1,2]. Apesar dessa larga
utilizagdo dos codigos RS, hd atualmente outras opcdes na
codificagdo de canal que apresentam melhores caracteristicas
assintdticas e comegam a se mostrar competitivas, como é o
caso dos cddigos algébrico-geométricos (AG).

Os cddigos AG nasceram da idéia do matematico russo
V. D. Goppa, que na década de 70 sugerin que, ao invés
de avaliar polindmios em pontos simples (valores do corpo
finito) como nos cédigos RS, poder-se-ia avaliar funcdes
algébricas em pontos de curvas definidas sobre corpos finitos
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[3]. Além disso, ele mostrou como substituir a condi¢io im-
posta sobre graus de polindmios por condi¢des sobre fungdes
algébricas. Em 1982, M. A. Tsfasman, S. G. Vladut e T.
Zink combinaram a idéia de Goppa aos recentes resultados
da geometria algébrica, produzindo os chamados cédigos
algébrico-geométricos ou cddigos de Goppa geométricos
[4-9]. Os codigos RS sdo um caso particular dos cédigos
AG quando a curva algébrica adotada € apenas uma reta. As
curvas sobre corpos finitos podem ter muito mais pontos que
uma simples reta, de forma que os cédigos AG podem apre-
sentar comprimento muito maior que os cédigos RS.

Do ponto de vista da relacdo entre a taxa de informa-
¢@0 assintdtica, que representa o comprometimento da taxa
de transmiss@o de informacao devido a utilizagdo do cddigo
(introducio de redundincias), e a distincia minima relativa,
que representa a capacidade de corregido de erros do cédigo,
pode-se afirmar que os c6digos AG fazem parte da classe dos
chamados bons cddigos, que sdo aqueles que ndo compro-
metem a taxa de transmissdo em detrimento da capacidade
de corregiio, ou vice versa, para um comprimento dc c6digo
n — oc. Os codigos AG sio, portanto, excelentes cidigos
que apresentam parametros como comprimento, capacidade
de correcdo e taxa de informac@io melhores que cédigos ja
estabelecidos, como os RS [6. 10]. Foi mostrado em 1982
por Tsfasman, Vlddut e Zink que cédigos AG apresentam
parametros que ultrapassam o limite de Gilbert-Varshamov,
melhor limitante até entdo conhecido [4]. Recentemente, em
2001, C. Xing demonstrou que ambos os limites de Gilbert-
Varshamov e de Tsfasman-VI1adut-Zink podem ser melhora-
dos em torno dos pontos em que as curvas dos dois limitantes
(figura 1) se interceptamn [11].
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Figura 1. Comparagdo do limite de Gilbert-Varshamov

(curva GV) com o limite de Tsfasman-VIidut-Zink (curva
TVZ) para g = 64.

O objetivo principal deste artigo é tratar do problema da
decodifica¢@io dos cédigos AG, descrevendo suas principais
abordagens. E subentendido aqui um conhecimento prévio
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de alguns conceitos da geometria algébrica, como ideais,
variedades, curvas algébricas, corpos de fungoes, divisores,
diferenciais, lacunas e anti-lacunas. bases de Groébner etc.
[12-18].

A secdo que segue apresenta as definicdes dos codi-
gos AG. Na se¢iio 3. é tratado o problema da decodifica-
¢do dos cddigos AG c sdo apresentadas as abordagens de
decodificagdo mais importantes destes codigos. A segao 4
trata do problema da implementacdo em hardware dos algo-
ritmos de decodificagdo dos cddigos AG. A se¢ao 5 apresenta
as conclusoes.

CODIGOS ALGEBRICO-GEOMETRI-
cOoS

2.

Séo dois os diferentes tipos de constru¢do de codigos AG:
um chamado aqui de construgdo por fungdes e outro de
construgdo por diferenciais |5, 16, 18-21].

Com relagdo a construgio por fungdes, considere X’ uma
curva projetiva ndo singular de género g, P;. ... . P, ponlos
racionaisde X e D = P} + - -- 4+ P, um divisor desta curva.
Considere G um divisor de X cujo suporte seja disjunto de
D, ¢ suponha que 2g — 2 < deg (G) < n.

Definicio 1 (Cédigo por fungdes) Define-se um cddigo AG
denotado por C (D.(G), sobre o corpo finito ¥, de q elemen-
tos. como o mapeamento linear o : L (G) — F} dado por

a(fN)=(f(P).....f(P)).

em que L(G) = {f€F,(X) | (f)+G >0} U {0} éo
espago de fun¢des gerado pelo divisor G, Fy (X) € o corpo
de fungdes da curva X. (f) = . p vp, (f) P, é o divisor
principal da fun¢do f e vp (f) € a ordem da fungdo f no
ponto P, € X.

Do teorema de Riamann-Roch!, mostra-se-se que a di-
mensdo k de um cddigo C (D. G) € dada por

(1)

k= deg(G) - g+ 1. 2)
Sua distdncia minima d satisfaz a desigualdade d > n —
deg (G). uma vez que qualquer fungio f € L (G) possui no
maximo deg (G) zeros, ou seja, o peso de qualquer palavra
¢6digo @ (f) ndo é menor que n — deg (G). Do limite de
Singleton®, tem-se que

d<n-—-k+1=n—deg{G)+g=

n—deg(G) <d<n-deg(G) +g. (3)

Com relagao a construgao de cédigos AG por diferenciais,
considere X', P, .... P,. D e G da mesma forma anterior.

IComo referéncia. segue o importante resultado da geometria algébrica
conhecido por teorema de Riemann-Roch.
Teorema 2 (Riemann-Roch) Para um divisor G de uma curva de género
g. tem-se que L((G) = deg(G) + 1 — g 4 1(G). Desta forma, se
deg (G) > 29 — 2, tem-se que L (G) = deg(G) + 1 — g. Além disso,
o (ndice de especialidade 1 (G) (dimensdo do espago 2 (G)) € dado por
i(G) = I (K — Q) para todos os divisores G e divisores canénicos K.

20 limite de Singleton afirma que, para um cédigo linear (n. k.d) de
comprimento n, dimensio k e distdncia minima d. tem-se que d < n—K+1.

250

Definicao 3 (Cédigo por diferenciais) Define-se um cédigo
AG denotado por C* (D.G), sobre F (corpo algebricamen-
te fechado). como o mapeamento linear a™ : (G - D) —
F? dado por
a* (w) = (Resp, (w).....Resp, (w)). (4)
emqgue (G -D)={weQy]| (w)»G~-D}lu{0}éo
espaco de diferenciais gerado pelo divisor G — D, Qx é o
conjunto de diferenciais associados a curva X, Resp, (w) é
o residuo de w no ponto Py, (w) =3 p vp, (f) P; éodivisor
do diferencial w = fdt e vp (f) = vp, (w) € sua ordem no
ponto P; € X.
Considerando o teorema de Riemann-Roch (teorema 2),
tem-se que a dimens@o k™ do cadigo C* (1. G) é dada por
A =n-—deg(G)+g-1. Q)
Sua distdncia minima d* satisfaz a desigualdade d*
deg (G) — 2g + 2 [22]. Do limite de Singleton, tem-se que

2

A <n-—k"+1=deg(G)—g+2=

deg (G) —2g+2<d <deg(G)-yg+2 (6)

Mostra-se que as duas construgdes C (D.G) ¢ C* (D.G)
constituem codigos duais. Além disso, mostra-se que existe
um diferencial w com poélos simples e residuo 1 nos pontos

Py ... P, talque
C*(D,G)=C(D,(w)+ D —G). (7)
em que (w) é o divisor de w [17, p. 48]. Isto implica

que a construcao por diferenciais fornece a mesma classe de
codigos da construgdo por fungdes.

3. DECODIFICAGCAO DE CODIGOS AG

O primeiro esquema de decodificacio para os codigos AG
foi proposto no final da década de 80 por Justesen et al [21]
e consiste numa generalizagdo do algoritmo PGZ (Peterson-
Gorenstein-Zierler) [23] para decodificacio de codigos BCH.
Ele, de modo semelhante ao PGZ, fornece um polindmio lo-
calizador de erros que possui entre seus zeros as posi¢des dos
erros ocorridos na palavra recebida.

Em 1990, Skorobogatov ¢ Vlidui [24] propuseram uma
generalizacio do algoritmo de Justesen et al para curvas ar-
bitrdrias (ao invés de planas apenas). ) algoritmo proposto
ficou conhecido como algoritmo bdsico e é capaz de corri-
gir até d—'—-g—ll erros ocorridos na palavra recebida, em que
g ¢ o género da curva usada na geragdo do codigo e d sua
distincia minima projetada. Sua complexidade algoritmica
é O(d?n+g°n) < O(n?), sendo n o comprimento do
cddigo. O algoritmo bdsico € hoje a base para uma grande
quantidade de esquemas de decodificagdo de codigos AG
encontrados na literatura. Ainda neste mesmo artigo, Sko-
robogatov e VIddut apresentaram uma modificagao do algo-
ritmo basico, conhecida como algoritmo modificado. que cor-
rige até dgl — o erros, em que o € o chamado defeito de Clif-

Jord [24], que € aproximadamente igual a % no caso de curvas
planas. O algoritmo modificado tem complexidade O (n*).
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Uma abordagem diferente na decodificagdo dos cédigos
AG, que consiste numa generalizagdo do algoritmo de Eu-
clides para solugdo da equagdo chave [25.26], foi proposta
por Porter em 1992 [27]. O algoritmo proposto corrige até
51—;—1 — o erros. Neste caso, o conjunto dos zeros correspon-
dentes as posicoes dos erros € obtido de um ideal. ao invés
de um polindmio. Mostrou-se que ambos, o algoritmo modi-
ficado e o algoritmo de Porter, sdo na verdade equivalentes.
Esta formalizac@o do problema da decodificacio de cédigos
AG pela solucio da equacdo chave tem sido usada também
em outros decodificadores propostos [28-30].

O primeiro trabalho a proporcionar uma decodificacao até
metade da distancia minima foi proposto por Feng € Rao [31].
A elegante solugdo apresentada utiliza um esquema de de-
cisdo por maioria para determinar as sindromes desconheci-
das da palavra recebida (apenas algumas sindromes sio con-
hecidas e, uma vez conhecido um certo nitmero de sindromes,
pode-se determinar unicamente o vetor erro ocorrido). Este
esquema de decisao por maioria de Feng ¢ Rao foi aplicado
posteriormente ao algoritmo de Porter por Shen e Tzeng [28].

As complexidades dos algoritmos acima descritos so
proibitivas para as aplicagOes praticas, nas quais necessita-
se utilizar codigos com comprimento elevado. No entanto,
diversos esquemas rapidos de decodificagdo, ou seja, com
menor complexidade, ©€m sido propostos. Em 1990, S.
Sakata apresentou uma generalizagdo em varias varidveis do
classico algoritmo de Berlekamp-Massey [23], que passou a
ser conhecida como algoritmo BMS [32]. O algoritmo BMS,
juntamente com o esquema de decisido por maioria de Feng e
Rao, tem sido a base para a construgao de diversos algoritmos
de decodificagdo rapida para codigos AG [33—40].

Com o uso de matrizes de blocos de Hankel de cédigos
sobre curvas planas, Feng, Wei, Rao e Tzeng [41] obtiveram
uma reducdo da complexidade do esquema de decisao por
maioria. A implementacgio rdpida proposta tem, no pior caso,
complexidade O ((r + 1)n?), em que r+1 é o grau da curva
algébrica usada na definicdo dos cddigos.

Em 1999, M. A. Shokrollahi ¢ H. Wasserman apresen-
taram um esquema de decodificagao de cédigos AG chamado
decodificacdo de lista. que consiste na busca pelo conjunto
de palavras cddigo que se encontram a uma determinada
distancia maior que a metade da distancia minima do codigo
(42]. Esta idéia alternativa de decodifica¢o foi proposta na
década de 1950 por P. Elias {43] e J. M. Wozencraft [44],
contrariando o conceito tradicional em que a decodificacao
consiste na busca pela tinica palavra cddigo, caso exista, situ-
ada dentro da esfera de decodificagdo de didmetro igual a
distdncia minima do cdédigo. Recentemente, alguns traba-
lhos t€m sido publicados nesta linha envolvendo os cédigos
AG [45,46].

Para maiores detalhes sobre a histéria da decodificagdo dos
codigos AG, veja o artigo de Hgholdt e Pellikaan [47].

No desenvolvimento de algoritmos de decodificagdo para
codigos AG; observa-se de maneira geral algumas aborda-
gens distintas:

1. Uma primeira abordagem, que ¢ a utilizada no algo-
ritmo basico de Skorobogatov e VIddut [24], em que
a sindrome é definida como um mapeamento de um
subespago linear de fungdes em um corpo de localizagdo

(corpo finito). Neste caso, a decodificag@o consiste na
solucdo de um conjunto de equagdes lineares sobre este
corpo;

2. Uma segunda abordagem, que € a utilizada no algoritmo
de Porter [27], em que a sindrome € definida como um
elemento em um anel afim. Neste caso, a decodificagdo
consiste na solu¢do de uma equagdo chave neste anel;

3. Uma terceira abordagem, da decodificacio de lista [42],
em que se admite a ocorréncia de mais erros que a ca-
pacidade de correcao do cddigo;

4. Uma quarta abordagem que merece mengio é a que cn-
volve a utilizagdo de esquemas de decisdo suave. em que
o demodulador fornece informacdes extras sobre a men-
sagem recebida ao decodificador, que as utiliza para me-
Thorar seu desempenho na decodificagio [36, 48-50].

De modo a ilustrar estas abordagens, serdo descritos sucin-
tamente nas subsecdes seguintes o algoritmo basico (primeira
abordagem), o algoritmo de Porter (segunda abordagem), o
algoritmo de Shokrollahi € Wasserman [42] (terceira abor-
dagem), e o algoritmo GMD [51] (quarta abordagem). Além
disso, serdo visios 0 esquema de decisdo por maioria de Feng
¢ Rao ¢ o algoritmo BMS. Em seguida, serd discutida a
questdo da implementagcdo em hardware de decodificadores
para codigos AG.

3.1 ALGORITMO BASICO (PRIMEIRA ABOR-

DAGEM)
Considere X uma curva algébrica de género ¢. Considere
Px = {P1,....P,} um conjunto de pontos racionais da

curva X’ sob o corpo algebricamente fechado Fy e o divisor
D =P, + .-+ P, cujo suporte é Py. Considere G = aQ
um divisor de grau a > 0. em que @ ¢ Px é um ponto
de X (suporte de G disjunto de Py). Suponha também que
29-2<a<n+g-1

Considere nesta subsecdo o cédigo C* (D, &) (dual do
cédigo C (D.G))?, que serd denotado simplesmente por C,
cuja matriz de paridade ¢ He = ||fi(Pj}lmxn, em que
{f1: ..., fm} é uma base para o espaco L (G).

Considere uma palavra recebida v € F7 e as fungdes
fis .-, fm da base de L(G). As sindromes de v sido
definidas por

n

S(V,fi):zlyjfi(Pj), i=1. ...

j=1

M, (8)

caracterizando a primeira abordagem supracitada.
O algoritmo bdsico proposto por Skorobogatov e Vlidui
[24] permite a correcdo simultdnea de erros e apagamentos™.

3Normalmente, os algoritmos de decodificagdo trabalham sobre cddigos
AG construidos por residuos de diferenciais (C* (D, G)), ao invés de
codigos AG construidos pela avaliagio de fungdes racionais (C (D, G)).
Isto. porque no primeiro caso a descrigdo da matriz de paridade é mais sim-
ples, feita pela avaliagdo de fungdes racionais em pontos da curva.

A dnica diferenga entre erros e apagamentos é que as posigoes dos
apagamentos sdo prcviamente conhecidas pelo decodificador, restando ao
algoritmo determinar apenas os valores destes apagamentos.
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Considere e € I/ o vetor de erros ocorridos, em que w (e} =
t,er € F, o vetor de apagamentos, sendo w (r) = 7.
Denote por {Ey, ....E} C Py epor {Ry.....,R;} C
Py os conjuntos disjuntos de pontos de Py corresponden-
tes as posi¢des dos erros e dos apagamentos, respectiva-
mente. Deve-se observar que, de fato, o algoritmo trata estas
posi¢oes (pontos de Py) como elementos de F,,.

Além do divisor G = a(), o algoritmo bdsico (algoritmo
4 a seguir) depende ainda de um divisor auxiliar F' = bQ,
em que b < a. A capacidade do algoritmo basico de corrigir
t erros ¢ T apagamentos esta condicionada a este divisor F,
que pode ser determinado pelas inequagdes [24]

[(F)>t+T (9)

a—b>t+29-2. (10)

Relativas a este divisor auxiliar I, sdo consideradas ainda

as matrizes Hp = ||ki(P;)||sxn. em que {ki, ... ks} é
uma base para o espaco de fungdes L(F), e Ho_p =
1hi(P;)]lkxn, sendo {hy, ..., hi} uma base para o espago
L(G-F).
Algoritmo 4 (Basico)

Entradas:

e Uma palavra recebida v = (v1, ....Un);

e O conjunto {R,. ....R,} das posi¢oes de apagamen-

tos;
e Asmatrizes Ho, Hp e Ho_F.
Saidas:

e O vetor e + r de erros e apagamentos.

<<< Passo1>>>

Determine a matriz Hp_.g = |g:(P;)|,y,» em que
{91. ..., g1} é uma base para L (F ~ 3 R;). Observe que
este espaco consiste nas funcoes de L (F') que possuem zeros
nas posi¢oes Ry, ... .R.. Como L{F -3 R;) C L(F),
entdo as fungdes da base {g, ..., g} podem ser escritas na
Sforma Y ; 25k, sendo xj € Fq. Tem-se, portanto, o sis-
tema ijl ki(Ri)z; =0, paral < i < 1. Do espago de
solucoes deste sistema, | (F — > R;) =deg(F — > R;) +
1 — g solugées linearmente independentes podem ser obti-
das. As combinagdes lineares das fun¢des da base de L (F)
correspondentes as solucdes obtidas neste sistema determi-
nam as fungdes da base de L (F — Y R;), das quais deriva
amatriz Hp_g.

<< < Passo 2 >>>
Observe que gih; € L(G). Determine as lk sindromes
S(v.g;hj) (equacdo 8), comi =1, ....lej=1.... k.

<< < Passo 3 >>>

Determine uma solugdo ndo trivial (31, . .., y1) para o sis-
tema Z§=1 S(v,g;hi)x; =0, paral < i < k. A condigdo
da equacdo 9 garante que este sistema possui pelo menos
uma solugdo ndo trivial.

<< < Passo 4 >>>
252

Dada a solugao (y, ..., y) obtida no passo 3, determine
o conjunto de zeros {Q1, ..., Qu} C Pa da equagdo

9y = yig1+ -+ ygr. (11

Isto é feito examinando-se os pontos de Px um a um nesta
equagdo 11. A condicdo da equagdo 10 garante que g, pos-
sui entre seus zeros as posicées dos erros e apagamentos
ocorridos.

<< < Passo 5 >>>
Determine as sindromes S (v. f;) (equagcdo 8), com i =

<< < Passo 6 >>>

Determine uma solucdo para o sistema Z;‘zl fil@)x; =
S(v,fi), para 1 < i < m, que determina os valores dos
erros e apagamentos indicados por gy (equagdo 11).

Prova. Para detalhes sobre a prova deste algoritmo, veja
[24]. =

O algoritmo basico possui uma capacidade de corre¢io de
t erros e 7 apagamentos, em que

A+7<d—g—-—1=a—-3g+1. (12)
Com relacdo a sua complexidade algoritmica, obedecido o
limite acima para t e 7 (equacdo 12), tem-se que ela ndo ¢é
maior que O (d*n + g°n) < O (n?) [24].

3.2 ALGORITMO BMS

A grande parte dos primeiros algoritmos de decodificagdo
para c6digos AG estd baseada no processo de eliminagéo de
Gauss, 0 que implica uma complexidade algoritmica O (n®),
em que n € o comprimento do cédigo. Este nivel de com-
plexidade ¢ proibitivo para aplicagdes praticas, em que sdo
necessdrios codigos com comprimento elevado. Em vista
da necessidade de esquemas de decodificagdo para cédigos
AG mais rapidos, diversos trabalhos vém sendo apresenta-
dos neste sentido. O algoritmo BMS (Berlekamp-Massey-
Sakata) [32, 37], tem dado origem a algoritmos réapidos de
decodificacfio associado ao esquema de decisdo por maioria
proposto por Feng e Rao [31]. O primeiro € descrito nesta
subsecdo e o segundo na subse¢do que segue.

Dado um inteiro x> 0, considere Z*, o conjunto das p-

iplas de inteiros ndo negativos. Sendo o = (a1, ..., ) €
N . ~ o Qi 0 Xy .

ZY, considere a notagdo r* = x{'x5”...r," para um

mondmio nas p varidveis ;. ...,x,. Defina f(z, ...,

zy) = >, fax® como sendo um polindmio em Fyz,, ...,
T,

Denote por S um arranjo de dimensdo p de elementos
S, € Fg, em que a € Z,. Diz-se que este arranjo S satisfaz
a relagdo de recursdo linear p-dimensional com polindmio
caracteristico f se

> faSaty =0, (13)

paratodo v € Z% , em que S, +~ existe. A relagio de recursio
linear p-dimensional representada pelo polinémio f € dita ser
vdlida para o arranjo S se a equacdo 13 for satisfeita. O
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conjunto dos polindmios caracteristicos de todas as rela¢des
de recursao linear y-dimensionais vdlidas para o arranjo .S
constitui um ideal de fungoes e serd denotado aqui por I (S).

O algoritmo BMS proposto por Sakata constitue uma
generalizaciio em y varidveis do algoritmo de Berlekamp-
Massey para decodificacdo de cédigos BCH [23]. O algo-
ritmo de Berlekamp-Massey determina através de relagdes
de recursao linear (registradores de deslocamento) em uma
varidvel, relagdes estas validas para as sindromes da palavra
recebida, um polindmio localizador dos erros ocorridos. Ja
o algoritmo BMS, que tem como entrada um arranjo j-
dimensional S de elementos de F,, fornece um conjunto de
polindmios minimos caracteristicos (uma base de Grobner
minima para o ideal de func¢des I(S)) correspondente as
relagdes de recursio linear p-dimensionais vélidas para o ar-
ranjo S dado.

Num processo de decodificagdo, em que v = c + e é o
vetor recebido, sendo e o vetor de erros ocorridos, se S € um
arranjo p-dimensional de sindromes de v, entdo S satisfaz
as relacdes de recurs@o linear p-dimensionais com polinémio
caracteristico f se e s se f (P) = 0, para todo P € sup (e).
Portanto, o algoritmo BMS ¢ utilizado para construir, a partir
de um conjunto completo de sindromes de um vetor recebido,
uma base para um ideal de fung¢des (conjunto de polindmios
minimos caracteristicos) em cujos zeros estdo as posicoes
dos erros ocorridos. No entanto, deve-se observar que o al-
goritmo BMS consiste apenas num dos componentes de um
esquema de decodificagdo, uma vez que apenas uma parte
do conjunto de sindromes € conhecido. Um algoritmo de
decodificagio necessita ainda de um componente adicional
que determine as sindromes desconhecidas, tal como o es-
quema de decis@o por maioria descrito na subsecdo 3.3.

3.2.1 ORDENAGAO DE MONOMIOS

Considere agora a chamada ordenacio de mondmios lexi-
cogrifica graduada reversa. Nesta ordenacio, que € denotada
por <grew» Sendo a = (ay....,au) e 8 = (B, ..., 0u),
diz-se que r* <greo 7% ou a <grev [ s€ e s6 se |a| =
Yoo < Bl =3 Bioulel =8, a1 =561, .. a5 =
Bj—1 € a; > [;. Por exemplo, para p = 2, tem-se
que (0,0) <grev (1,0) <grew (0,1) <grey (2.0) <grew
(L,1) <grev (0.2) <grev (3.0) <grev (2,1) <grew

(172) <grev s+, 0OU 1 <-grev T <grev Yy <g’rev xQ <grev
Y <grev y2 <grev z3 <grewv 3323/ <grev :By2 <grev
v <grew Dado um polindmio f (z1,...,z,) =

Yoo fax®, segundo esta ordenagio <gre,, denota-se por
deg (f) e lc (f) o expoente e o coeficiente do mondmio lider
(mondémio de maior ordem), respectivamente.

Serd considerada também uma ordenagdo simples de u-
uplas denotada por <, em que o« < 3 se e s6 se o; < ;,
para todo 1 < ¢ < u. Esta ordenac@o simples ndo constitui
propriamente uma ordenag@o de mondmios, mas servira para
expressar a divisibilidade de um mondmio por outro.

3.22 CONJUNTO DE POLINOMIOS MINIMOS

Uma base de Grébner minima J para o ideal I (.S) descrito
ha pouco consiste em polinGmios caracteristicos de relagoes
de recursdo linear p-dimensionais que sejam vilidas para o

arranjo u-dimensional S, e que possuam apenas mondmios
lideres minimos segundo a ordenagdo de mondmios <greo
adotada. Diz-se, dai, que F € um conjunto de polinémios
minimos para o arranjo S de entrada.

Considere agora o caso em que a equagao 13 ¢ satis-
feita apenas em parte do arranjo S. Considere os elementos
validos do arranjo .S ordenados segundo a ordem <gye, de
seus indices (p-uplas). Se S, € o elemento vdlido de maior
ordem, em que o = deg (f) + 7, para todo v € Z*, entdo
a equagfo 13 pode ser escrita expressando S, em fungéo dos
demais elementos Sg, em que 3 <gre, @, OU SEja,

-1

S = 1)

(14)

Z fdeg(f)—a+/35ﬁ~

B< yreva

A relac@o de recursdo linear p-dimensional representada pelo
polindémio f (21, ....x,) ¢ dita agora vdlida para o arranjo
S até a entrada S, se o > deg (f} (ordenagao simples) e a
equagdo 14 for satisfeita, ou se @ # deg (f). Caso contrério,
se a > deg(f) e a equagdo 14 nao for satisfeita, ela é dita
invdlida.

O conjunto dos polindmios caracteristicos de todas as
relagcdes de recursio linear p-dimensionais validas para o ar-
ranjo S até a entrada S, é denotado por I, (S). Observe
que este conjunto I, (S) ndo constitui um ideal, uma vez que
ndo € fechado sob a adic@o. Apesar disso, € fechado sob a
multiplicacdo de mondmios, ou seja, se f(x1,....2,) €
I, (S), entdo 2V f (x1, ..., 2,) € I,(S). Além disso, a
defini¢do de um conjunto de polindmios minimos para este
conjunto I, (S) coincide ainda com a defini¢do de uma base
de Grobner.

Reformulando a equacdo 14, tem-se que um polindmio f
pertence ao conjunto I, (S) se e s6 se

Zfasa+’y =0, (15)

paratodo y € Z/ , tal que deg (f) + v <grev .

3.2.3 CONJUNTO DE SENTINELAS E CONJUNTO
DELTA

Defina conjunto delta, denotado por A (I, (S)), como o
conjunto dos mondmios (na verdade, indices) que ndo cons-
tituem termos lideres em qualquer polindmio de I, (S). Por
esta razdo, Sakata denominou A (I, (S)) de conjunto de pon-
tos excluidos. Um conjunto F C I, (S} é um conjunto de
polinémios minimos para I, (S) se A (F) = A (1, (S5)).

A validade dos polindmios caracteristicos de um conjunto
F, que constitui a saida do algoritmo BMS, pode ser verifi-
cada pela equac@o 15, contudo é necessdrio ainda verificar se
o0s polinémios de F sao minimos (se seus mondmios lideres
sdo minimos). Para realizar esta verificagfo, serd necessario
utilizar um segundo conjunto G de polinémios, chamado con-
Jjunto de sentinelas, definido em seguida.

Considere f um polinémio caracteristico de uma relagio
de recursdo linear p-dimensional vilida para o arranjo S até
todas as entradas Sz, com 3 <gre, @, Mas N30 necessaria-
mente até S,. Defina o valor predito P, para a entrada S,,
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associado ao polindmio f pela equacio

Po(f) = (16)

Z Sdepi fy—as353-

a

le (f

Observe gue esta expressdo consiste simplesmente no lado
direito da equagao 4. Diz-se. emtdo, que a relagfo de re-
cursio linear p-dimensional representada pelo polindomio f &
vdlida até a entrada S, do arranjo S se e s0 se o valor real de
S for igual ao valor predito P,.

Considere agora um polindbmio caracteristico g(rq. ...
£,,) de uma relagao de recursao linear p-dimensional que ¢
vdlida para o arranjo S ji-dimensional até todas as entradas
Sy com 3 <y . mas que € invalida até a entrada S, .
Defina. entdo. a extensdo de ¢ como sendo o vetor (indice)
dado por

Span (g) = a — deg(g) a7

e sua discrepdancia por

(sg = lc (y) [So - Pu ((/)] = ZQC\SG-}-Span(_q) 7é 0. (18)

Caso g ¢ I,(S). ou seja, caso P,(g) # S,, tem-
se que Span(g) € A{I, (S)). Neste caso, o polindmio
gLy ... .. r,,) € dito ser um sentinela para o ponto Spaun (g).

Defina um conjunto A como tendo um canto interior (veja
exemplo na tabela 1) associado a cada sentinela do conjunto
de sentinelas G C Fylry, ..., 2, ]\I(S). Estes cantos interi-
ores de A sdo também membros do conjunto A (I(S5)).

Lo — O
e 0{0 ol
e & & O}~
e 0o 0 010
* o o oW

Tabela 1. Nustragdo de um conjunto A = {(1.0)}. Os pon-
tos externos de A estfio representados por simbolos © e os
pontos internos por simbolos ©. Observe que estes pontos
constituem realmente cantos na tabela.

Por fim, a verifica¢io de se um conjunto F ¢ um conjunto
de polindmios minimos, dado um conjunto de sentinelas G,
¢ feita com base no fato que segue. Se F C I, (S) e
G C Fylry.....2,]\Io (S) é um conjunto de sentinelas
para o conjunto delta A (F), entdo A(F) = A1, (5)), 0
que implica que F ¢é um conjunto de polindmios minimos
para I, (S). Se F ¢ I(S)e G C Fylzr. ...z, ) \I(S)
¢ um conjunto de sentinelas para o conjunto dehia A (F),
entio A (F) = AJ(S)), o que implica que F ¢é uma base
de Grébner minima para o ideal I (S).

3.2.4 DESCRICAO DO ALGORITMO

O algoritmo BMS (algoritmo 5) basicamente opera sobre
dois conjuntos: um conjunto de polindmios minimos F e um
conjunto de sentinelas G. Cada iteracdo do algoritmo toma
como entrada um conjunto de polinbmios mimimos F para
um conjunto I, (S) ¢ um conjunto de sentinelas G para um
conjunto defta A = A (I, (S)), e produz um conjunto de
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polindmios minimos F* para um conjunto I,. {S) e
conjunto de sentinelas GF para um conjunto delta A
A (I,+ (S)), sendo a™ o indice de ordem imediatamente
perior a a (ordenamento <greq ).
Algoritmo 5 (Algoritmo BMS)

Entradas:

o Unm arranjo y-dimensional S de elemenios de ¥,

» Umindice o« € Z};

e Um conjunto de polinémios minimos F para 1, (S):

o Um conjunto de sentinelas GG para A(1, (S)). com suc

extensoes e discrepdncias.
Saidas:
e Um conjunto de polindémios minimos F+ para 1. (S},

o Um conjunto de sentinelas G+ para A (1,4 (S)), com
suas extensoes e discrepancias.

<<< Passol>>>

Considere o conjunto F' = {f e F| deg(f)<a't}
Para cada | € F’', calcule o valor predito P+ (f) {equagdo
16). Considere o conjunto N' = {f € F' | Doys (f) # S+ |

<<< Passo 2 >>>

Faca Gt = G UN. Para cada f € N, caleule e ar-
mazene a extensdo Span(f) (equagdo 17). Faca A+ =
AU {Span(f) | f e N}. Paracada f € N, calcule e ar-
mazene a discrepdncia &5 (equagdo 18).

<<< Passo 3 >>>
Para cada 3 € Ext A™ (cantos externos de A™). proceda
o seguinte:

€ F\N, tal que deg (f) = 3,
,Cl'ﬂ) = f(l'}. ""r‘l.l‘)'.

~ Em caso conirdrio, se 3 £ o, tome um f € N,
tal que deg (f) < 8, e faga h'P (z1. ... .x,) =
oA f (ay, o x)s

~ Em caso contrdrio, tome um g € G, tal que
Span(g) > atv — 3, e um f € N. tal que
deg(f) < 3. Considere os indices ¢ = 3 —

e Primeiro, se existir um f
entdo faga h'® (2. ...

deg(fY e p = Span(g) - a* + 3. Faga,
entdo. A9 (zy, ... x,) = rUf (11, . ;) —
%i;zrpg (1, ....xy);
Por fim, tem-se que F* = {h'¥(xy.....0,) | 3 €
ExtA™}.
Prova. Para detalhes sobre a prova deste algoritmo, veja
(32,371 n

No passo 1 do algoritmo BMS (algoritmo 5). a validade
dos polindbmios de F, que por hipdtese correspondem a
relagoes de recursao linear p-dimensionais vilidas para to-
das as entradas do arranjo S até a entrada S,,, € testada para a
proxima entrada S, . Os polindmios invalidos para a entrada
S,+ podem ser usados como sentinelas, sendo armazenados
no conjunto A/. No passo 2, ¢ conjunto de pontos excluidos
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A = A(I, (5)) é atualizado usando os novos sentinelas con-
tidos no conjunto . Observe que pode ocorrer de um ou
mais f € N serem sentinelas de pontos excluidos Span (f)
que ja pertencam ao conjunto A. Além disso, deve-se levar
em consideracio que ao acrescentar um novo ponto excluido
~ ao conjunto A, deve-se certificar que todos os pontos JF < -y
também pertengam ao conjunto atualizado A% (acrescenté-
los se necessario), de modo que este conjunto A* também
seja um conjunto delta, segundo a definicdo. Os valores de
Span (f) e o5 sdo armazenados para um possivel uso poste-
riormente no passo 3. O passo 3 consiste na determinagdo
do conjunto atualizado F* de polindmios vdlidos para o ar-
ranjo S até a entrada S, . Este conjunto F* é um conjunto
de polindmios minimos para I+ (S) e G+ é um conjunto de
sentinelas para A (I,+ (5)).

3.3 ESQUEMA DE DECISAO POR MAIORIA

No corpo C dos niimeros complexos, a transformada de
Fourier discretade um vetor u = (ug, . ...un—1) de nimeros
complexos é um vetor U = (Uy. ... . U,_1), em que Uy =
Z?;ol e~ kiy, sendo k = 0, ...,n — 1. Observe que 0
termo e’jﬁ% c%nstitui uma raiz n-ésima da unidade em C, ou
seja, (e‘jzr_?> = 1. Num corpo finito F,, um elemento «
de ordem n também constitui uma raiz n-ésima da unidade.
Por analogia, define-se a transformada de Fourier de um vetor
v = (v1, ....vy) em um corpo finito F, como sendo o vetor
V=(W,...,V,),emque

n
V,=> au, j=1,....n, (19)
i=1
sendo o € [, um elemento de ordem n. O vetor v

pode ser obtido pela transformada inversa dada por v; =
+ Y a ¥V, parai = 1,...,n, em que n = 0 modp,
sendo p um inteiro primo e g = p™, para algum inteiro m.

Observe que a equacdo 19 equivale a expressdo das sin-
dromes de uma palavra recebida v para um cédigo em uma
varidvel (cédigos BCH, RS, etc.). De um modo geral, a trans-
formada de Fourier de um vetor recebido v =c¢ + e, em
que e € um vetor erro, para um cédigo (n. k) qualquer, pode
ser vista como o conjunto das sindromes S;(v) = S;(e) =
h;eT, parai = 1, ...,n, em que h, sdo as linhas da matriz
de paridade do cédigo. O importante neste fato é que, uma
vez conhecidas as n sindromes de v (apenas n — k sindromes
sdo conhecidas a principio), € possivel determinar o vetor e
ocorrido através da transformada inversa de Fourier. O es-
quema de decisdo por maioria proposto por Feng e Rao [31]
permite se obter recursivamente as sindromes desconhecidas,
possibilitando assim a decodifica¢fio de v.

3.3.1 ANTI-LACUNAS

Considere uma curva algébrica plana X" de género g sobre
um corpo F,. Considere o divisor D = P; + --- + P, de
pontos racionais de A’ e o ponto racional Q também de X,
mas disjunto do suporte de D. Sendo m um inteiro ndo nega-
tivo, considere divisores do tipo m() (divisores de um dnico
ponto).

Definicao 6 (Lacuna) Um inteiro ndo negativo m. é dito ser
uma lacuna (“gap”) de um ponto @ de uma curva X, se
L(mQ) = ((m —1)Q).

Pelo teorema de Riemann-Roch (teorema 2), valores de

m > 2g — 1 ndo constituem lacunas. Para valores de m
até 2g — 1, observa-se que 1 = [(0) < {(Q) < -+ <
[{(2m —1)Q) = g. Ou seja, existem g valores diferentes
de [ (iQ), para 0 < i < 2g — 1, e, portanto, um total de g
lacunas.
Definicao 7 (Anti-lacuna) Um inteiro positivo m é dito ser
uma anti-lacuna (“nongap”) de um ponto QQ de uma curva
X, se [(mQ) # 1 ((m —1)Q), ou seja, se e s6 se existir
wma fungdo racional f € L(mQ), tal que vo (f) = —m
(possui polos de ordem m em Q).

Se m; € uma anti-lacuna e m,;_; < m;.entdo 0 = mg <
my < - < Mmg1 <Mg =2gem; =1i+g,parai>g.
Também, se m; e mo sao anti-lacunas de @), entdo m; + mgy
também é uma anti-lacuna de @. Portanto, as anti-lacunas de
um ponto ¢ formam um semi-grupo na adi¢ao.

Denote por Cy,, o cédigo AG C* (D, m;Q) de compri-
mento n e dimensao n — my + ¢ — 1. Assuma my > 2g
e considere & = my — g + 1 a dimensdo do cédigo dual.
Denote por (m; | ¢ € N) a seqiiéncia das anti-lacunas de @,
emque ) <my < --- <mgy <29em; =1+ g, para
t=g,9+1, ..., m;—g. Denote por g; uma fungdo racional
que possui um pélo de ordem m; no ponto @, e nenhum outro
pdlo mais. Tem-se que g, ..., gi constitui uma base para o
espaco L (mQ) ortogonal ao cédigo Cy,, .

3.3.2 MATRIZ DE SINDROMES BI-DIMENSIONAIS

Se e ¢ um vetor erro ocorrido em uma palavra recebida,
defina S = ||S;;llkxx como a matriz de sindromes bi-
dimensionais correspondentes a e, cujos elementos sio dados
por S; ; (e) = Zle €, 9i (Pu)) g; {Py,). em que os ws sdo
as posigdes dos t erros ocorridos. Se v = ¢+ e € uma palavra
recebida, parac € Cp,,, e m; + m; = my, < my, entdo
g9i9; € L (me) CcL (ka) € S,] (e) = Si.j (V) Portanto,
S;,; é uma entrada conhecida da matriz S se m; + m; < my
(conserve esta notagao).

Defina o conjunto de pares Ny, como sendo Ny = {(i,5) €
N? | m; + mj = my41} e denote por ny, seu nimero de ele-
mentos. As entradas da matriz $ com indices (i,j) € Ny
sdo as primeiras sindromes desconhecidas com relagdo ao
codigo Cp,, a serem determinadas. Uma vez determinada
uma entrada S; ;, com (i, j) € Ny, entdo todas as outras en-
tradas Sy -, com (i’,j’) € Ni, podem ser obtidas. Isto,
porque cada uma das fungdes g;g;, gig;r € gry1 gera o
espago L (my41Q) \L (miQ). Ou seja, existem elementos
Aijs Aijr € Fgocom X, # 0, tais que g;9; = Aijgruer +
ngk Aigorgr = Sij = AijSeyr + erk AijrSy, para
todo (i,7) € Nj. Além disso, esta relagio é a mesma para
qualquer vetor erro.

Considere agora a matriz S(i.j) = ||Sys|lix;. Se m; +
m; = My, entdo todos os elementos de .S (¢, 7) sdo conhe-
cidos, exceto S; ;. Se m; +m; = my, entdo S (i, j) equivale
a matriz de sindromes determinada no passo 2 do algoritmo
bésico (algoritmo 4) para o cédigo Cy,, (M € 0 pardmetro a
naquele algoritmo).
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3.3.3 CANDIDATOS E DISCREPANCIAS

Considere (i. j) € Ng, ou seja, m; + m; = my41.
Definicio 8 (Candidato) Diz-se que um ponto (i.j) é um
candidato com relagcdo ao cddigo C,,, se as matrizes S(i.j—
1).S@GE~-1.7~1)eS (i —Ll.j)apresentam o mesmo posto.

Se (i, j) € um candidato, entdo existe um tnico valor .S}
a ser atribuido a entrada desconhecida .S; ;, de modo que as
matrizes S (i — 1.7 — 1) e S (4. j) possuam o mesmo posto.
O elemento S ; € dito ser um valor candidato ou predito da
sindrome desconhecida .S ;.

Denote o numero de candidatos verdadeiros ou corretos,

em que S| ; = .S, ;, por I e o nimero de candidatos falsos
ou incorretos, em que S; ; # S; ;. por F.
Defini¢do 9 (Discrepincia) Um indice (i, j) é dito ser uma
discrepéncia (ndo confundir com o conceito de discrepdncia
usado na descri¢do do algoritmo BMS na subsegdo 3.2) se as
matrizes S(i — 1,7 —1). S(i —1,7) e S(i,j — 1) possuem
um mesmo posto, que difere do posto de S (i, j).

Em se aplicando o algoritmo de eliminacdo de Gauss
sem troca de linhas ou colunas a matriz de sindromes bi-
dimensionais S, as discrepancias serdo os pivOs da matriz
resultante. Portanto, o numero total de discrepancias, de-
notado por DT, € igual ao posto de S. Além disso, a ma-
triz S pode ser escrita na forma S = XY X7, em que
X = |lgi(Py,)xxe €Y = diag(ey,, ..., e,,) (matriz diago-
nal). Portanto, o nimero total de discrepancias é, no maximo,
igual ao numero de erros ocorridos ¢.

3.3.4 TOMADA DE DECISAO

Considere v = ¢ + e uma palavra recebida com ¢t < %=1

erros com relagao ao codigo Cy,, (n, € definido abaixo péla
equagdo 21). Entdo, todas as sindromes bi-dimensionais S, ;,
com m; + m; < my, sdo conhecidas e as demais sindromes
sdo desconhecidas.

Denote o nimero de discrepancias conhecidas por K. Um
candidato € incorreto se e s0 se for uma discrepancia. Entao,

K+ F<DT <t (20)

Se (7, 7) € uma discrepancia conhecida, entdo todas as en-
tradas (¢.j') e (i, j), com j' > je i < i, ndo sdo candidatos.
Se (i,7) € Ny ndo € um candidato, entdo existe pelo menos
uma discrepancia conhecida na mesma linha ¢ ou coluna j.
Portanto. o nimero de pares (i,j) € N; que ndo sio can-
didatos €, no méaximo, 2K.

O niimero de pares (i.7) € Ny que sdo candidatos € igual
aT + F. Portanto,

n, = n° de candidatos + n° de nio candidatos

<(T+ F)+2K. (1)
Como, por_ hipotese, w{e) = t < ﬂg—l, tem-se das

inequagdes 20e 21 que K + F < "—2_—1 =2K+2F+1<
n <T+F+2K=F<T.

Nio hd uma forma direta de determinar se um candidato é
ou ndo verdadeiro. Contudo, se for atribuido um valor predito
a cada um dos candidatos, entdo a maioria, 1" candidatos, tera
o mesmo valor, que ¢ por defini¢@o o valor correto de S, ;.
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Um algoritmo de decodificagao com decisdo por maioria
na forma apresentada aqui tem uma complexidade O (n3),
no entanto algoritmos que associam o algoritmo BMS ao
esquema de decisdo por maioria apresentam complexidades

menores, da ordem de © (n'ﬁ).

3.4 ALGORITMO DE PORTER (SEGUNDA
ABORDAGEM)

O algoritmo de decodificagdio de Porter pode ser visto
como uma generalizacdo da solugido da equacado chave para
codigos de Goppa cldssicos pelo algoritmo de Euclides em
um anel de polin6mios em uma tnica varidvel [27]. No caso
dos cédigos AG, ao invés de um anel de polindmios em uma
varidvel, tem-se o anel de fungdes racionais em uma curva,
denotado por K. (P), definido a seguir.

3.4.1 ANEL AFIM K. (P)

Considere uma curva projetiva, ndo singular e irredutivel
X de género g definida sobre o corpo F,;. Considere F; (X) 0
corpo das funcoes racionais em X', Considere P, Py, ..., P,
pontos racionais (equivalentes a lugares de grau 1) de A3, e
D o divisor Py + - -+ + P,. Considere também o divisor G,
cujo suporte é disjunto de { Py, ..., P, }.

Defina, entdo, o anel afim K, (P) com relacdo ao pon-
to (lugar) P como sendo Ko (P) = {f € Fg(X) |
sup((f)ac) € {P}}, ou seja, o conjunto das fungdes
racionais em X’ que possuem pdlos exclusivamente em P.

Defina o grau de uma fungdo f € K (P) pordeg (f) =
—vp (f), em que vp (f) é a fungdo de avaliagio discreta de
fem P. Observe que, se f,g € K (P), entao deg (fg) =
deg (f) + deg (g), e deg (f + g) < max|[deg(f),deg(g)].
Também, se deg (f) = deg (g), entdo existe um A € F7, tal
que deg (f — Ag) < deg (f).

3.4.2 ISOMETRIA DE CODIGOS

Considere um cédigo linear C. Sec = (3, ..., T, ) é uma
palavra c6digo de C, defina oc = (Zy(1), - .., To(n)) COMO
sendo uma permutacdo das posi¢des da palavra c, e 0C =
{oc | ¢ € C}. Dois cddigos lincares Cy e Cy em F}) sao di-
tos equivalentes se C; = o>, para alguma permutagio o.
Considere A = (Aq, ..., A,) € [F; uma n-upla néo nula. De-
fina, entdo, Ac = (A2, ..., Apzn) e AC = {Ac|c e C}.
Dois cddigos lineares Cy e Cy em Fp sdo ditos isométricos
se existir uma n-tpla A de elementos ndo nulos de F, e uma
permutacio o, tais que C; = AoC5,. Pode-se ver que este
mapeamento Ac mantém a métrica de Hamming do cédigo
invariante.

Considere C'; e Cy dois cddigos isométricos em [y, com
C; = XoC,. Suponha que A(C5) é um algoritmo de
decodificagdo de C» que corrige até t erros. O seguinte
procedimento, chamado algoritmo de decodificacdo induzido
Ao A (C3), corrige o cédigo Cy também até ¢ erros:

1. Entrada: v;

3Neste algoritmo, € necessdrio reservar um dos pontos racionais da curva
para a defini¢@o de um divisor extra E.
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3. Execute A (C2) com o vetor de entrada u para obter ¢’ €
Ca;

4. Saida: ¢ = \oc’.

Portanto, uma vez que um decodificador para um dos
c6digos de uma classe de isometria € dado, entdo todos os
decodificadores dos codigos desta classe sdo obtidos através
de algoritmos induzidos.

Se m é um inteiro, entdo existe uma funcdo h € K. (P)
€ um inteiro positivo p, tais que os cédigos AG C* (D.mP)
e C* (D, (h), — nP) séo isométricos. Sem perda de genera-
lidade, portanto, sera utilizado aqui o cédigo C* (D, G), em
que G = E — P e E ¢ um divisor efetivo.

3.4.3 RESIDUOS DE DIFERENCIAIS

Considere P um ponto racional de X disjuntode {P;. ...,
P, }. Considere E um divisor efetivo e 1 um inteiro positivo,
taisque Fe D = P, + -+ + P, possuem suportes disjuntos
e deg (E — uP) > 2g — 1 (teorema dc Riemman-Roch).

Mostra-se que existem sempre n diferenciais e, ...,e, €
Q(—D — uP) (espago de diferenciais gerado pelo divi-
sor —D — pP) independentes médulo Q (—uP), tais que
Resp, (g;) = 1,sei = j,e Resp (g;) = 0,sei # j[27]. Se,
além disso, 4 = 1, entdo (¢;), = P+ P,paral <i < n.

Mostra-se também que, para todo diferencial w € Q(E —
pP — D), w=73"_,Resp, (w)e; [27].

Defina = (c) = ), ¢;¢;. Este mapeamento ¢ : Fy — Qy
(2 € o espago de diferenciais associados a curva X)) é na
verdade um mapeamento inverso de Resp, uma vez que
Resp (£ (¢)) = c. Além disso, c(c) € Q(E - uP - D)
seesosec € C* (D, E — ubP).

3.4.4 AS SiINDROMES

Segundo a primeira abordagem na decodificacdo de cddi-
gos AG, as sindromes de uma palavra recebida v € F7' sdo
definidas por um mapeamento S do espaco de fungGes L (G)
para o corpo F;. Este mapeamento € dado por S (v, f) =
S, uif (P emque f € L(G).

Nesta segunda abordagem, a sindrome de uma palavra
recebida v € Fp € definida como um elemento do anel
afim K, (P), que consiste numa generalizacio das sin-
dromes dos cédigos de Goppa classicos. A definicdo das
sindromes que sera apresentada ¢ valida para cédigos da
forma C* (D, E — puP), o que n3o constitui uma restrigio,
uma vez que qualquer cédigo AG é isométrico a algum
codigo deste tipo.

Suponha que E = (h), (divisor dos zeros de k), com h €
K (P), em que h ndo possui zeros em qualquer dos pontos
Py, ...,P de X.

Mostra-se que existe sempre um diferencial 7, tal que [27]

sup ({(n)g) € {P} = (n)y =P (22)
esup((n)) N({Py, ..., P.tUsup (E)) = . Se X' é uma
curva de género g > 1, entdol > 0.

Defini¢ao 10 (Sindrome) A sindrome de um vetor recebido
v € Fy para um cddigo C*(D, E — pP) € definida como o
mapeamento linear S : Fy — F,(X) dado por S (v)y =

Zn U_h(P,)—hE_
i=1 ViTpip,y ci

O nome sindrome para estc mapeamento S € justificado
pelo fato de que, se E = (h) . entdov € C*(D,E - uP) <
S (v} =0 modh.

Como ja foi afirmado, esta sindrome .S {(v) constitui um
elemento de K (P).

3.4.5 DECODIFICAGAO PELA SOLUGAO DA
EQUAGAO CHAVE

Por simplicidade, assuma que o diferencial 7 ¢ tal que
(m=(29-2)P.

Considere W um divisor em X, tal que o ponto P n3o
pertence ao suporte de W. Defina o ideal A, (P, 11) como
sendo K (P.W) ={f € Ko (P) | f=00uuvg(f) >
ng (W)}, em que ng (W) é o coeficiente do ponto Q no
divisor W,

Considere E' = (h), (suporte disjunto de {P;. ..., P, b.
Dada a sindrome S(v) da palavra recebida v € F}, a
decodificag@o de v € feita pela solugio da equagdo chave

fS(v)=r modh =
fS{v) =r+qh,

(23)

emque f € Ko (P).7q € Koo (P, (n)eﬂy) e deg (r) <
deg (f) + 29 — 2+ p. O par (f,r) é dito ser uma solugdo
vdlida para a equagdo chave. Uma solugéo vilida (f, r) € dita
ser minima se deg (f) for o menor entre os graus de todas as
funcdes f', tais que (f/, ') também € uma solugdo vilida.

Defina agora o defeito de Clifford ¢ do par (E, P) pela
equacio ¢ = max{d—eg—(%——@ —~({(E-kP)-1)| k eN}
Mostra-se que o < £ [24).

Segue, entdo, o chamado teorema da decodificagao.
Teorema 11 (Decodificac@o) Considere a palavra recebida
v =c+e emquec € C*(D, E—uP) é uma palavra cédigo
e e € Fy éum vetor de erros ocorridos. Tem-se que:

1. (Existéncia) Existe uma solucdo vdlida (f.r) para a
equacdo chave de v (equagdo 23), tal que -}7} €
Q(—D — uP) ee = Resp (’777)

2. (Unicidade) Considere a ocorréncia de até t = d—g—l -
erros, em que d é a distdncia minima projetada do
codigo e o o defeito de Clifford. Se (f.r) é uma
solugdo vdlida minima da equagdo chave de v, entdo

?77 €Q(—~D — pP) ee =Resp (?n)

Este teorema estabelece que o problema da decodificagio
resume-se a obtengdo de uma solugdo vilida para a equagio
chave (equagdo 23). Esta solug@o para a equacdo chave pode
ser obtida através do algoritmo proposto por Shen e Tzeng
[28], que utiliza uma seqiiéncia de sub-resuitantes e consti-
tui uma generalizag@o do algoritmo de Euclides. A utilizacao
deste algoritmo de Shen associado ao algoritmo de Porter per-
mite a decodificacdo dos d—;l — 0 erros com uma complexi-
dade O (n?).
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3.5 ALGORITMO DE SHOKROLLAHI E
WASSERMAN (TERCEIRA ABORDAGEM)

Usualmente, se o nimero de erros inseridos no vetor re-
cebido durante uma transmissdo for maior que %, entio
a decodificacdo da palavra cédigo tnica geralmente nao é
possivel. Entretanto, para uma quantidade limitada e de er-
ros, € possivel se construir um algoritmo que forneca uma
lista com todas as palavras cédigo cujas distancias de Ham-
ming do vetor recebido sejam menores ou iguais a e. A este
tipo de decodificagdo da-se o nome de decodificagdo de lista.
Definicao 12 Um cddigo de bloco linear C de comprimento
n definido sobre F é dito (e, b)-decodificdvel se toda esfera
de Hamming de raio e em ¥y contiver no mdximo b palavras
cadigo.

Portanto, um cédigo (e, b)-decodificavel permite uma de-
codificagdo de lista com listas de tamanho no maximo b.
Um mesmo cédigo pode ser (e, b)-decodificavel para dife-
rentes valores de e e b. Para dar dois exemplos extremos,
observe que qualquer cédigo definido sobre I, de com-
primento n, dimensdo k e distdncia minima d (um cédigo
(n.k.d)) é (| 452].1)-decodificdvel, assim como também
(n. ¢*)-decodificavel.

Considere X uma curva algébrica de género g definida so-
bre Fy, e F () seu corpo de fungdes.

Considere P;. .... P, pontos racionais da curva &, e G
um divisor de X’ cujo suporte seja disjunto do suporte do di-
visor D = P; + - .- + P,,. Denote por a o grau do divisor G
e considere o < n.

Considere o espaco de fungdes L(G) do divisor G. O
chamado teorema de Riemann estabelece que a dimenséo
[{G) de um espago L(G) sobre [, ¢ finita e limitada infe-
riormente por o — g + 1.

Os codigos AG utilizados no algoritmo descrito aqui so
os construidos por fungdes (codigos C(D, (7)). Observe que
comumente os codigos AG utilizados nos diversos algorit-
mos de decodificagdo propostos na literatura sao aqueles con-
struidos por diferenciais, diferentemente do que ocorre neste
caso. Esta diferenca, entretanto, ndo é essencial, uma vez que
qualquer cédigo AG pode ser definido das duas maneiras.

Pela aplicagdao do teorema de Riemann, prova-se que
C(D,G) é um codigo (n,k,d),emque k > a—g+1le
d > n — «a. O valor d* = n — « é a distancia minima proje-
tada de C(D,G).

O algoritmo 14 de decodificagdo de lista € resultado do
teorema que segue.

Teorema 13 Considere C um cddigo AG de comprimento n
e dimensdo k definido por uma curva algébrica X de género
g sobre F,. Entdo, para um inteiro positivo b, C € um cédigo

(n—3—1.b)-decodificdvel, sendo 3 = Hill +% 49— 11
ea=k+g—1L
Prova. Veja [42]. []

Algoritmo 14 (Decodificador de lista)

Entradas:
e Um vetor recebidoy = (y1.y2, - .., Yn);

o Um divisor F de grau 3 — ba = H—j_‘% + %"‘ +g-— 1-‘,
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cujo suporte seja disjunto de D.
Saidas:

e Uma lista de b palavras cddigo x com distdncia de Ham-
ming no mdximo n — 3 — 1 do vetor recebido y.

<< < Passo 1 - Interpolacao >>>

Encontrar um polindmio diferente de zero H(T) = u, T"+
o THug € Fo(X)[T), em que u; € L{(F+(b—j)G), tal
que H(P;.y;) = Z?:O w;(Pi)y! é zeroparai=1,....n.

<<« Passo 2 — Fatoracao >>>

Encontrar todas as raizes p de H(T) em F (X)[T)]. Para
cada p encontrada, calcular o vetor x, = (p(FP1).....
p(Pr)). Se x, é ndo definido ou se a distdncia entre r, e
o vetor recebido y for maior que n — 3 — 1, descartar x,,.
Caso contrdrio, acrescentar , a lista de palavras cédigo de
saida.

Prova. Para detalhes sobre a prova deste algoritmo, veja
[42]. ]

Teorema 15 Considere C um cédigo AG de comprimento n
e dimensdo k definido por uma curva algébrica X de género
g. Considerea = k+g—1ef3 = [\/20471 +g9-— ﬂ. Entdo,

Cé (n -g-1 L/Qn/a—‘)-decodiﬁcdvel.
Prova. Veja [42]. ' ]

O passo 1 do algoritmo 14 consiste basicamente da solugdo
de um sistema de equacdes lineares. A existéncia de um
polindmio ndo trivial H(7') no algoritmo segue do fato de
que um sistema de equacdes homogéneo com mais varidveis
desconhecidas que equagdes possui sempre uma solu¢io nio
trivial.

A complexidade do algoritmo 14 do decodificador de lista
¢ determinada pelo passo 2. A principal tarefa do algo-
ritmo 14 consiste na determinagio das raizes em F,(X') de
H(T) € Fo(X)|T]. Para completar o decodificador de lista,
portanto, é necessario descrever um algoritmo que determine
estas raizes. Shokrollahi e Wasserman propdem um algo-
ritmo para fatorar completamente H (7") [42]. Este algoritmo
de fatoragdo, no entanto, ndo serd descrito aqui.

3.6 ALGORITMO GMD (QUARTA ABOR-
DAGEM)

Um sistema de comunicagdo digital possui no centro de
sua topologia um canal analégico. Cabe ao modulador (de-
modulador) converter este canal analégico num canal digital
a ser visto e acessado pelo codificador (decodificador). Um
sistema de codificag@o para controle de erros pode apresentar
melhores resultados se houver algum tipo de iteracdo entre
o codificador (decodificador) e 0 modulador (demodulador).
Os algoritmos de decodificacio usando decisdo suave, no
caso o algoritmo GMD (“generalized minimum-distance”),
sao esquemas deste tipo, que utilizam informagdes extras
obtidas do demodulador. Para um determinado cddigo, a
decodificacdo com decisdo suave apresenta um desempenho
melhor que a decodificacdo com decisao brusca (“hard deci-
sion””). No entanto, estes sistemas sdo mais complexos, sendo
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liteis em geral apenas para cddigos pequenos. Num caso ex-
tremo em que a complexidade do sistema possa ser descon-
siderada, as tarefas de demodulagio e decodificacdo podem
ser feitas simultaneamente.

O algoritmo GMD, proposto por G. D. Forney Jr. em 1966,
consiste num esquema genérico que pode ser aplicado a qual-
quer cédigo de bloco linear. Uma discussdo detalhada do
algoritmo GMD, que ¢ a base para este tipo de abordagem,
pode ser obtida em Blahut {23, pp. 464-473]. Aqui. apenas
como referéncia, segue uma descricao do algoritmo GMD.
Algoritmo 16 (Algoritmo GMD)

Entradas:

o Um vetor recebido v de comprimento n;

e Um nivel de confiabilidade o associado a cada posigao
do vetor V.

Saidas:

e Uma palavra codigo decodificada &, ou uma indicacdo
de falha de decodificacdo.

<<< Passo1 >>>

Determinar as d* — 1 componentes ©; do vetor recebido
V que apresentam os menores niveis de confiabilidade o, or-
denadas segundo estes: o;; < oy, <oy, <0 <oy, -
Fazerl = 0.

<<< Passo2 >>>

Introduzir apagamento nas | componentes do vetor re-
cebido v de menores niveis de confiabilidade o, ou seja,
Viy s Tigs - ... Uy, Executar o decodificador de erros e apaga-
mentos para o vetor recebido v acrescido dos apagamentos.

<< < Passo 3 >>>

Verificar se v - ¢, > n — d*. Se a desigualdade for ver-
dadeira, concluir que a palavra ¢, fornecida pelo decodi-
ficador de erros e apagamentos é a palavra codigo procu-
rada e parar o algoritmo. Se a desigualdade for falsa ou se
o decodificador de erros e apagamentos ndo fornecer uma
palavra ¢, decodificada, fazer | =1 + 2.

<< < Passo 4 >>>

Verificar se l > d* — 1. Se a desigualdade for verdadeira,
concluir que ocorreu falha na decodificagdo e parar o algo-
ritmo. Se a desigualdade for falsa, retornar ao passo 2.

Prova. Para maiores detalhes sobre a prova deste algo-
ritmo, veja [23, pp. 464-473]. |

Baseado nas informacdes de decisdio suave, o algoritmo
GMD (algoritmo 16) gera uma série de vetores () incluindo
apagamentos ao vetor recebido v. Paracadal,de 0ad* — 1,
ele apaga as | componentes da palavra recebida para as quais
o nivel de confiabilidade é menor. O vetor ¥ &, entdo, de-
codificado usando um decodificador de erros e apagamentos.
Se o decodificador fornecer uma palavra cédigo €,, realiza-
se o teste V - €, > n — d*. Se este teste for satisfeito, entao
¢, é a palavra cédigo decodificada. Caso contririo, o valor
de [ é incrementado em dois e o lago do algoritmo é repetido
enquanto [ < d* — 1. Caso nenhuma palavra cédigo seja
encontrada. um falha de decodificagao € declarada.

Observe que a complexidade do algoritmo GMD € aproxi-
madamente igual a %(d* — 1) vezes a complexidade do de-
codificador para erros e apagamentos usado para 0 mesmo
codigo.

A decodificagdo de codigos AG usando decisdo suave
¢é feita diretamente utilizando o algoritmo GMD, acrescen-
tando-se um decodificador de erros e apagamentos para
codigos AG no passo 2 do algoritmo 16. Diversas publica-
¢Oes tém apresentado derivacdes mais eficientes do decodifi-
cador GMD para codigos RS e cédigos AG [36,48-50].

4. IMPLEMENTAGAO EM HARDWARE

O desenvolvimento de algoritmos de decodificagdo asso-
ciados a arquiteturas de implementagio em hardware € de
fundamental importancia para tornar os cédigos AG com-
petitivos quando comparados, por exemplo. com cédigos
BCH néo bindrios ou cddigos concatenados. Desta forma,
na implementacio em hardware, nZo apenas a complexi-
dade computacional do algoritmo deve ser considerada, mas
também a parte de controle necessdria a operacionalizacio do
algoritmo, a interligagdo de elementos no circuito, além dos
requisitos de espaco.

Sdo poucos os artigos publicados tratando da questdo da
implementacio em hardware de decodificadores para cédigos
AG. Em 1997, M. E. O’Sullivan e S. P. Pope apresentaram
resultados sobre algoritmos e arquiteturas de implementagdo
de codigos AG que demonstram a viabilidade dos decodifi-
cadores para estes codigos [52].

O principal trabalho relativo a este tema foi publicado em
1998 por R. Kétter, que consiste numa versdo do algoritmo
BMS voltada a implementa¢cdo em hardware [53]. A idéia
central nesta proposta de Kotter € utilizar uma configuragao
em paralelo de varios algoritmos modificados de Berlekamp-
Massey, de modo a obter um esquema que apresente a mesma
complexidade de tempo que um decodificador de Berlekamp-
Massey para cddigos RS.

Em 2001. J. B. Ashbrook et al propuseram uma implemen-
tagdo em circuito integrado CMOS de um decodificador de
codigos AG definidos sobre curvas de Hermite a partir do
trabalho de Kotter [54]. Esta foi a primeira implementacio
em hardware de um decodificador para cddigos AG. Este de-
codificador de cddigos AG sobre curvas de Hermite proposto
trabalha com cédigos de comprimento n = 4080, tem ca-
pacidade de correcdo de 60 erros em Fo5¢6 € proporciona um
ganho de codificag¢ao de 0,6 dB com relacio a um cédigo RS
de mesma taxa. Ainda em 2001, E. M. Popovici et al pro-
puseram também uma implementa¢do de um decodificador
de codigos AG sobre curvas de Hermite baseado no algoritmo
de Kotter [55].

Outro trabalho importante nesta drea foi apresentado em
1999 por C.-W. Liu et al [56], que propuseram uma imple-
mentagdo em hardware do algoritmo proposto por Feng e
Rao em [31] baseada numa estrutura de arranjo sist6lico. En-
tret: ~10, em [57] Z. M. Belkoura apontou incorre¢es nas
equacgdes que determinam a estrutura sistdlica proposta, com-
prometendo as vantagens obtidas por esta estrutura. Em [58],
apresenta-se uma arquitetura considerando as equagdes cor-
rigidas.
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Além dos esforcos para obtengdo de arquiteturas para
implementagdo eficiente de decodificadores para cédigos
AG, ¢ importante destacar também a necessidade de esque-
mas de implementagio eficiente das diversas operacdes em
corpo finito, uma vez que a aritmética de corpo finito € o
pano de fundo para todos os algoritmos de codificagdo /
decodificagdio. As operagdes aritméticas num corpo finito
F2 sdo um pouco distintas das operagdes com numeros
bindrios. Os elementos de Fom podem ser representados a
partir de uma base. Usando esta representacdo de base, as
operagdes de adigdo e subtracdo tornam-se simples, contrari-
amente as operagdes de multiplicagdo e divisdo. Diversos
algoritmos existem para uma implementa¢do mais eficiente
destas operagdes [1,59-64].

O principal aspecto a ser observado no que tange o de-
senvolvimento de decodificadores voltados a implementacio
em hardware € a necessidade de estruturas que permitam a
realizagao de operacdes em paralelo, o que proporciona uma
redugiio na complexidade temporal do algoritmo (em detri-
mento da complexidade espacial). Outro aspecto importante
¢ o desenvolvimento de estruturas simples e regulares. A
regularidade da estrutura proporciona uma menor complexi-
dade espacial e uma redu¢do da complexidade de controle e
interligacao de elementos na implementagao.

5. CONCLUSOES

Este texto teve por objetivos contextualizar o problema da
decodificagdo dos cédigos AG e estabelecer um panorama
das diferentes abordagens de decodificacao, além da questao
do desenvolvimento de arquiteturas de implementacdo em
hardware para estes decodificadores.

Das abordagens descritas, a mais explorada tem sido a
primeira, baseada no algoritmo bdésico. Merece destaque
o trabalho de R. Kotter [53], que resultou numa primeira
implementagdo em hardware de um decodificador para
c6digos AG definidos sobre curvas de Hermite [54], consti-
tuindo um primeiro passo para a viabilidade comercial destes
codigos.

E importante observar que, das abordagens estudadas,
apresentam grande relevancia para o estudo e desenvolvi-
mento de decodificadores voltados a uma implementagao efi-
ciente em hardware os algoritmos que se utilizam do con-
ceito das bases de Grobner [29, 30, 37,65-67], uma vez que
esta leoria sugere estruturas mais regulares e apresenta um
forte apelo computacional. O algoritmo BMS € um exemplo
deste tipo de esquema, ja que o conjunto dos polindémios lo-
calizadores de erros obtido pelo algoritmo € na verdade uma
base de Grobner minima para o ideal de fungdes que obede-
cem a relagdo de recursdo linear definida pelas sindromes do
vetor recebido.
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