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Resumo - Apresentaremos neste artigo um método analitico
para avaliar o desempenho de c6digos de bloco em canais
de comunicagfes que apresentam erros em surtos. O efeito
da aplica¢ao de um entrelagador serda explicitamente estu-
dado, bem como serd investigado o dimensionamento do
nivel étimo de entrelagamento. Mostraremos as condi¢oOes
em que o entrelagcamento € benéfico ou prejudicial ao sistema.
Serd demonstrado que, para aplicacdes com restrico severa
em relaclio ao atraso na transmissio, o entrelacamento € mais
eficiente para cddigos com comprimento pequeno.

Palavras-chave: Enumeracio de seqliéncias. cddigos de
bloco. entrclacamento, canais de estados finitos.

Abstract - This paper presents an enumerative method to
evaluate analytically the performance of block codes on chan-
nels with memory. The effect of interteaving with finite in-
terleaving depth is explicitly studied. We identify the condi-
tions under which the interleaving is beneficial or harmful to
the system. In applications with severe delay constraint. it is
demonstrated that the interleaver works better [or a code with
smaller block length. These analysis allow us to evaluate the
tradeolT between the code rate and the interleaving depth to
obtain a certain performance.

Keywords: Enumeration of discrete sequences, block codes,
interleaving. finite state channels, Gilbert-Elliott channels.

1. INTRODUCAO

Em vdrios sistemas de comunicacdes digitais, como por
exemplo sistemas moéveis. as distor¢des causadas pelo canal
de comunicacdes tendem a introduzir erros na seqiiéncia
transmitida, de tal forma que os erros sdo agrupados em sur-
tos. Devido a dependéncia estatistica entre esles digitos de
erro, estes canais siio ditos serem canais com memoria.

Uma familia importante de modelos matemadticos usados
para caracterizar as seqliéncias de erros em surtos € deno-
minada de canais de estados finitos (CEF) [1]. Por exem-
plo. modelos CEF que caracterizam canais de comunicagdes
moveis sido descritos em {2, 3]. A garantia de conflabilidade
nas transmissoes através destes modelos depende fortemente
do cédigo corretor de erro usado.
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Codigos projetados para corrigir erros aleatérios sao am-
plamente difundidos na literatura, embora a presenga de er-
ros em surtos comprometa seu desempenho. Uma maneira
de estabilizar a atuacdo destes cédigos em canais com
erros em surtos ¢ a utilizacdo de uma técnica chamada
entrelacamento, que tem o efeito de tornar os simbolos de
erro menos dependentes. de tal forma a aumentar a efetivi-
dade do cddigo. Um pardmetro importante desta técnica €
o nivel de entrelagcamento 14, que € definido como o com-
primento menos um do menor surto que pode atingir uma
palavra do c¢odigo duas vezes [4]. O minimo valor de I
que torna o canal sem memdria € considerado um nivel de
entrelacamento ideal se ndo houver restri¢cdes de atraso na
decodificacdo da mensagem. Entretanto. em virias situagdes
de interesse prdtico [5]. existe um limite mdximo admitido
para o atraso e. conseqiientemente, para o valor de fy. visto
que nivels muito elevados incorrem em aumento €xcessivo
de memoria e atraso na decodificagdo requeridos para sua
implementagdo. Portanto, nem scmpre ¢ possivel eliminar
totalmente a memoria do canal com o uso do entrelacamento,
mas se consegue reduzir consideravelmente o efeito do surto
de erros.

A idéia principal deste artigo ¢ avaliar o desempenho de
codigos de bloco bindrios. especificamente c¢ddigos BCH,
para transmissdo em canais caracterizados por modelos CEF
com um numero arbitrdrio de estados. Uma ferramenta
matematica que permite analisar codigos de blocos em mo-
delos CEF sem entrelacamento foi desenvolvida em [6]. Este
artigo visa eslender os resultados obtidos em [6]. procu-
rando avaliar os possiveis ganhos obtidos ao se aplicar o
entrelagamento com nivel finito.  Desenvolveremos uma
férmula recursiva inédita para determinar o valor da probabi-
lidade de ocorrerem m erros em um bloco de comprimento n
para o cascateamento do cddigo, do entrelagcamento e de um
modelo CEF. Para um modelo CEF particular. denominado
de canal Gilbert-Elliott (CGE). sera avaliado o compromisso
entre 0s parametros do codigo e o nivel de entrelacamento.
para se obter um certo nivel de desempenho.

Este (rabalho estd organizado em cinco secdes. Na
Secdo 2. serd descrito o sistema de comunicagdes a ser ana-
lisado e algumas propriedades de modclos CEF. Um método
enumerativo ¢ apresentado na Secdo 3 para obteng¢éo de pro-
babilidades de eventos de erros produzidos por modelos CEF.
Na Secao 4. analisaremos os desempenhos de ¢ddigos BCH
em modelos CEF em presenga de entrelagamento néo ideal.
As conclusdes deste trabalho serdio apresentadas na Secdo 5.
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Figura 1. Diagrama em blocos de um sistema de comunicacdes com entrelacamento.

2. DESCRICAO DO SISTEMA DE
COMUNICACOES

Consideramos o esquema de um sistema de comunicac¢des
codificado conforme ilustrado na Figura 1. Utlizamos
cédigos BCH primitivas bindrios (7. k). cujas palavras-
codigo tém comprimento 7 = 2" — 1, onde m ¢ um in-
teiro positivo, com & digitos de informacdo e capacidade
de correcio denotada por t. A saida do codificador ¢ uma
palavra-cédigo bindria v = {(vp 0o -o- vy).  Assumimos
um entrelacamento de bloco. que consiste de um arranjo
matricial com n colunas (comprimento do codigo) e Iz li-
nhas (nivel de entrelacamento). onde cada elemento da ma-
triz armazena um digito bindrio. Os digilos sdo escritos no
entrelacador no sentido das linhas e lidos no sentido das co-
lunas. A seqiiéncia de digitos na saida do cntrelagador é
transmitida através do canal. Os efeitos de ruidos. desvanec-
imento e outras interferéncias produzidos pelo canal s2o mo-
delados como uma seqgiiéneia de erro bindria aditiva € =
(¢1 €5 -+ e,). modelada estalisticamente por um modelo
CEE. Os simbolos provenientes do canal sdo escritos no
desentrelacador em colunas ¢ sdo lidos em linhas.

A Tabela | mostra um exemplo de um bloco
desentrelagador, onde utilizamos quatro palavras-cédigo
(I4 = 1) de comprimento 3. Representamos cada palavra-
codigo por v = (v vhed). i = 1.2.3.4. A seqiiéncia de
erros proveniente do canal € espalhada entre palavras-codigo,
como mostra a Tabela 1. A /-ésima linha do desentrelagador
é a (-ésima seqiiéncia recebida r' = (r{r)ry), onde
rio= vh 4 ey J = 1.2.3, com adicio sobre
GF(2). E importante notar que os digitos consecutivos
de uma palavra-cddigo s@o corrompidos por digitos de
erro separados por uma distancia Iy. Nota-se ainda que 0s
simbolos produzidos pelo canal nos intervalos compreen-
didos entre dois sfmbolos de erro de uma mesma linha
do desentrelacador sfio irrelevantes para a decodificacfo.
O bloco em cascala composto pelo entrelacador. pelo
canal CEF e pelo desentrelacador ¢ denominado dc canal
entrelacado.

ol +e J z} + 05 } vl + ey
vi ey | g e ‘ 3+ e
ey | o+ (f,—J ¢y e |
ey | den | vl e

Tabela 1. Bloco desentrelagador com nivel de entrelacamen-
to 4 e comprimento 3.

Consideramos modelos CEF que contenham seqgiiéncias de
erros geradas da seguinte forma. Seja uma cadeia de Markov
{S1:},—- estaciondria. com um espago de estados com N
elementos, A" = {01, N — 1}. No k-ésimo intervalo,
a cadeia transiciona do estado Sy_; = 7 para o estado .55 =
J. com probabilidade p; ; = P(S, = j | Siy = i), ¢
gera um simbolo bindrio ¢.. independente de 7 e dos simbolos
de erro vizinhos. com probabilidade b;,, = P(E; = e |
S5t = j). Definimos duas matrizes P{e;. ), ¢ € {0. 1}, cujos
(i.7)-ésimos elementos s30 b, ., p;. ;. isto €. cada elemento
de P(e;) ¢ a probabilidade da cadeia transicionar do estado
i para o estado j e gerar um simbolo de erro €. para () <
i.] <N—1.S¢jae, = (e16o - €, ) umasegiiéneia de erros
de comprimento r. Entdo o modelo CEF ¢ completamente
especificado pela probabilidade da seqiiéncia e,,. dada por

Ple,)=TI" | [T P(es) | 1. M
k=1

onde 1 ¢ um vetor caluna N x 1 com todos os elementos
iguais a 1 e IT é um vetor coluna N x 1 de prababilidades
estaciondrias. Um exemplo de um importante modelo CEF &
o modelo CGE. que consiste de uma cadeia de Markov com
dois estados. como mostrado na Fig. 2. Quando a cadeia se
encontra no estado 0. o simbolo ¢; € igual a um (erro) com
probabilidade g. ou zero (sem erro) com probabilidade 1 —
g. Quando a cadeia se encontra no estado 1. o simbolo ¢;.
¢ 1gual a um com probabilidade b, ou zero com probabilida-
de 1 — 0. Desta forma. by; = g e by, = b. Por definicho,
g < b. e porisso os estados 0 e 1 sdo chamados de estado
“bom™ e estado “ruim”, respectivamente. O modelo CGE ¢
especificado pelas seguintes matrizes

P:[l;Q 1?(1] )
Pl = [ ! ;((12)_(15,)79) (1 (:)(ql)(ilb,) b) } NE)
P(1) = [ e } | )

m=|= =] = [ . J[ (5)

onde P = P{0) + P(1) é a matriz de probabilidades de
transi¢do da cadeia dc Markov. Definimos P(1) = P(E), =
1) = Hll g+ Tlrpb como sendo a probabilidade do mode-

lo CGE gerar um erro. onde p = ¢/Q. Um pardmetro im-
portante na andlise de desempenho de canais com memdria
¢ o comprimento médio do surto A, que definimos como
A=1/q.
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Figura 2. Modelo Gilbert-Elliott para canais com meméria.

3. ENUMERACAO DA SEQUENCIA DE
ERRO DO CANAL ENTRELACADO

Desenvolveremos nesta se¢do uma expressio para a proba-
bilidade de uma seqiiéncia de erros de comprimento n na /-
ésima linha do desentrelacador. P(e; €57, - €,40,-1)1,)-
Para isso. precisamos definir algumas notagdes. Seja R o
corpo dos numeros reais. Definimos R <« rg.r) > como
o anel de série de poténeias com indeterminantes 1y e Iy
nio comulativos. com coeficientes em1 R. Sejam s ¢ = in-
determinanies comutativos. Definimos [¢" =" P(s. =) como
o coeficiente de s 2" da série de poténcias P(s. z).

A formulacio matemalica seguida puara o calculo desta pro-
babilidade estd descrita cm [6] e envolve dois passos:

. Dado um conjunto de seqliéncias bindrias de compri-
mento 1. &, forma-se uma série geradora da seguinte
forma

Fe, = E DO S

oc
e, T,

C R < ag.ory >,

onde 2., € {xp. ;7:1} e os indeterminantes vy € 1 mar-
cam um digito de erro ¢ igual a 0 ou I, respectivamente,
em cada seqiiéncia pertencente a &,. R < zg.ap > €
o conjunto de todas as somas finitas de produtos nao-
comutativos de g e xy, com coeficientes tomados em

R.

9

. A probabilidade do conjunto &, serd expressa na forma
PEN =1 (AFe )1 (6)

onde A é um mapa que substitui em F¢ cada x,, por
[6].

P(e,) ’

Definimos a seqiiéncia e, = (e/;¢'47 ... ¢iyng) =
(¢, eiqr, .- €,+(,,,l,]d) como uma scqiiéncia de erro de
comprimento n produzida pelo canal entrelacado com nivel
de entrelagamento Iy, Dada uma seqiiéncia e’,, especilica.
definimos um conjunto X} formado pela inser¢do do con-
junto formado por todas as scqiiéncias bindrias de compri-
mento {4, denotado por 5};‘”_1, entre cada digito da segiiéncia
€', ou seja.

T s . e ) * N
‘)Cn - {‘S‘I(;fl €y 5[,/~1 Citly -~ SL;~1 614—(;,—1)14}‘
104

E importante salientar que o primeiro conjunto &; _; foi
incluido por conveniéncia. Nota-se que a probabilidade
de ocorréncia da seqiiéncia €, é igual a probabilidade de

ocorréncia do conjunto &). isto é
‘l J/ 1/ —_— > e
P(‘if 4+l .- € i+n~l) - p<f/[(4+[41 e'z—#(n—l)l,])
— 7
- P<An)

Definimos uma série geradora para o conjunto &’!:

F“Y/.» - }5;(‘,,1"?, € e, & ateiin,
To—1 . .. .
onde Fg/- = (xp+ )" " éasérie geradora do conjunto
ot ; , |

5}1_1. Utilizando (6), obtemos a seguinte expressao

P((-‘, ol - f"m‘-mfl)h) -

=I" (AFy)1
n—1

=1’ H Afrg + «'1‘1)["71 Te, iy |1
k=0
n—1

—0” [ TPy + P Plei,) | 1
k=0
‘n—1

= HT H P]'J——lP(Ez#»A'[,J) 1. )
k=0

A seguir. determinaremos a probabilidade de um modelo
CEF entrelacado. com nivel de entrelacamento I, gerar m
digitos errados em uma palavra recebida de comprimento 7,
denotada por P%/(m.n). Achar esla probabilidade ¢ trivial
para um canal bindrio simétrico sem memdaria. com proba-
bilidade de transicao igual a p. Esta probabilidade ¢ igual a
Pgsc(m.onp)= (] )p"(L—p)".

Seja o conjunto A" a unido de todos os conjuntos A, no
qual o peso de Hamming da seqiiéncia e, produzida pelo
canal entrelacado ¢ igual a m. Portanto. podemos obser-
var que PTi(m.n) = P(AT). Assim, podemos determi-
nar P¥(m.n) calculando inicialmente uma expressio para
a série geradora de A" e utilizar a mesma idéia contida em
(6), 1sto €

Pli(m.n) =TI (A Fy,) 1. (8)

Definimos o conjunto A'Y como a unido de todos 0s possiveis
conjuntos X, para lodas as seqiiéncias produzidas pelo canal
entrelacado. Se definirmos A* como a uniao de todos os con-
juntos X7 para todos os valores de 7. isto €, XY™ = [ J_, X7,
entdo sua série geradora € dada por

> x n
Fo =3 Fa, = (Fe a0+ Fe o) .
o i a1 J
n=y0 n=0

ou reescrevendo
’ J,[*l I,—1 —1
Fy = (1—((;1:0+;1'1) ro+(zo+uar) ;z'l))
[ R <& Tg.ry > .

Para que possamos enumerar o peso de Hamming e o compri-
mento de cada seqgiiéncia em Fly-, definimos a seguinte séric
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geradora

Fli(ag.uy. s. )=

JZ D; Lo +SF57 !;1‘1)i
hy a-
i=0
N yli—
= (1 —2((xg + 1)
e R < gy > [[s. NH

onde os indeterminantes s e 2 marcam o peso de Hamming
e o comprimento de cada seqiiéncia em Fy-. Desta forma,
podemos observar a seguinte relacio

Fyw = [s72"] FI"‘(I,UA 1y.8.2) € R<wgory >, (9)

Portanto, Fly» enumera as seqiiéncias de erros produzidas
pelo canal entrelacado com peso de Hamming m e compri-
mrento 7. A pariir de (8) e (9). chegamos finalmente a

P Hmon) =P =
=" (AFx, )1
= [s" I (A F (g 0y.05.2)) 1
- -1
= [sm:”}HT<A(17:(.’1'“+;2’1)I” 1(1‘0+s;‘r1)) )1

SPUTUP0) 4 s P L
—PHHEP(0) + s 2P(1)}) L

[szrv} HT(I -
— [Sm:”]HT(I

Do exposto acima. definimos uma séric geradora H(s. z)
para a probabilidade PY* (1. 1) da seguinte forma

i i P(’IT'Z,. n) G

n=0m=0U

=TI/ -

H(s.z)

PL=1{-P(0) (1.

A série geradora H{s.z) é uma razao de dois polindmios
. . A

em s € z. uma vez que a inversa da matriz B =

I- PL-1{-P(0) + s2P(1)} ¢ a raziio entre a transposta

da matriz dos cofatores de B e seu determinante. isto é
B! = cof(B)? /det(B). Entdo
T T ;
cof(BYY 1 L(s.z
H(S.;):H cof(B)"1 _ Lis.z) (10)

det(B)  Q(s.z)’

A paglir dos polinémios L{s. ) e Q{s.z). podemos obter
facilmente uma férmula recursiva para P(m. n), como serd
demonstrado a seguir para o caso particular de um canal
CGE. Considere o calculo da matriz B para o CGE, uti-
lizando as matrizes P, P(0) ¢ P{1) definidas em (2). (3) ¢
t4). respectivamente. A partir de (10) podemos escrever

Qls.z) = 1+(‘1:+(ﬂ3;s+(‘3:2+c4;23+c;;232.
Lis.z) = cyy + 12 4 Capis.

(1
(12)

onde os coeficientes dos polindmios Q(s.z) e L(s.z) sdo
funcdes dos parametros do modelo CGE. Portanto

Cop + Cip~ + Copss
L4ciz+cozs+ c3z? + gz s + 53782

i i plo {m.n)ys"z

n=0m=0

H(s.z) =

0

ou

x n
Cop + CrLpz + capis = E E P]"(m. nys’z"+

n=0m=0
+§ E i Pl (moans™ 2
n=0m=0
4 E E ()P] I7LIZ).S’m+lZH+1 T
n=0 m=0
n-+2
+ E E caPimLn)sM 2T 4
n=0m=0
x n
2
+ § E (:4]3[,;(”[‘”)Sm%»l;u+_ +
n=0 m=0
x N
¥l 2 42 .
+ E E (',.j.P[“{"nz.n)s”'*':“' . (13)
n={ m=0

Fazendo-se uma mudanca de indices em cada somatério du-
plo. obtemos termos apenas com poténcias s™ ",
mostrado abaixo.

cOmo

Coy + Cip= =+ Copls

= n
= Z Z Plitm.onys™="+

n=0rm=0
~x n-—1
E E {
+ (1[7”“, nun+
n=1 m=10
x n
+ E E (,‘gPI"(m — 1= 1)+
n=1m=1
X n—2
I
+ E E 3P (e~ 2)s™ 2" +
n=2m=u
x n—l1
+E E ey Pl — lon — 2} +
n=2>m=1

> n
+ E g esPlim 2.0 — 2)s™ 2"

n=2m=2

(14

Como os trés dltimos somatdrios duplos de (14) s tém efeito
a parlir de n = 2, separamos os trés primeiros somatérios
duplos em dois casos: 1 < 1 ¢ n > 2. Entdo

Cop + C1p2 + €8 = P”(U.O‘) + PO 1) =+
+PI(11) s v~+z Z Plifm. nys™=" +
n=2m=0
~x n—1
ey P (0.0)z + Z Z (-1P['1(m.77 — 1™z 4+
n=22m=0
e P10, 015 +ZZ(>P1"(HZ—1 n—1)s"M ="+
n==2rm=1
pe 7)—'
+ZZ(3P domen = 2)s" 4
n=2m={
~ n-—1
+3 > Pl n = L =28 ¢
n=2m=1
N n

(15)
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Como Pl (m.n) = 0 param.n < 0 e > n, escrevemos
um Unico indice para os somatdrios em . de forma que,
reagrupando os termos do lado direito de (15), obtemos:

Cop + Clpz + Copis
= PU{0.0) + {PT{0. 1) + ¢, P1(0.0)}z +
+{PH(1.1) + 2P0, 0)} 52 +

+ Z Z {P]"’ (m.n)+ a1 Pliimon—1)+

n=2m=0
+c:gP]" \:77771.71—1)+63P1‘](7n.77~2) +
+e Pl m=1n—2 4 Pl m—2.n—2)} ™2

(16)

Assim, igualando-se os coeficientes de mesma poténcia em
ambos os lados de (16). encontramos

Pli0.0)y = cy=1 (17)
PINO) + ey PL(0.0) = g
I, (18)
P01y = C1p — C1.
Pl 1)+ . PI1{0.0) = ¢g,.
(. )+(_)P] ( ) C2p (]())
PH(1.1) = Capy — C2.
e arelacdo de recorréncia paran > 2¢e 0 < < n
Plitmony+ i Pl(mon — 1)+
+ea Pl m=1.0n— 1+ ey PY(m.on—2) +
+C4P]“’(m ——1.71~‘2)—0—(';,PI"(,_711—2. n=2)=10. (20)

As condicgoes iniciais da recorréncia dadas por (17)-(19) sio
obtidas a partir do numerador de H (s. ©) e a recorréncia (20)
¢ obtida a partir do denominador de H(s. z). Deste modo,
oblivemos uma nova férmula de recorréncia mais simples que
as comumente usadas na literatura [7, 8], dada por

Pl‘l(mﬁ) = - clPI"(m.rhl ~coPI"(m~1 n—1)+
fch] (m.n—2 2)—cy pl m—1.1—-2 >+
— <15P “m—2.n—2).

paran > 2,0 < m < n, onde

o = —rploT Qul) - gl + QF il -1
qg+Q J

= Ly + QL

2 (+Q{q Qu''} W){qxz 2}

Cy = (1*1’)(1*9),“

cr=(g+b-2gb)u’

o5 = bgult

(=1—¢—@Q e as condicdes iniciais sdo dadas por

Pli(m.n) = 0 param.u < 0.m > n.
Plio.0y = 1.
: g \ Q
Pli0.1) = I—g)+ ——=(1-0).
(0.1) q+(2< 9) q+Q( )
: q
Pli1.1 = ——y+ ——=0
Y +Q" ¢+ Q
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A Figura 3 ilustra o comportamento de PL7(m.n) em funcio
de m, para o comprimento médio do surto igual a 200 e 1 =
255, tendo o nivel de entrelacamento como pardmetro. A
figura ilustra que o aumento do nivel de entrelagamento faz
com que o canal se comporte cada vez mais como um canal
sem memdria. devido a ac@o do entrelacador.

I — : T .
0.1 F ]
B \
= 001 b .
= e i=1
~  oworp AT -
0.0001 + o e =20 1
I =50
1e-005 L R I, =100 |
e 1a = 200
1e-006 T
0 20 40 60 80 100 120 140 160
m
Figura 3. P’/(on.n) versus m. para n = 255 ¢ A =

200, tendo como parfimetro varios valores para o nivel de
entrelacamento.  I; = 1.50.100.200. Canal CGE com
parametros p = 20. A = 200. ¢ = 0.001. b = 0. 4.

Mostraremos a seguir que o canal entrelagado. que engloba
o entrelacador. o modelo CEF ¢ o desentrelacador. corres-
ponde a um novo modelo CEF, cuja matriz de transi¢des da
cadeia de Markov é P17, Esta propriedade foi observada em
[9]. mas ndo conhecemos sua prova formal na literatura.

Definimos uma matriz B(e;) que satisfaz a relagio

(c1) = P B{e; ), onde P é a matriz de transicio da cadeia
de Markov e B¢, ) é uma matriz diagonal que depende ape-
nas das probabilidades de erro condicionais ., associadas
a cada estado. Como exemplo, consideramos o modelo CGE
descrito pelas matrizes P(0) e P(1). definidas em (3) ¢ (4).
respectivamente. Utilizando-se esta notagfo. podemos escre-

ver P(0) = P B(0) da seguinte forma:
\ (1-Qil—g) QUL-b |
P0) = .
v { @i-g)  (-a-b ]

_ {1@ Q ng 0 } o)
g 1l-g¢ 0 1-b
PB(1):

_ (1-Q)g Qb
Pa) = { qg (1—q)b }

1-0 e
q 1-g¢ 0 b

Portanto, reescrevemos (1) na forma

Pleyeo ... ey) =117 (HPB(@)) 1. (23

De forma andloga. a probabilidade de uma seqiiéncia de er-
ros de comprimento n para o canal entrelacado dada em (7)

e de uma forma andloga P(1) =
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ESCreve-se

n—1
[P 'PBie i) |1
k=0
n—1

HPL]B(F/I'+A) 1.
k=0

’ / ! T
P<( PR N N & i+n~l> =1II

=1’

Comparando (23) e (24), concluimos que o canal entrelagado
¢ um novo CEF, com uma nova matriz de transi¢cao P elevada
a poténcia Iy, P14, Observe que a matriz B(ey ) ¢ igual para
0s casos com e sem entrelacamento. Concluimos, portanto,
que um CGE com matriz de transi¢ao P gera seqiiéncias
de erros bindrias com mesma probabilidade que um CGE
entrelacado com nivel de entrelacamento J;. A seguir, as-
sumiremos que a matriz P ¢ diagonalizdvel. Neste caso. um
procedimento eficiente para o calculo de poténcias de uma
matriz consiste na sua diagonalizacéo [10].

Seja S uma matriz N x N, cuja /-¢sima coluna ¢é

o autovetor de P correspondente ao autovalor A,. ¢ =

1.....N. Emtdo, P = S TAS, onde AY
diag( AL /\é” ..... /\_]\'1 ). Por exemplo. para 0 modelo CGE
- -
, |1 0
A= [ 0yl J )
Q
S = [ L=3 ] _
L 1 J
Entao
[¢ i @]
PL] _ [ 1 —n_f 1 1 0 ] m +Q
Tl 0 pl 0 a
L ] gtQ  gtQ
ou
q Quit  Q Qu'
pli—| 4t@ a+Q ¢+Q@ ¢+Q
q gult QL qut
¢+0Q g+C@ ¢+Q g+
Portanto P77 ¢ da forma
1 — Q/ Qf 1 )
Li _ 5
P |’ q/ 1 _ q/ j N (_4)
onde
, B 1,
1 |
0 - S APt )] (25)
1+p Ap
. I,
i 1+ '
g = r 1—1(1- M (26)
1+p Ap

Os parametros da cadeia de Markov do novo modelo CGE
que caracteriza o modelo CGE entrelacado com nivel de
entrelacamento Iy sdo dados por (25) e (26). Os parimetros
hogep = ¢ /Q = ¢/Q sdo iguais ao do modelo original.
O comprimento médio de um surto no canal entrelacado é

A = 1/¢'. Rearrumando os termos em (26). podemos escre-
ver

(1 -+ 19)///)

14
1_(1_<1_+L>>
Ap

N =

27)

Assim. fixando-se os parAmetros b, g € p. observamos clara-
mente que o desempenho de um c¢ddigo operando em um
modelo CGE entrelacado com pardmetros A ¢ I; é igual ao
de um modelo CGE n#o entrelacado com pardmetro A’

4. ANALISE DE CODIGOS DE BLOCO
EM CANAIS CGE ENTRELACADOS

A seguir. mostraremos resultados numéricos do de-
sempenho de cdédigos BCH aplicados a modelos CGE
entrelagados. Adotaremos como medida de desempenho do
sistema a probabilidade de ocoréncia de mais de ¢ erros em
uma palavra recebida. denotada por PED. Seja P11 (m.n)
a probabilidade de ocorrerem i erros em uma palavra re-
cebida de comprimento n na saida do desembaralhador com
nivel finito I;. Entdo, PE D é definida por

Z Plitim. ).

m=t+1

:
PED =1- Z Plitm.on) =

m=0

Nas andlises realizadas a seguir, fixaremos os parimetros
do canal como p = 20.0=0.4. ¢ = 0.001 ¢ (1) = 0.02,
exceto quando explicitamente citado. Inicialmente. tratare-
mos o caso de modelos sem entrelacamento (I; = 1). A
Figura 4 mostra o comportamento da PED em funcio do
comprimento médio do surio A, para cédigos BCH (255. &),
tendo como parametro a capacidade de correcdo do cédigo.
Observamos dois comportamentos para a PE D. dependendo
do valor de ¢. Para valores pequenos de . como por exemplo
t =0e¢t=3.aPED decresce com A. Neste caso, quando
A € pequeno. o ntimero de erros mais provaveis estd con-
centrado em torno da média » P(1) aproximadamente igual
a 5. Porém estes erros nao sdo corrigiveis pelos cddigos
com t menor que esse valor, resultando em valores eleva-
dos para a PED. Com o aumento de A. estes erros vio
se tornando menos provaveis, levando a uma melhoria da
eficiéncia do codigo. No caso de valores mais elevados de
t. isto €, para valores de f maiores que aproximadamente
5. a PED ¢ menor em canais com A pequeno. pois 0s er-
ros mais provaveis destes canais sao corrigiveis pelo cédigo,
ou seja, o codigo € eficiente. Com o aumento de A até um
certo valor. hd uma perda de eficiéncia do cddigo, pois os
surtos se tornam mais longos. dificultando sua correcio. E
interessante observar o decaimento da PED para A > n.
Este decaimento ocorre devido ao comportamento limite de
PED quando A — oc. fazendo com que exista um ponto
de maximo. Denotaremos o valor do comprimento médio do
surto correspondente a este maximo de Apax. Calcularemos
analiticamente este valor limite da PED quando A — <
para dois valores distintos de 7, por exemplot = O et = 32.
Para 0 caso A >» n, podemos obter uma aproximacdo da
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PED parat = 0. dada por

H H
70 Z Ppge(ning) + m Z Ppsc(m.n.b)

PED =
m=t+41 m=t+41
n n
= E Ppscim.n.y)+ m Z Ppscim.n.b)
m=1 m=1
= 7 {l — Ppsc (0.1 ¢)) + 7
e (11— +m
~ 1—m(l—g)".
onde usamos a aproximacdo > | Ppsc(m.n.b) = 1. Da

mesma forma, podemos aproximar a PED para o caso t = 32
(na verdade. esta aproximacio € vdlida para os casos t > 2)

PED = m Z Prsc(m.n.g) +

m=1+1

n
+ Ty Z Pgsc{m.n.b)

m=t+1

[

.

onde foram usadas as aproximacoes

n
Z Ppsclm.n.g) <0

=t

e
1
Z Prsc(m.n.b) =1
m=t-1i
Portanto. as curvas da Figura 4 variam de PED = 1 —

ZTm:O Pysc{m.n. P(1)). guando A — 1, até PED = 7y,
guando A — oc. A Figura 5 mostra claramente os valores
de t que apresentam uma (ransicdo entre os dois comporta-
mentos distintos da PED versus A. Observanios pontos de
cruzamento entre as curvas, os quais indicam os valores de ¢
que tém este comportamento de transicao.

A Figura 6 ilustra a I’E'D versus a probabilidade de erro
média P(1) introduzida pelo canal, para dois valores de A,
A = 2e A = 200 e para vérios valores de t. Nota-se clara-
mente gue 0 aumento de t tem pouca influéncia para A = 200.
Nota-se ainda que se P(1) é pequena o bastante para que
0 codigo seja eficiente. entdo a PED serd bem menor em
canais com A pequeno do que em canais com A maior. O mo-
livo deste comportamento € que em canais com A pequeno os
erros se concentram em (omo de sua média, difercntemente
para o caso de valores de A miais altos. Como os cddigos sdo
desenvolvidos para uma capacidade de correcdo fixa. ocor-
rem menos erros de decodificagao em canais onde o nimero
de erros €. com grande probabilidade. menor do que a capaci-
dade de correg@o do codigo.

A seguir. mostraremos resultados numéricos do de-
sempenho de codigos BCH aplicados a modelos CGE
entrelacados. A Figura 7 ilustra a variaciio da PED em
fungdo da capacidade de correcdo de um cédigo BCH de
comprimento 7 = 255, tendo I; como parametro. A figura
mostra que varios valores de t e 15 podem ser escolhidos para
108
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Figura 4. Gréfico da PED versus o comprimento médio do
surto A, para cédigos BCH com n = 255 e & varidvel. tendo
como pardmetro cinco valores de ¢, ¢+ = 0. 3. 6. 18 e 32.
Canal CGE ndo entrelacado, Iy = 1.

01 b T e A =208
5 ey =0
o000k
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1e-003 ‘ ‘ ‘ ) ‘
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Figura 5. Grafico da PED em funcio de ¢, para cddigos
BCH com n = 255 e trés valores de A como parametro: A =
2, A = 50 e A = 200. Canal CGE nao entrelacado. Iy = 1.

se obter um certo desempenho. Fixada PE D, podemos optar
por um entrelacador com [; baixo. porém a taxa do cédigo
escolhido deve ser pequena (t elevado). Por outro lado.
podemos escolher um codigo mais simples (com valor baixo
de #). havendo um aumento do nivel de entrelacamento /.
Portanto, usando as ferramentas desenvolvidas nesta segao,
pode-se avaliar o compromisso entre a taxa do ¢édigo ¢ o
valor do nivel de entrelacamento.

A Figura 8 mostra o comportamento da PED versus A,
para vdrios valores dc [, para c¢6digos BCH com compri-
mento 1 = 255 e capacidade de correcdo t = det = 18,
Podemos observar dois comportamentos distintos das curvas
com relacfio a capacidade de corregio dos cddigos. Quando
o valor de t estd abaixo do valor médio do nimero de erros
observado para valores de A pequenos. m = n P(1) (por e-
xemplo, t = 5 para n = 255) o uso do entrelagamento € pre-
judicial ao sistema. Para valores de ¢ maiores, observamos
o efeito benéfico do entrelacamento. devido ao espalhamento
dos erros entre palavras do codigo. facilitando sua atuagdo. O
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Figura 6. Grifico da PED versus a probabilidade média
de erro P(1). tendo como parametros A = 2 (linha séhda) e
A = 200 (linha tracejada) e trés valores de t: ¢ = 0. § ¢ 18.
Canal CGE ndo entrelacado. Iy = 1
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Figura 7. Grdhco da PED em fungio da capacidade de
correcdo t de um codigo BCH de comprimento n = 255,
tendo como pardmetro /;. Canal CGE entrelacado.

valor de t = 6 paran = 255 seria uma curva de transi¢ao en-
tre estes dois comportamentos. Como o desempenho de um
cddigo em um canal CGE entrelagado com parametros A e
I¢ 1gual ao desempenho em um canal CGE nilo entrelagado
com pardmetro A’, dado em (27), podemos explicar o efeito
prejudicial ou ndo do entrelagamento, dependendo da capaci-
dade de correcao do codigo utilizado. Como exemplo, fixe-
mos A = 1000 e p = 20. Para Iy = 1. I; = 50 e I; = 200,
abtemos, respectivamente, A" = 1000, A’ = 21 e X = 6.
Se acompanharmos a varia¢do da PED do canal CGE nfo
entrelacado da Figura 4 com a diminuicao de A (que pode ser
interpretado como A'), observamos que a PE D cresce com
¢ diminuiciio de A’ (ou equivalentemente com 0 aumento de
Is) até o valor Amax. a partir do qual ha uma diminuicao da
PED. Como Ayax = 0 para o caso t = 3. que € similar ao
casot = 4, a PE D ¢ monotonicamente crescente com o aul-
mento de Iy, ou se¢ja. o entrelacamento ¢ scmpre prejudicial.
Quando t = 18. o entrelagamento € benéfico quando A < 40,
ou Iy > 25. Portanto. concluimos que o entrclacamento ¢

prejudicial para os valores de I; em que A’ > Apax. Isto ex-
plica porque o entrelacamento € benéfico ou ndo, dependendo
do valor de t. Portanto, o entrelacamento é benéfico para os
casosem que t > nP(1) e A < Amax.

b ‘ S0 100200
0.1
= |
= oot :
0.001 ¢ 20 4
30
0.0001 F ]
100
le-05 :
e 200 ot g
B B —1 = I8
o0 S : ‘ ‘
1 10 100 1000 10000

A

Figura 8. PED em fungdo do comprimento médio do
surto A, com 0 nivel de entrelacamento [; como parametro.
para dois cddigos BCH. (255.223) ¢ = 1 (linha tracejada) ¢
(255.131) t = 13 (linha sélida). Iy = 1. 20, 50. 100. 200.

Na maioria dos trabalhos publicados. assume-se um nivel
de entrelacamento perfeito (I; — o). 0 que pode levar a
um valor de atraso ndo aceitdvel em sistemas que tenham
restricoes quanto a este pardmetro {6]. Iremos observar a
seguir o desempenho de sistemas com restricdo severa de
atraso. Consideramos C a taxa de transmissao da informacio
em bits/segundos. Um digito bindrio a ser transmitido sofre
um atraso devido ao entrelacamento de D = 2n 1;/C se-
gundos. ou seja. fixado um certo valor de D. o maximo nivel
de entrelagamento permitido com o uso de cddigos de bloco
¢ dado por Iy = [DC/(2n)|. Portanto, fixando-se um
valor de atraso e uma dada taxa do codigo BCH. existe um
compromisso entre sua capacidade de correcdo e o nivel de
entrelacamento. visto que o aumento de t implica em um au-
mento do comprimento do mesmo. e consegiientemente. o
nivel de entrelacamento deve ser reduzido.

As Figuras 9 e 10 ilustram o comportamento da PED em
funcio do atraso D (ms). para A = 50 ¢ A = 200, respec-
tivamente. para trés codigos BCH de taxa R, = k/n apro-
ximadamente igual a 0,5. com parametros (15.7). (63.30) e
(255.131) e capacidade de correciio t = 2.t = Get = 18,
respectivamente. Consideramos uma transmissdo com taxa
' = 100kbps. Podemos observar pontos de cruzamento
nos graficos. que indicam uma transi¢do do comportamento
do codigo com relacdo ao atraso. Por exemplo. as curvas
da Figura 9 indicam quc o cddigo (15.7) apresenta o me-
lhor desempenho sc o atraso requerido € inferior a 60 ms. Os
graficos mostram que cm situacdes com retrigdes severas de
atraso. o desempenho de cddigos com maior capacidade de
correcdo € severamente degradado. tornando-se inferior ao
desempenho de um cddigo mais simples. Entretanto. para
valores mais altos de atraso. os codigos (63.30) e (255,131)
1&m um desempenho superior ao cédigo (15.7). o que era in-
tuitivamente esperado. Novamente. podemos explicar estes
comportamentos com o seguinte argumento. Se fixarmos um
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valor para o atraso, por exemplo D = 120 ms, obtemos para
0s codigos com 711 = 255 e n = 63. respectivamente. [; = 24
(N = 26)e I; = 96 (N = 1.2). Observando os valores
da PED no grafico da Figura 8§ para os valores I; = 1 e
A = 1.2 concluimos que o menor valor de \'. que corres-
ponde ao c¢ddigo com 1 = 63, lem o melhor desempenho.
Andlises do comportamento da PED versus o atraso para
modelos CEF podem ser encontradas em [1]. 12]. porém es-
tas referéncias utilizam ferramentas matemadticas diferentes
das desenvolvidas neste trabalho.

l . T —
a 0.1
I~
[
0.01 k I 1
T 115.7)
e - .(253.131)
0.001 - ) \\ .
(63307
30 60 90 120 150
D

Figura 9. Grifico da PE D em funcio do atraso D em milis-
segundos, para uma taxa de transmissdo C' = 100 kbps. tendo
como pardmetros trés codigos distintos, para A = 50.

0.0 F- 3

PED

0.001 T e

' I !
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Figura 10. Grifico da PED em funcio do atraso D em
milissegundos. para uma taxa de transmissao C' = 100kbps,
tendo como pardmetros trés cddigos distintos, para A = 200.

5. CONCLUSOES

Neste artigo, exploramos as propriedades de canais de esta-
dos finitos utilizados para modelar canais reais que tém como
caracteristica a ocorrénecia de erros em surto. Desenvolve-
mos ferramentas matemadticas para analisar o desempenho
dos modelos CEF. utilizando como critério a probabilidade
de erro apds a decodificacio.
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Obtivemos uma nova férmula recursiva para P17 (1. n)
em canais entrelacados, ilustrando numericamente o ganho
de desempenho de cddigos BCH com a aplicacdo do
entrelacamento.  Demonstramos que um modelo CEF
entrelacado com matriz de transicao P ¢ um novo CEFE
com uma nova matriz de transicdo P elevada a poténcia /.
P/, Observamos que. fixando-se os pardmetros b, g e p.
o desempenho de um cddigo operando em um modelo CGE
entrelacado com parametros A e Iy € igual ao dec um canal
nao entrelacado (I; = 1) que tenha como pardmetro N
Avaliamos numericamente o desempenho de c¢ddigos BCH
entrelacados e mostramos que exislc um compromisso entre
a taxa do cdédigo e o valor do nivel de entrelacamento. Con-
cluimos a partir das andlises que o entrelagcamento é benéfico
para os casos em que t > nP (1) e N < Amax.
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