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Resumo - Apresentarernos neste artigo um metodo analftico 
para avaliar 0 desempenho de codigos de bloco em canais 
de cornunicacoes que apresentam erros em surtos. 0 efeito 
da aplicacao de um entrelacador sera explicitamente estu

dado, bern como sera investigado 0 dimensionamento do 
nfvel otimo de entrelacamento. Mostraremos as condicoes 
em que 0 entrelacarnento ebene fico ou prejudicial ao sistema. 
Sera demonstrado que, para aplicacoes com restricao severa 
em relacao ao atraso na transmissao, 0 entrelacamento e mais 
eficiente para codigos com comprirnento pequeno. 

Palavras-chave: Enurneracao de seqiiencias. codigos de 
bloco. entrclacamento, canais de estados finites. 

Abstract - This paper presents an enumerative method to 
evaluate analytically the performance of hlock codes on chan
nels with memory. The effect of interleaving with finite in
terleaving depth is explicitly studied. We identify the condi
tions under which the interleaving is beneficial or harmful [0 

the system In applications with severe delay constraint. it is 
demonstrated that the iuterleaver works better [or a code with 
smaller block length. These analysis allow us to evaluate the 
tradeoff between the code rate and the interleaving depth to 
obtain a certain performance. 

Keywords: Enumeration of discrete sequences. block codes, 
interleaving. finite state channels, Gilbert-Elliott channels. 

1. INTRODU<;AO 

Em varies sistemas de comunicacoes digitais, como por 
exernplo sistemas moveis, as disiorcoes causadas pelo canal 
de comunicacoes tendern a introduzir erros na seq iiencia 
transmitida, de tal forma que os elTOS sao agrupados em sur
tos. Devido a dependencia estatistica entre estes dfgitos de 
erro, estes canais sao diios serem canais com memoria, 

Uma familia import ante de modelos maternaticos usados 
para caracterizar as sequencias de erros em surtos e deno
minada de canais de estados finito:-. (CEF) [I]. Por exem
plo. modelos CEF que caracterizam canais de comunicac;:ocs 

m6veis sao descritos em [2. 3]. A garantia de confiahilidade 
nas transmissoes atraves destes modelos depende fortemente 
do c6digo cOITetor de erro usado. 
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Codigos projetados para corrigir erros aleatorios sao am
plamente difundidos na literatura, embora a prcscnca de er
ros em surtos cornprorneta seu desernpenho. Uma maneira 
de estabilizar a atuacao destes codigos em canais com 
erros em surtos e a uti lizacao de urna tecnica chamada 
entrelacarnento, que tem 0 efeito de tornar os simbolos de 
erro menos dependentes. de tal forma a aumentar a efetivi
dade do codigo. Um parametro imporranre desta tecnica e 
o nfvel de entrelacamcnto ld' que e definido como 0 com
primento menos um do menor surto que pode atingir uma 
palavra do codigo duas vezes [41. 0 mfnimo valor de ld 
que torna 0 canal sem memoria e considerado \1111 nfvel de 
entre lacamento ideal se niio houver resrricocs de atraso na 
decodificaciio da mcnsugern. Entretanto. em varias situacocs 
de interesse pratico 15]. existe um limite maximo admitido 
para 0 atraso e. consequentementc, para 0 valor de lei. visto 
que nfveis muito elevados incorrern em aumento excessive 
de memoria e atraso na dccodificacao requeridos para sua 
irnplcmentacao. Porianto, nem scmpre c possivel eliminar 
total mente a memoria do canal com 0 usa do entrelacamento. 
mas se consegue reduzir consideravelrncntc 0 efeito do suno 
de erros, 

A idei a principal deste artigo c avaliar 0 desempenho de 
codigos de bloco binaries. especificamente codigos BCH, 
para transmissao em canais caracterizados por modclos CEF 
com um numero arhitrario de estados, Uma ferramenta 

marematica que pcrrnite analisar codigos de blocos em mo
delos CEF sem entrclacamento foi desenvolvida em [6]. Este 
artigo visa estender os resultados obtidos em [6]. procu
rando avaliar os possfveis ganhos obtidos ao se aplicar 0 

enrrelacamentc com nfvel finito. Desenvolverernos uma 
formula recursiva inedita para detcrminar 0 valor da probabi
lidade de ocorrerem In elTOS em urn bloco de comprimeruo II 
para 0 cascateamento do codigo, do cntrclacamento e de urn 

modele CEF. Para um modelo CEF particular. denominado 
de canal Gilbert-Elliott (CGE). sera avaliado 0 comprornisso 

entre os parametres do codigo e 0 nfvcl de entrelacamenio. 
para sc obter urn certo nfvel de desempenho. 

Este trabalho esta organizado em cinco seyoes. Na 
Se~a() 2, sera descrito 0 sistema de comunica~6es a ser ana
lisado e algumas propriedades de modclos CEF. Um metodo 
enumerativo e apresentado na Seyao 3 para obten<;:ao de pro
babilidades de eventos de elTOS produzidos por modelos CEF. 
Na Se<;:3.o -+. analisaremos os desempenhos de c6digos BCH 
em modelos CEF em presen<;:a de entrelac;:amento nao ideal. 
As conclus6es deste trahalho serao apresentadas na Sec;:ao 5. 
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Desentrelacador 
II' 

f--I-----IDecodificador 

Figura 1. Diagrama cm blocos de um sistema de cornunicacoes com entrelacarnento. 

2.	 DESCRICAO DO SISTEMA DE 
COMUNICACOES 

Consideramos 0 esquema de urn sistema de comunicacoes 
codificado conforme ilustrado na Figura I. Utilizamos 
codigos BCH primitives binaries ('11. Ie'). cujas palavras

21J1codigo tern comprimenio '11 = - 1. onde 171 e urn in
teiro positive, com Ie' dfgitos de inforrnacao e capacidade 
de correcao denotada port. A safda do codificador e lima 
palavra-codigo binaria v = (1'] '('2 ... 'I'n). Assumimos 

um entrelacarnento de bloco. que consiste de um arranjo 
matricial com n colunas (comprimento do c6digo) e Id li
nhas (nivel de entrelacamento), onde cada elerncnto da ma
triz armazena um dfgito binario. Os dfgitos sao escritos no 
entrelacador no sentido das linhas e lidos no sentido das co
lunas. A sequencia de dtgitos na safda do cntrelacador e 
transmitida atraves do canal. Os efeitos de ruidos. desvanec
irnento e outras interfcrencias produzidos pelo canal sao mo
delados como uma sequencia de erro binaria aditiva e = 

((:] <"2 ... (n), modelada estatisticamente por um rnodelo 
CEF. Os simbolos provenientes do canal sao escritos no 
descntrelacador em colunas e sao lidos em linhas. 

A Tabela mostra um exemplo de um bloco 
desenirelacador, on de utilizarnos quatro palavras-codigo 
(Id = ·fl de comprimcnto 3. Representamos cada palavra
codigo por v ' = (1'] C& I':))' i = 1. 2. 3. 4. A sequencia de 
enos proveniente do canal e espalhada entre palavras-codigo, 

como mostra a Tabela I. A z-esima linha do desentrelacador 
e a i-esima seqUencia recebida 1" (I[ 1'& 1':';), onde 

I'} = 1') + ei+(J-1II,j'} = 1.2.3, com adi<;ao sobre 

GF('2). E importante notal' que os dfgitos consecutivos 
dc uma palavra-c6digo sao corrompidos pOl' dfgitos de 
elTO separados por uma distancia I d. Nota-se ainda que os 
sfmbolos produzidos pe]o canal nos intervalos compreen
didos entre dois sfmbolos de eno de uma mesma linha 
do desentre]a<;ador sao irrelevantes para a decodificayao. 
o bloco em cascata composto pelo entrela<;ador. pelo 
canal CEF c pelo desentrela~ador e denominado dc calla! 

entre!aVldo. 

(,1 + e]1 
I'] + e,S2 

1.1 + e~):3 
.) 

+1' e2] 

.) 

+C') eli 
) 

+1':3 (']0 

1,3 + (',;3] 
I':' + ('I2 

e:3 + ell:, 
e.J + C'J] 

{,J + eK2 
(.-I + t]23 

Tabela 1. Bloco desentrela<;ador com nfvel de entrela<;amen
to -:t e comprimento 3. 

Consideramos modelos CEF que contenham sequencias de 
erros geradas da seguinte forma. Seja uma cadeia de Markov 

{5/.- }~o. estacionaria. com um espaco de estados com N 
elementos. }/ = {O. 1. .... i\' - 1}. No k-esimo intervale, 
a cadeia transiciona do estado 51,-1 = i para 0 estado S\ = 

j, com probabilidade Pij = P(51, = j I 51,_] = i), e 
gem urn sfrnbolo binario (I. independente de i e dos stmbolos 

de erro vizinhos. com probabilidade /)).CI = PIE"~ = CI, I 
S,. = j). Definimos duas matrizes P(e,). el, E {O.l}. cujos 
(i.})-esimos elementos sao b).rlPi.j. isto e. cada elemento 
de P (ed e a probabilidade da cadeia transicionar do esiado 
i para 0 estado j e gerar urn sfrnbolo de erro e),. para 0 :s: 
i . j :s: X -1. Seja e" = (e] (2 ... (,,) uma sequencia de crros 

de comprimento 11. Entao 0 modelo CEF e cornpletamente 
especificado pela probabilidadc da sequencia en, dada por 

(I) 

onde 1 e urn vetor coluna .1Y x 1 com todos os elementos 
iguais ale II e um vetor coluna X x 1 de probabilidades 
estacionarias. lim exernplo de lim irnportante modele CEF e 
o rnodelo CGE. que consiste de lima cadeia de Markov com 
dois estados. como rnostrado na Fig. 2. Quando a cadeia se 
encontra no estado 0. 0 simbolo ek e igual a urn (erro) com 
probabilidadc g. ou zero (sern erro) com probabilidade 1 

g. Quando a cadeia se encontra no estado L 0 simbolo e,.
e igual a U111 com probahilidade 1), ou zero com probahilida
de 1 - 1J. Desta forma. bo.] = g e bll = b. Por definigao, 
g < b. e por isso os estados 0 e 1 sao chamados de estado 
"bom" e estado "ruim", respectivamentc. 0 model0 CGE e 
especificado pelas seguintes matrizes 

P = 1 - Q Q l (2) 
q 1-QJ' 

prO) = (1 - Q)(l - g) Q(l - b) C)l 
q(l-g) (l-q)(l-b)' -) 

(1 -- Q)y Q/) lJ (-:t)
P(l) = qy (1 - q)b 

II [ ]T =c I _'1_ ..sL J'T= "U It] I Cj-i-q Q+q (5)
L 

onde P = prO) + P(l) e a matriz de probabilidades de 
transi<;ao da cadeia dc Markov. Definimos P(l) = P(E, = 

1) = ]~l. g + l~p1J como scndo a probabilidade do mode
" 10 CGE gerar um erro. onde (J = q/Q. Um parametro im

pOl-tante na amilise de desempenho de canais com mem6ria 
e 0 comprimento l1lcdio do surto A. que definimos como 

A = l/q. 
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Q	 E importante salientar que 0 primeiro conjunto E1'01- 1 foi 
incluido por conveniencia. Nota-se que a probabilidade 
de ocorrencia da sequencia e' ll e igual a probabilidade de 
ocorrencia do conjunto ,.y,~. isto e 

1- Q 

lj",O 

!j 
l-g 

l-g 

Figura 2. Modelo Gilbert-Elliott para canais com memoria. 

3.	 ENUMERA<;Ao DA SEQUENCIA DE 
ERRO DO CANAL ENTRELA<;ADO 

Desenvolverernos nesta secao uma expressao para a proba
bilidade de uma sequencia de erros de comprimento n na i
esima linha do descntrelacador, P(Ci cHI" ... [i+I/I-I)I,,). 

Para isso, precisamos definir algumas noiacoes. Seja Ifl 0 

corpo des mirncros reais, Definimos JR « Xo.. 1' J »como 
o anel de serie de potcncias com indeterminantcs .1'0 e .1'1 

nao comuiat ivos, com coeficientes em JR. Sejam .s e .:: in
determinantes comutativos. Definimos [s'" .::"]P(s.:::) como 
o coeficiente de Sill.:: n da serie de potencies P( s . z ). 

A Iormulacao matematica seguida para 0 calculo desta pro
bahilidade esta descrita ern [6] e envolve dois passes: 

I.	 Dado um conjunto de sequencias binarias de compri
mento u, En. fonua-se uma serie geradora da seguinte 
forma 

onde :l'e, E: {:Z·O. :1:I} e os indeterrninantes .ru e J'I mar
cam urn dfgito de erro c),. igual a 0 ou I, respectivamente, 

em cada sequencia pcrtencente a En. JR < :To. ;Cj > e 
o conjuruo de todas as somas finitas de produtos nao
cornutativos dc :I'U e ,rl, com coeficientes tornados em 

IR. 

2. A probabilidade do conjunto En sera expressa na forma 

(6) 

on de ti e urn mapa que substitui em FE" cada J'c, por 
P(e;) [6]. 

Detinimos a sequencia e ' n = (e'; ['i+1 .,. C'i+II-JJ = 
Ci+loI ••• C,+(II-IIIoI ) como uma sequencia de erro de 

comprimento 'TI produzida pelo canal eutrelacado com nivel 
de entrelacamento 1J. Dada uma sequencia e ' n especifica. 
definimos um conjunto ,1';', formado pela inserr;ao do con
junto formado par todas as scquencias himirias de compri

mento I J , denotado por E7,-I' entre cada dfgito da sequencia 
I . 

en, ou seJa. 

p (?c',;). 

Definimos uma serie geradora para 0 conjunto X,~: 

F',1','. = }EfJ_l;}'(:,FEj __ l.1'c,orJ j ••• Frll_1.l'e'_iU_1U,· 
, (, ,f , ( . ( 

onde Fr' = (:CU + .1'1 \ 1" -I ea serie aeradora do conjunto
'1/- 1 -. '-- . 

E1r I' Utilizando (6), obternos a seguinte expressao 

P(c, C.. +loI ••• C,+III-lIIo/) = 

(7) 

A seguir. deterrninaremos a probabilidade de lUll modele 
CEF entrelacado. com mvel de entrelacameruo I J • gerar m 
dfgitos errados em uma palavra recebida de comprimento n. 
denotada pur pI,) i rn . n). Achar esta probabilidade c trivial 

para um canal binario simetrico sem memoria. com proba
bilidade de transicao igual a p. Esta probabilidade e igual a 
PBSc(m.n.p) = C,',)plll(l- p)"-IJI. 

Seja 0 conjunto XI"" a uniao de todos os conjuntos X);, no 
qual 0 peso de Hamming da sequencia e /" produzida pelo 
canal entrelacado c igual a m. Portanto, podemos obser
val' que pld (m. n) = P( ,1',,," ). Assim, podemos determi
nar pI,! (m. 71) calculando inicialmente uma expressao para 

a serie geradora de X;''' e utilizar a rnesrna idcia coniida em 
(61, isto e 

(8) 

Definimos 0 conjunto XI;' como a uniao de todos os possivcis 

conjuntos Xii para todas as sequencias produzidas pelo canal 
entrelacado. Se definirrnos X* como a uniao de todos os con

juntos .:t'17 para todos os valores de n, isto e, .i:'" = U:=u X~'. 

eniao sua serie geradora e dada por 

ou reescrevendo 

F,y, = (1- ((:ro+;rl)J,,-1 ):U+(:TO+.l'1 )1,1-
1 )'11)-] 

E: JR« .1'0.:1'1»· 

Para que possamos enumerar 0 peso de Hamming eo compri
mento de cada seqiiencia em F.l·', deflnimos a seguinte seric 
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geradora 

=~::'(FE; To+sFc :rIl' 
~ '.;-1 l,j-l 

i=O 

1,,-1 ,1,,-1 ')-1
= ( 1 - (.ro + .1'1 )1'0 + S (:1'0 T .rj ) :1'1 ) 

E IR « :I'O ..!'I » [[8. 

onde os indeterminantes s e ,Z marcarn 0 peso de Hamming 
e 0 comprimento de cada sequencia em Fv-: Desta forma, 
podemos observar a seguinte relacao 

(9) 

Portanto, F.",,',,, enumera as seqiiencias de erros produzidas 
pelo canal erurelacado com peso de Hamming m e compri
mento n. A partir de (8) e (9). chegarnos finalmente a 

pJi(m.n) = P(.'t,7') =
 

= n T (D. h',',") 1
 

=[8111 T Tn (.6.F"(:ro ..1'1.s.::)11 

.6.(I-:(.lo+:rd I,,-1(.l'o+s:rI))= [snl.:"]n T 
( 

l')1 
= [,s1ll::"] n" (I - z p 1d - 1{p((J) + 8 P(l)})-\ 

= [sl1l.:l/] nT(1 - p l / - 1{.:p(O) + s :P(I)})-11. 

Do exposto acima, dcfinimos uma seric geradora H (s. .c) 
para a probabilidade pld irn, n) da seguinte forma 

;...:. n
 

H(s . .:) = L L P(rn.n).,/".:I/
 
n=O rn=U 

A serie geradora H(s. z ) e uma razao de dois polinornios 
em s e z , uma vez que a inversa da matriz B !', 

1_pl 
d -

1{.:p(O) + s,:P(I)} e a razao entre a transposta 

da rnatriz dos cofatores de B e seu determinante. isto e 
B-1 = cof(B)TIdet(B). Entao 

L(s.,:) 
( 10)

Q(s . c) . 

A pa,tir dos polinomios L(s . c ) e Q(s . z ). podernos obter 
facilmente uma formula recursiva para P(m. n), como sera 
dernonstrado a seguir para 0 casu particular de urn canal 
CGE. Considere 0 calculo da rnatriz B para 0 CGE, uti
lizando as matrizes P, P(O) e P(I) definidas em (2). (3) e 
(4). respectivamcnte, A partir de (10) podemos escrever 

(2(s . .:) = l+cI::+c2zs+c:l.:2+Cj,:2s+cc,z2s:2. (II) 

L(". z ) = Clip + C1w: + C2p Z 8 . (12) 

onde os coeficientes dos polinornios Q(s . .. ) e L(s.:) sao 
funcoes dos parametros do modelo CGE. Portanto 

H(s. z) = 
1+ CtZ + C2Z8 + C;1.:2 + Ci.: 2 " + C'D.: 2 S2 

x 11

L L pT"(m. n) 81),.:" 
11=0 m=O 

ou 
X /I 

" +C" -+C" __ ~~pI"('17'1 11),,111-1/+vOp lp~ ·2}J~·'~ - ~ ~ . o /. 

1/=0 m=O 

+ L L C1p1d(rn.n18I1i.:"+1 + 
11=0 1Ii=0 

X II 

C2 p 1d(m.lI).sm+1+L L ZIJ+I + 
II=Orl/=O 

;C 1i 

+ L L C3 P 1" ( II I. ?I),s Ili .:IJ +2 + 
I1=U I1I=U 

'X IJ 

+ L L C.jpl d(m.n)Srn+l.:I/+2 + 
11=017,=0 

'X 

C'e,p1 d(TlI.n)S'IJ+2:,1/+2.+ L L (13 ) 
11=0 m=O 

Fazendo-se uma mudanca de Indices em cada sornatorio du
pJo. obternos term os apenas com potencias sm ,:". como 
rnostrado abaixo, 

X II 

ClIjl + C'll'': + C2p':8 =c L L pi/ (Ill. n) .s"'.:" + 
n=l) m=ll 

x lI~l 

+ L L ('j pI" (III. II _1).0;"':,/1 + 
/1=] m=(j 

x 

+ L L ('2 
p I" (711 -1.1/ - l}s'";." + 

17=1 rll=] 

x n-1 

+ L L C:lpI,f(III.11 - 2).srn.:" + 
11=2 m=U
 

x n-l
 

+ L L qpI" (711 - 1. n - 2)8"'.:/1 + 
n=~ m=l 

x 11 

+ L L c,pI,) i tn ~ 2. n ~ 2).s"'-:/I. (14) 

n=2 flI=~ 

Como os Ires iiltimos sornatorios duplos de (14) so tern efeito 
a partir de 1/ = 2. separarnos os tres primeiros sornatorios 
duplos em dois cases: II :S: 1 C 11 ~ 2. Entao 

cOp + ('II'': + ('2p':S ~-= pI" (0. 0) + pI,] (0.1).:+ 
'X II 

+pld(I.1) C'': + L L pI'](m.lI)slll.:/i + 
11=:2 lIl=O 

'X n-l 

+C1 P T,/ (0. 0):: + L L Cl p 1,f (m. n - 1).snJ.:/l + 
n=:.? m=ll 

'X II 

+('2p l" (0. O)s: + L L C2 p 1,f (II/-I. 11-1 )sill.:" + 
n=2!1i=1
 

x n-2
 

+ L L copI"(m.?1 - 2 
11=:2 rJl=O
 

x 11-1
 

+ L L ('.jpI'1 (m - 1. 1/ - 2).,"';:;" +
 
11=:2 rn=l 

x 11 

+ L L c"plf(m - 2.11 - 2).s'1l:11. (15) 
1/='2m='2 
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Como pI,] (m, 71) = 0 param. 71 < 0 e it: > 71. escrevernos 

um unico indice para os somatorios em m . de forma que. 
reagrupando os terruos do lado direito de (15), obternos: 

Cap + ClpZ + C2p::8
 

= pI,] (lU)) + {pI" (0.1) + C] pI" (0. O)}z +
 
+{pI,I(1.1) + C2pI,] (0. O)}s: +
 

x n 

+ L L {pfd (m . 7I ) + CI pI'/(m. n -1) + 
11=:2 m=O 

+C2p J" (m -1, 71-1) + C:, pI,] irn, 71-2) + 
+c,±pI,/ (m -1. 11-2) +Cc,pI,] (m -2. 11-2)} s"::": 

( 16) 

Assim, igualando-se os coeficientes de mesma potencia em 

ambos os lados de ( 16), encoruramos 

COp = 1. (17 ) 

pid (0,1) + c] pi/ (0. 0) Clp. 
(] 8)

pI"(O.l) (1)) - C1· 

pI,](l.l) +C2 p I,, (O. O) C2p' 
(19)pII (1.1) C2p - C2· 

e a relacao de recorrencia para II :::,. 2 e 0 S /II S 11 

pI"(m. n) + C]pI" (Ill. n -1)+
 

+c2 p I"(m-1.1I-1)+c:,pI"(m,n-2) +
 

+c4 p I"(m --1. 11_2)+c"pl t (m -2.11-2) = O. (20) 

As condicoes iniciais da recorrencia dadas por (17)-(19) sao 
ohtidas a partir do numerador de H (.s.:) e a recorrencia (20) 
e obtida a partir do denorninador de H(.s. z ). Deste modo, 
obtivernos urna nova formula de recorrencia mais simples que 

as cornumente usadas na literatura [7. 8]. dada por 

pIt (m. 77) = - ClpI,t (177. n-1) -c2 p I,](m-1. 71-1) + 
- c:,pI"(m. n -2)-c,±pI,] (177 -1.11-2) + 
- Co pI,] (m - 2. Tl - 2). 

para n :::,. 2,0 S tti S II. onde 

q. . I b I 
Cl -'-{q + Q I) "} - --{q 1/,] + Q} - Ii ,] -1. 

q+Q q+Q
 

q b 1

<: = --'-{q+Q/JI,]}---.{qll ,]+Cn

q+Q q+Q 

c:; (1 - h)(l _ y) pit, 

("1 (,rJ + b - 2 9 b) 1/,] , 

CG = b 9 1/';· 

/I = 1 - () - Q e as condicocs iniciais sao dadas por 

A Figura 3 ilustra 0 cornportamento de pi,] (m, 77) em funcao 
de m, para 0 cornprimento medic do surto igual a 200 e u = 

2.55. tendo 0 nfvel de entrelacamento como parftmetro. A 
figura ilustra que 0 aurnento do niveJ de entrelacarnento faz 
com que 0 canal se comporte cada vez mais como urn canal 
sem memoria. devido it acao do entrelacador. 

0';,: ~. 
f 
--~_!:t = 1

O.l)O] 

1 
O,(lOO] __---1,/ = 20 

__-1,1 = GO 

1e-005 r __.----- ----- 1,1 = 100 1
1r 
1

1 

f -1,] = 200 1 
_Ie-006 L........l_.--_-_-~---_-_------'--_--'----_-'---_~ __._L_--"
1 

o 20 40 60 ~O 100 120 140 160 

m 

Figura 3. pI! (/I), n) versus 711, para n = 250 e A = 

200. tendo como parametro varies valores para 0 nivel de 

entrelacamento. 1<1 = 1. 50, lOO. 200. Canal CGE com 
parametres p = 20, A = 200. 9 ~" 0.001. b = 0.4. 

Mostrarernos a seguir que 0 canal enrrelacado. que engloba 
o entrelacador, 0 modelo CEF e 0 desenirelacador, cones
pondc a urn novo modelo CEF, cuja matriz de trausicoes da 
cadeia de Markov e pI,t. Esta propricdade foi observada em 

[9], mas nao conhecernos sua prova formal na literatura. 

Definirnos uma matriz B(cd que satisfaz a relacao 
P(cd = P B((I,). onde Pea matriz de transicao da cadeia 
de Markov e B (Ck) e uma matriz diagonal que depende ape
nas das probabilidades de erro condicionais [)).CI. associadas 
a cada estado. Como exemplo, consideramos 0 modelo CGE 
descrito pelas matrizes prO) e P'( L). definidas em (3) e (-I-). 

respectivamente. Utilizando-se esta notacao. podernos escre
ver P (0) = P B (0) da seguinte forma: 

i(l-Q)(l-g) Q(l~h) 1
P'(G) = l q(l-g) (l-q)(l-b)J 

i1-Q Q ] [1-r; 0 ] (21 )l q 1 - q 0 1 - 1) 

e de uma forma analoga P (1) = P B (1): 

l (1 - Q)g Cjh
P(l) 

qg (1 - q)b ] 
l1- Q Q ]l ~ 

0 ]. (22)
q 1 - q Ii 

Portanto, reescrevernos (I) na forma 

pI,](m,n) o para III. r1 < 0, in > n . 
pI,] (0, 0) 1. 

q Q
Pl,i(O, l ) --(1 - q) + --(1 - b),

q+Q ' q+Q 
q Q De forma analoga. a probabilidade de uma seqUencia de cr

--C;+--b, ros de comprimenlo n para 0 canal entrelac;ado dada em (7)q+Ct q+Q 
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escreve-se
 

P(e'i e1i+l ... e' i+n-l)
 

Cornparando (23) e (24), concluirnos que 0 canal entrclacado 
e um novo CEF, com uma nova matriz de transicao P elevada 
11 potencia Jd , pId. Observe que a matriz B (ek) e igual para 
os cases com e scm entrelacarnento. Conclufrnos, portanto, 
que urn CGE com matriz de transicao pI,! gera sequencias 

de elTOS binarias com mesma probabilidade que um CGE 
entrelacado com nivcl de entrelacamento Jd . A seguir, as
sumiremos que a matriz P cdiagonalizavel. Neste caso, um 
procedimento eficiente para 0 calculo de potencias de uma 
matriz consiste na sua diagonalizacao [I OJ. 

Seja	 S uma matriz JY x N, euja i-csima coluna e 
o autovetor de P correspondente ao autovalor A,. I = 

1. .... N. Entao. pl" S-lAI,IS. onde AI" 
diag( A1" . A~d ..... A~' ). POI'exernplo. para 0 rnodelo CGE 

1
S= 

1 

Entao 

_Q	 q Q1 1 0pI" = '1	 'J+Q 'J+Q 
q q1 1 J [ 0 pI" J [ ]-'l+C2 '1+Q 

au 

Q Q pI
d 

] 

q -I- Q «-I-IQ . 
Cd qp" 

---I---~ 
q-l-Q q+Q 

Portanto pl d Cda forma 

1 - QI
pII = [ (24)ql 

onde 

c/ _1 {1- (l_~)I"}. 
1 -I- P AP 

1 _P {l_(l_~)J"}. (26)I} l+p Ap 

Os parametros da cadcia de Markov do novo modelo CGE 
que caracteriza 0 modelo CGE entrela~ado com nfvel de 
entrelat;amento Jd sao dados pOI' (25) e (26). Os parametros 
b. 9 e P = (//QI = IJ/Q sao iguais ao do 1110de10 original. 
o comprimento medio de um surto no canal entrela<;ado e 

N = l/q'. Rearrumando os terrnos em (26). podernos escre
vel' 

x= (l-1-p)/p 
(27) 

(l-1-P))Id]'1- 1--([ , AP 

Assim, fixando-se os parametros b, 9 e p. observarnos clara

mente que 0 desernpenho de urn codigo operando em urn 
rnodelo CGE cntrelacado com parametros A e Jd e igual ao 
de um rnodelo CGE nao entrelacado com parametro N. 

4.	 ANALISE DE CODIGOS DE BLOCO 
EM CANAlS CGE ENTRELACADOS 

A seguir, rnostrarernos resultados numericos do dc
sernpenho de codigos BCH aplicados a modelos CGE 
entrelacados. Adotarernos como medida de desempenho do 
sistema a probabilidade de ocorrencia de mais de t erros em 
uma palavra recebida. denotada por P ED. Seja pI" (Tn. Ii) 
a probabilidade de OCOITerem II) erros em uma palavra re
cebida de comprimento 1/ na safda do desembaralhador com 
ruvcl finite Jd . Entao. P £ D e definida por 

I	 11 

PED = 1- L pI.i(m.lI) = ~ p I"(m.7I). 

lIl=O m=t+l 

Nas analises realizadas a scguir, fixaremos os parametres 
do canal como P = 20. b = 0.4. 9 = 0.001 e P( 1) = 0.02. 
cxceto quando explicitamenie citado. Inicialmente. tratare
mos 0 casu de modelos sem entrelacamento Ud = 1). A 
Figura 4 mostra 0 comportamento da P E D em funcao do 
comprimento medic do surto A. para codigos BCH (25.5. J...). 
tendo como parametro a capacidade de correcao do codigo. 
Observamos dois comportamentos para aPED. dependendo 
do valor de t. Para valores pequenos de i . como por exemplo 
t = () e t = ::L aPED decresce com A. Neste caso. quando 
A e pequeno, a numero de erros mais provaveis esta con
centrado em torno da media 71P(l) aproximadamente igual 
a 5. Porern estes elTOS nao sao corrigfveis pelos c6digos 
com t menor que esse valor. resultando em valores eleva
dos para aPED. Com 0 aumento de A, estes erros vao 
se tornando menos provaveis, levando a uma melhoria da 
eficiencia do c6digo. No caso de valores mais elevados de 
t. isto e. para valores de t rnaiores que aproximadamente 
5. aPED e rnenor em canais com A pequeno, pois os er
ros mais provaveis dcstes canais sao corrigiveis pelo codigo, 
ou seja, 0 codigo e eficiente. Com 0 aumento de A ate urn 
certo valor. h<i uma perda de eficiencia do codigo, pois os 
surtos se tornam mais longos. dificultando sua correcao, :E 
interessante observar 0 decaimento da P E D para A » n. 
Este decaimento ocorre devido ao comportamento limite de 
P E D quando A ~ x. fazendo com que exista um ponto 
de maximo. Denotaremos 0 valor do comprimento medio do 
surro cOITespondente a este maximo de AMAX. Calcularemos 
analiticamente este valor limite da P ED quando A ~ x 
para dois valores distintos de t. pOl' exemplo t = 0 e t = 32. 
Para 0 caso A )?> n, podemos obter uma aproxima<;:ao da 
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P ED para t = O. dada por 

/I /I 

PED Tio L PBsc{rII. n . g) + ITI L PBsc{m. n./)) 
m=t+J nr=t+l 

n rl 

Tio L PBs c( m · /7 ·Y ) + Ti] L PBSc(m. II . ii) 

m=l ili=l 

Tio (1 - PlJsc( ll. u . y)) + ITI 

Tio (1- (1- y)l1) + IT} 

1 - Tio (1 - .9) 11 • 

on de usamos a aproxirnacao '>';:,=J PBsc(m. n . b) ~ 1. Da 
mesma forma. podemos aprox imar a PED para 0 caso t = ~j2 

(na verdade. esta aproxirnacao e valida para os cases t > 2) 

PED Tio L
11 

PBsc(rn. '/7. g) + 
rn=i+l 

+ "I L
11 

PBSc(m. n . b) 
ffi=t+l 

/11 ' 

ondc Ioram usadas as aproximacoes 

L
/I

Pf:iscllll . /7 ..q) ~ 0 
rl1=t+1 

e 

L
/I

PBsdln. n./i) = 1. 
rll=t+J 

Portanto. as curvas da Figura -l- variam de P ED = 1 
)~~)=OPBsc(rrl.n.P(l))~ quando A ----t I, ate PED = ITI. 

quando A ----t oc. A Figura 5 mostra claramente os valores 

de t que apresentam uma transicao entre os dois comporta
mentos distintos da P ED versus A. Observamos pontos de 

cruzamento entre as curvas, os quais indicarn os valores de t 
que tern este comportamento de transicao. 

A Figura 6 ilustra aPED versus a probabilidade de erro 
media P(I) introduzida pelo canal. para dois valores de A. 
/\ = '2 e A = 20ll e para varies valores de t. Nota-se clara
mente que 0 aumento de t tem pouca influencia para A = 200. 

Nota-se ainda que se P(I) e pequena 0 bastante para que 
o codigo seja eficiente, entao aPED sera bern menor em 
canais com /\ pequeno do que em canais com A maior. 0 rno
tivo deste comportamento e que em canais com A pequeno os 
enos se concentrarn em l01110 de sua media. difercntemcnte 
para a caso de val ores de /\ rnais altos. Como as codigos sao 
desenvolvidos para uma capacidadc de correcao fixa, ocor
rem rncnos enos de decodificacao em canais ondc 0 mimero 
de enos e. com grande probabilidade. menor do que a capaci
dade de correcao do codigo. 

A seguir, mostrarernos resultados numericos do de
sempenho de codigos BCH aplicados a modelos CGE 
entrelacados, A Figura 7 ilustra a variacao da P E D em 

funcao da capacidade de correcao de um codigo BCH de 
cornprimento n = 255. tendo ld como pararnetro. A figura 
mostra que varios valores de t e ld podem ser escolhidos para 

0.001 

0.0001 1 
J 

]coo:' 

1 
J 

10 ]00 ]lIOO 

/\ 

Figura 4. Grafico da P ED versus 0 comprimento mcdio do 
surto A. para c6digos BCH com II = 255 e l. variavel. tendo 
como parametro cinco valores de t . t = O. 3. 6. 1g e 32. 
Canal CGE nao entrelacado, ld = 1. 

1! 
f 
c 

0.1 [~------ A~ 2J 
-- -_J 
A = "oj 

O.O[ '. ~

I -1 

0.001 r 
f 

A=2 
O.OOO! 

le-005 
10 20 30 40 50 

t 

Figura 5. Grafico da P ED em fun<.;ao de t . para codigos 
BCH com II = 25:) e tres valores de A como parametro: A = 

2. /\ = 50 e A = 2ll0. Canal CGE nao entrclacado. lcl = 1. 

se obter um certo desernpenho. Fixada P ED. podernos optar 
por um entrelacador com lcl baixo. POI'em a taxa do c6digo 
escolhido deve ser pequena (t elevado), POl' outro lado, 

podernos escolher um codigo mais simples (com valor baixo 
de f). havendo urn aumento do nfvel de entrelacamento lcl. 
Portanto, usando as ferramenias dcsenvolvidas ncsta secao, 

pode-se avaliar 0 comprornisso entre a taxa do codigo e 0 

valor do nivel de cntrelacarncnto. 
A Figura 8 mostra 0 cornportamento da P ED versus A. 

para varios valores de lcl. para codigos BCH com cornpri

menta n = 255 e capacidade de correcao t = 4 e t = 18. 
Podernos observar dois comportarnentos distintos das curvas 
com re lacao acapacidade de corrccao dos codigos. Quando 
o valor de testa abaixo do valor rnedio do mimero de erros 
observado para valores de A pequenos, 171 = n P(I) (por e
xernplo, t ~ .5 para n = 2.].']) 0 uso do entrelacamento e pre

judicial ao sistema. Para valores de t maiores, observamos 
o efeito benefice do entrelacamento. devido ao espalharnento 
dos erros entre palavras do c6digo. facilitando sua atuac;:ao. 0 
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Figura 6. Grafico da P ED versus a probabilidade media 
de erro P(l), tendo como parametres A = 2 (Iinha solida) e 
,\ = 200 (linha tracejada) e tres valores de t: t = O. 8 c 18. 
Canal CGE nao entre lacado, I J = 1 

I,] = J"0.1 
- I------] 

1 

0.0]Q 
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1, 
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Figura 7. Grafico da PED em funcao da capacidadc de 
correcao t de um codigo BCH de comprimenton = 255. 
tendo como parametro I d . Canal CGE entrelacado. 

valor de t = Gpara n = 2'iF) seria uma curva de transicao en
tre estes dois comportamentos. Como 0 desempcnho de urn 
codigo em um canal CGE entrelacado com parametros A e 

!.-i..t igual ao desernpenho em urn canal CGE nao entrelacado 
com parametro X. dado em (27). podernos explicar 0 efeito 
prejudicial ou nao do entrelacamento. dependendo da capaci
dade de correcao do codigo utilizado. Como exernplo, fixe
mos A = lOOO e p = 20. Para Id = 1. Id = 50 e Id = 200, 
obternos, respecrivamenre, X = WOO. X --: 21 e X --: G. 
Se acornpanharmos a variacao da P E D do canal CGE nao 
entrelacado da Figura ~ com a di minuicao de A (que pode ser 
interpretado como X), observamos que aPED cresce com 
:l diminuiC;ao de X (ou equivalentemente com 0 aumcnto de 
Ii) ate 0 valor AMAX. a partir do qual ha uma diminuic;ao da 
PED. Como /\~IAX --: 0 para 0 caso t = :3. que e similar ao 
caso t = 4, aPED e monotonicamente crescente com 0 au

mento de I J , ou seja. 0 entrelac;amento Cscmpre prejudicial. 
Quando t = 18.0 entre1apmento cbeneflco quando AI < 40. 
OU I d > 2.5. Portanto. conclufmos que 0 entrelac;amento e 

prejudicial para os valores de Idem que AI > AMAX. Isto ex
plica porque 0 entrelacamento e benefice ou nao, dependendo 
do valor de t. Portanro, 0 entrelacamento c benefice para os 
casos em que t > nP(l) e AI < AMAX. 

50 100200 
~--==~ 
i 20 . 

Q 
0.1 t 

lei = '-~.:e:=-::~:-~-:~ 

to 
c, ~0.0] 

i 
(lOOI l0.0001 

50 

20 
I 

Ie-05 

]e-06 

l
f 

I= . 
200 

100 

j 
··t =.:1 1 
-1 = 181 

]0 100 1000 10000 

Figura 8. P ED em funcao do comprimcnto medic do 
surto A, com 0 nfvel de entrelacamento Ie! como parametro. 
para dois codigos BCH. (255.223) t = 4 (linha tracejada) e 
(255. J 31) t = 11) (linha solida). I d = 1. 20. 50. 100.200. 

Na maioria dos irabalhos publicados. assume-se um rnvel 
de entrelacamento perfeito (ld --' oc ). 0 que pode levar a 
urn valor de atraso nao aceitavel em sistemas que tenham 
restricocs quanto a este parametro [6 J. Iremos observar a 
seguir 0 desernpenho de sistemas com restricao severa de 
atraso. Consideraruos C a taxa de transmissao da inforrnacao 
em bits/segundos. Urn digito binario a ser transmitido sofre 
um atraso devido ao entrelacamento de D = 2 n I,dC sc
gundos. ou seja, fixado um cerro valor de D. 0 maximo nfvel 
de entrelacamento perrnitido com 0 uso de codigos de bloco 

e dado por I d = lDC/(2n)J. Portanto, fixando-se utu 
valor de arraso e uma dada taxa do codigo BCH. exisre um 
comprornisso entre sua capacidade de correcao e 0 nfvel de 
erurelacamento. visto que 0 aumento de t implica em um au
mente do comprimcnto do mesmo, e consequentemenic. 0 

nfvel de cntrelacamento dcve ser reduzido. 
As Figuras 9 e 10 ilustram 0 cornportarnento da PED em 

funcao do atraso D (ms), para A = SO C A = 200, respcc
tivamenie. para tres codigos BCH de taxa R = k/lI apro
ximadarnente igual a 0,5. com parametres (15,7), (63.30) e 
(255.131) e capacidade de correcao t = 2. t = Get = 18. 
rcspeciivamente. Considerarnos uma transrnissao com taxa 
C = 100 kbps. Podemos ohservar pontos de cruzarnento 
nos graficos, que indicam urna transicao do cornportamento 
do codigo com relacao ao atraso. POl' exernplo. as curvas 
da Figura <) indicam que 0 codigo (15.7) aprcserua () me

Ihor desempenho sc 0 atraso requerido e inferior 3 (iO ms. Os 
graficos mostram que em situacoes com retricoes severas de 
atraso. 0 desempenho de c6digos com maior capacidade de 
con-e<;ao e severamentc degradado. tornando-se inferior ao 
desempenho de um c6digo mais simples. Entretanto. para 
valores mais altos de atraso. os ccidigos (63.30) e (255,131) 

tem um desempenho superior '10 c6digo (15.7). 0 que era in
tuitiv3mente esperado. Novamente. podemos explicar estes 
comportamentos com 0 seguinte argumento. Se nxarmos um 
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valor para 0 atraso, por exemplo D = 120 ms, obtemos para 

os codigos com 71 = 255 e 7/ = 6:3. respectivameme, I d = 24 
(N ~ 2.6) e I d = 96 (N ~ 1.2). Observando os valores 
da PED no grafico da Figura 8 para os valores I d = 1 e 

N = 1.2 concluimos que 0 menor valor de N. que corres
ponde ao codigo com II = (i:3, tern 0 melhor desempenho. 

Analises do comportamento da P ED versus 0 atraso para 

modeJos CEF podem ser encontradas em [J I. 12]. porern es

tas referencias utilizam ferramcntas maternaricas diferentes 

das desenvolvidas neste trabalho. 

1 c-t-----,-----c-------,---~---, 

0.1 

(!.C)I 

(15.7) 

J:255. ]31) 

0.001 

30 60 90 120 150 

D 

Figura 9. Grafico da PED em funcao do atraso D em milis

segundos, para uma taxa de rransmissao C = 100 kbps. tendo 

como paramctros tres codigos distintos, para A = 50. 

100 200 300 400 600 

D 

Figura 10. Grafico da P ED em funcao do atraso D em 

milissegundos. para uma taxa de transmissao C = 100 kbps, 
tendo como parfimetros tres c6digos distintos, para A = 200. 

5. CONCLUSOES 

Neste artigo, exploramos as propriedades de canais de esta

dos finitos utilizados para modelar canais reais que tern como 

caractertstica a ocorrencia de en-os em surto. Desenvolve

mos Ierramentas matematicas para analisar 0 desernpenho 

dos modelos CEF. utilizando como criterio a probabilidade 
de erro apos a decodificacao, 

500 

Obtivemos uma nova formula recursiva para pld (III. J)) 
em canais entrelacados, ilustrando numericamente 0 ganho 

de desempenho de codigos BCH com a aplicacao do 

entrelacameuto. Demonstrarnos que um modelo CEF 

entrelacado eom matriz de transicao P e um novo CEF. 

com uma nova matriz de transicao P elevada a potencia I d • 

pI,]. Observamos que. fixando-se os parametres b. g e p. 

o desempenho de urn codigo operando em urn modelo CGE 

entrelacado com parametres A e Id e iguaJ ao de urn canal 

nao entrelacado (Id = 1) que tenha como parametro N. 
Avaliarnos numericamente 0 desernpenho de codigos BCH 

entrelacados e mostrarnos que exisic uru comprornisso entre 

a taxa do codigo e 0 valor do nfve l de entrelacamento. Con

cluirnos a partir das analises que 0 entrelacamento ebenefice 

para os casos em que t > 7/P(l) e N < AMAX. 
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