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Resumo -~ Este trabalho apresenta os principais métodos para
a estimacdo do pardmetro DOA que surgiram nas ultimas
décadas. Esses métodos, em geral, baseiam-se em conceitos
¢ propriedades distintas, dificultando uma comparacdo direta
entre os mesmos. A contribui¢fo deste trabalho consiste em
apresentar tais métodos através de uma formulacio e notagdo
unificada, a qual permite relaciond-los, evidenciando suas ca-
racteristicas de desempenho e esforco computacional. Além
dessa visdo geral, tal descricio unificada abre caminhos para
o desenvolvimento de novos métodos.

Palavras-chave: Arranjo de sensores, Estimadores para
DOA, Maxima verossimilhanca, Predi¢cdo linear, Ortogona-
lidade entre subespacos .

Abstract - This work presents the most important direction
of arrival (DOA) estimation methods proposed in the last two
decades. In general, those methods are based on different
concepts and properties rendering the comparisons among
them a hard task. The aim of this paper is to present those
methods in a unified formulation and notation to allow a di-
rect comparison of their performance and computational ef-
fort. In addition, the paper also provides insights into the
design of new methods.

Keywords: Sensor Amrays, DOA Estimators, Maximum
Likelihood, Linear Prediction, Orthogonality of subspaces .

1. INTRODUCAO

O processamento do sinal aplicado em um arranjo de sen-
sores tem por objetivo extrair pardmetros uteis relacionados
as ondas incidentes no arranjo. Em particular, o parametro
de nosso interesse determina a direcdo de chegada (DOA) ou
dngulo de chegada (AOA) dessas ondas, e € geralmente dado
pelo valor de um angulo 8 que define o azimute [1], [2], [3],
[4].

A estimacio do parimetro DOA foi inicialmente utilizada
para determinar a posicdo de objetos em RADAR (RAdio De-
tection And Ranging) e SONAR ( SOund NAvigation Ran-
ging). Mais recentemente, tem sido aplicada em sistemas de
comunicacdes moveis [4], [5], [6].

As técnicas convencionais baseadas em espectros utili-
zam a medida da poténcia de saida do arranjo em funcdo do
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angulo de direcdo de chegada para a obtengdo do parametro
DOA [1], [2], [3]. Entretanto, para sinais correlacionados ou
mesmo coerentes, o desempenho desses métodos torna-se in-
suficiente [4], [7]. Os métodos paramétricos modernos, por
sua vez, ndo fazem uso de uma funcao espectral, mas sim
de um modelo para o sinal baseado nos parametros de inte-
resse. Neste caso, o pardmetro DOA € estimado do modelo
que mais se ajusta ao sinal recebido. Embora tais métodos
sejam eficientes € robustos, exigem, em geral, grande esforco
computacional.

Dentre os métodos paramétricos, o procedimento de
estimacdo baseado no critério da mdxima-verossimilhanca
(ML) apresenta uma grande capacidade de resolugdo e ne-
nhuma dificuldade particular na aplicacdo em arranjos com
qualquer geometria ou para o caso multidimensional. Porém,
tal procedimento exige um esforco computacional proibitivo
[4], [8], [9]. Assim, novos métodos surgiram para superar
esta carga computacional €, 20 mesmo tempo, manter niveis
proximos de desempenho.

Dentre esses novos procedimentos destacam-se, pela sim-
plicidade computacional, aqueles baseados na predigéo li-
near. Os métodos FBLP (Forward-Backward Linear Pre-
diction) Modificado [10] e WTLS-LP (Whitened Total Least
Squares-Linear Prediction) sdo exemplos de sucesso do uso
da predicao linear. Tais procedimentos realizam a estimacao
do pardmetro DOA através de um mapeamento adequado en-
tre Angulo espacial associado ao parametro DOA e angulo
elétrico associado a uma freqliéncia. As desvantagens des-
ses procedimentos, quando comparados com aqueles base-
ados no critério ML, consistem na limitacao a aplicacdes
com arranjos lineares e uniformes e na baixa capacidade de
resolucdo quando aplicados em sinais fortemente correlacio-
nados e em baixas relacdes sinal-ruido [10]. [11], [12] e [13].

Os procedimentos baseados em subespacos consistem
em uma outra alternativa. Esses realizam a estimagdo do
pardmetro DOA através da decomposicio do sinal observado
em subespacos de sinal e de ruido, bem como da propri-
edade de ortogonalidade entre os mesmos [14], [15], [16]
e [17]. Os métodos MUSIC ( MUItiple SIgnal Classifica-
tion) e NORMA-MiINIMA fazem uso desses procedimen-
tos. Uma outra variante para os procedimentos baseados em
subespacos (“Subspace Fitting-SF”) se destaca como com-
petidor do critério ML por apresentar uma capacidade de
resolucdo equivalente [18]. Esse critério consiste em obter
uma aproximacdo para um conjunto de dados ruidosos cujo
subespaco de sinal apresente a menor “distincia” possivel em
relacdo ao subespaco de sinal desejado [4], [19] e [20]. O
método ESPRIT (Estimation of Signal Parameters via Rota-
tional Invariance Techniques) pertence a essa classe de pro-
cedimentos, na qual destacamos o método WSF (Weighted
Subspace Fitting) como a melhor alternativa.
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Uma outra forma de contornar o esforco computacional
exigido pelo critério ML surge do uso de alternativas para
a sua implementacio, empregando-se algoritmos numéricos
mais eficientes que propiciam desempenhos equivalentes [21]
e [22]. Porém, tais algoritmos sdo geralmente iterativos e
alguns sofrem de problemas de convergéncia [23]. Como
exemplos destacamos os métodos IQML (Iterative Quadra-
tic Maximum Likelihood) e MODE (Method Of Direction
Estimation).

Nem todos os métodos apresentados aqui sao consagrados
para a aplicacdo em estimagdo do pardmetro DOA. No en-
tanto, além de serem factiveis para tal aplicacdo, nos permi-
tem uma visao mais ampla das varias alternativas.

Todos esses procedimentos de estimagao obtém suas es-
timativas através da mimmizacdc de uma funcdo custo
adequada. Algumas destas funcdes apresentam uma de-
pendéncia do tipo exponencial em relacdo aos parimetros
DOA, onerando sobremaneira o processo de minimizacio.
Entretanto, esta dependéncia pode ser alterada através de
uma reparametrizacdo adequada do problema original. Tal
reparametrizacio possui um papel fundamental na descri¢ao
dos métodos de forma unificada [24].

Conforme evidenciado, embora as descri¢des de todos es-
ses métodos estejam disponiveis na literatura, nfo se encon-
tram em uma formulacdo unificada. As comparacSes entre
os diversos métodos existentes na literatura, restringem-se a
andlises isoladas de desempenhos obtidos via simulacdo. A
andlise unificada e a classificacio propostas aqui possibilitam
uma melhor compreensiao das caracteristicas e do desempe-
nho de cada um dos métodos, explicitam as relacdes entre os
mesmos e evidenciam alternativas inéditas [25], [26].

A comparagdo entre os desempenhos dos métodos apre-
sentados serd realizada apenas de forma qualitativa, a partir
de suas formulacbes unificadas. Uma comparacio quantita-
tiva, através de resultados de simulacfio computacional, esta
sob investigacdo e serd objeto de trabalho futuro.

Apresentamos agora a organizacdo do artigo. A secdo 2
apresenta o modelo de sinal para um arranjo linear uniforme,
a descri¢do dos subespacos de sinal e de ruido associados a
matriz de correlacdo do sinal na saida dos sensores e um re-
sumo da notagdo e siglas utilizadas no artigo. Este material
serd empregado em todas as demais se¢des.

O estimador de maxima verossimilhanca aplicado ao pro-
blema DOA ¢ abordado na secdo 3. Deduzimos o critério
ML deterministico e sua expressdo em funcio dos subespacos
da matriz de correlacdo. Deduzimos ainda sua modificacdo
através de um processo de mapeamento dos parametros a se-
rem estimados, denominado de reparametrizacio.

A secdo 4 apresenta os principais métodos de estimacio
DOA baseados no critério ML. Sao utilizadas as técnicas de
reparametrizacio e de eliminacdo do subespaco de ruido.

As propriedades da predicao linear que permitem seu em-
prego na estimacdo DOA séo tratadas na secdo 5. O conceito
de subespacos também ¢é aplicado nesta secfio.

Os principais métodos de estimacdo DOA baseados na
predicdo linear sdo apresentados na se¢do 6. Resultam da
aplicacdo de técnicas como a predicdo forward-backward,
dos critérios de otimizacdo LS ( Least Squares) e TLS ( Total
Least Squares) e da restricdo a subespaco. Nesta secio apre-
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sentamos ainda a comparacdo destes métodos com aqueles
baseados no critério ML da secdo 4.

A terceira categoria de estimadores DOA, a estimagao to-
talmente baseada em subespacos, é abordada na se¢do 7. Ao
contrdrio dos casos anteriores. optamos por dividir esta ca-
tegoria em trés subcategorias e por apresentar os respecti-
vos métodos nas respectivas subsecoes. Resultaram entdo o
critério da ortogonalidade baseado na matriz de correlagao,
o critério da ortogonalidade entre subespacos e o critério de
“distancia” entre subespacos. Em cada caso sdo apresentadas
comparagSes com os métodos anteriores.

Por fim, a sec@o 8 apresenta as conclusdes gerais do traba-
lho.

2. ASPECTOS GERAIS

Introduziremos agora a notacdo e algumas formulacdes
matematicas que servirio de base para a apresentacdo dos
diversos métodos existentes para a estimagdo do parimetro
DOA. A apresentacio prematura das expressdes e resultados
a seguir visa evitar a repeti¢do daquelas comuns aos métodos
a serem apresentados, bem como facilitar uma comparacao
futura entre os mesmos.

No final desta secdo apresentamos um resumo da notagio
e das siglas empregadas em todo o artigo.

MODELO DO SINAL

O vetor das amostras do sinal na saida de um arranjo
2N-dimensional com geometria arbitraria, exposto a Af < N
ondas distintas incidentes, tomadas nos instantes ¢ = kAft,
considerando a hipédtese de banda estreita, pode ser escrito
como [27]

2.1

M

x(h)y = a(fn)sm(k). €CV (h

m=1

onde s, (k) representa a amplitude da m’ésima forma de
onda incidente. O vetor a(0,,) = [a1(0,,) -+ an(8,)]F
¢ denominado de vetor da direcdo angular 6,,, que repre-
senta o parametro DOA para a m’ésima onda e x(k) =
[zo(k) -+ 2a—1(k)]T. []¥ denota transposto.

No caso de um arranjo linear com elementos uniforme-
mente espacados, e assumindo que todos os elementos pos-
suem a mesma diretividade, teremos

alon,) = [ 1 edom eI (N=D)om ]T_ )
para um sinal composto por exponenciais complexas nao-
amortecidas. Em (2) ¢,, = (27/A)d cos (0,,), onde d repre-
senta a distancia entre cada elemento do arranjo e A o com-
primento de onda.

A Figura 1 ilustra um arranjo linear vertical composto
por 2\ sensores espacados por uma distincia d, exposto a
m’esima fonte de sinal com direc@o 6, em relacdo ao eixo
vertical.

De uma forma mais compacta e geral, podemos escrever a
expressdo de saida (1) como

y(k) = A(@)s(k) +n(k) )
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presenta o ruido aditivo.

Dois diferentes tipos de sinais podem surgir do modelo em
(3) [4], [28]. O primeiro deles, denominado de modelo con-
dicional ou deterministico, assume que s(k) ndo é aleatério.
Isto é, para K conjuntos de amostras coletadas nos instan-
tesk = 1,2,..., i, a seqiiéncia de K vetores {s(k)} , ndo
¢ alterada em todas as realizacdes da seqliéncia de vetores
{x(k)}, e a seqiiéncia de vetores {n(k)}{_| varia a cada
realizac3o. No segundo modelo, denominado de incondicio-
nal ou estocdstico, s(k) é também considerado aleatério.

A distin¢@o entre esses dois modelos serd aprofundada na
secio a seguir.

2.2 CORRELACAO E SUBESPACOS

A matriz de correlac@o para o sinal na saida do arranjo
¢ calculada a partir de (3) como

Rk, i) = F{y(k)y"()}
)
=AE {s(k)s? (i)} A¥ + E{n(k)n” (2)} .

= 1.2,....K. onde o sobrescrito H denota
conjugado-transposto, FE'{.} simboliza a esperanca es-
tatfstica, £ {n(k)n* (i)} = ¢*1é); ¢ a matriz de correlagio
do ruido considerado branco, na qual d; ; € igual a 1 quando
k = i e zero no caso contrario, e E{s(k)s? (i)} é a matriz
Hermitiana da correlagdo das amplitudes complexas do sinal.

Em um modelo genérico consideramos que tanto o médulo
como o argumento do sinal s(k) podem variar com o tempo.
Neste caso. a matriz de correlaciio entre esses sinais serd dada
por E{s(k)sf (i)} = P(k.7), onde P(k.7) é uma matriz
Hermitiana qualquer.

Para o caso particular em que consideramos s(%) como um
sinal tipo ruido branco, teremos [28]

BRI
comi myl

E{s(k)s” (i)} = Péy., (5a)

E{s(kis”(i)} =0,

paratodo ke i. O sinal s(k) pode ser qualquer sinal aleatério.
porém o modelo utilizado em (5) foi escolhido por ser mate-
maticamente tratavel.

Nesse modelo também € assumido que o sinal s(k) e o
ruido n(7) sdo descorrelacionados para todo k e 4.

Levando em conta (5). a correlagio em (4) assume a forma

(5b)

R =R(k.k) = APAY + %1y, . (6)

Considerando a matriz P em (3), podemos estabelecer trés
situacdes quanto a correlagdo cruzada entre os sinais prove-
nientes de A/ fontes distintas: totalmente descorrelacionados
ou independentes, totalmente correlacionados ou coerentes e
parcialmente correlacionados.

Para o caso em que os sinais sdo parcialmente correlacio-
nados, a matriz P serd Hermitianae 1 < Posto(P) < Al

Para o caso em que os sinais siio descorrelacionados, a ma-
triz P serd diagonal e, conseqiientemente, Posto(P) = M.
No caso particular de sinais normalizados ¢ com mesma
poténcia, teremos P = 1.

Um outro caso particular com rela¢ao ao sinal s(k), porém
de bastante interesse, é quando os sinais sdo coerentes. Di-
zemos que dois sinais sdo coerentes se um € uma versio
escalonada e/ou defasada do outro. Isto €, todos os sinais
{sm(k)}, para ¥m, sdo miltiplos complexos de um sinal co-
mum. so(k). Assim s(k) pode ser expresso como

s(k) = pso(k), @

na qual p € um vetor de dimensdes A/ x 1 com elementos
complexos quaisquer, porém fixos [29].

Nesse caso podemos notar que a matriz P = ,ooppH,
com py indicando a poténcia do sinal sq(k), possuird posto
unitario.

A coeréncia entre sinais provenientes de direcdes distintas
¢ um fenémeno comum resultante do efeito de propagaciio
através de muiltiplos percursos [4], [7]. O resultado dessa
coeréncia se apresenta através de uma deficiéncia no posto
da matriz P.

Consideraremos agora a decomposi¢do da matriz R em au-
tovetores unitdrios e autovalores

R = UAU”, (8)

na qual A é uma matriz diagonal cujos elementos sdo os au-
tovalores ordenados de forma decrescente.

Considerando a existéncia de apenas A/ < N fontes de
sinais independentes, em uma situa¢do sem ruido, teremos
teoricamente

A:diag{/\l,/\g ..... /\‘q[,AI\]+1,..A,>\AN7},

com Apr+1 = Aprqo = --- = Ay = 0. Com a presencga de
ruido branco com variancia o teremos

A :d7ag{/\1 +O’2“..,/\1\[ +O’2,0'2,...,0'2} .

Portanto, indo mais além na decomposi¢io apresentada em
(8), podemos reescrever a matriz R como

R = UA,UY + U,A, U, 9)
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na qual A, = 0°Ix_ipnv—ar). As colunas de
[Un]z\'x(N-M) sdo os autovetores associados aos autovalo-
res em A, 0s quais geram subespaco de ruido da matriz R.
Da mesma forma, A = diag { A1, As..... Axr} e as colunas
de (U], 5, sdo os autovetores associados aos autovalores
em A, os quais geram o subespaco de sinal de R.

Observando a equagdo (6) podemos constatar que qualquer
vetor ortogonal as colunas da matriz A ¢ um autovetor da
matriz R, cujo autovalor é 2. Supondo que A ¢ P tém
posto cheio igual a A/, APA# terd posto M. Neste caso,
considerando as dimensdes envolvidas, existem N — A/ ve-
tores linearmente independentes com a propriedade acima,
0s quais, juntamente com seus autovalores, correspondem ao
subespaco de ruido. Portanto, todos os autovetores de ruido
sdo ortogonais as colunas da matriz A, e as colunas de U, em
(9) devem gerar o mesmo espaco que as colunas da matriz A,
enquanto que as colunas de U,, geram o seu complemento
ortogonal, denominado de espago nulo de A. [4], [14].

Os operadores de projecdo no subespaco de sinal e
subespaco de ruido sfio entiio definidos, respectivamente,
como [30]

My =AA" = U, UA (10)

Oz =1-AA"=U, U4

n’

(1D

onde AT = (A® A)=L A¥ ¢ apseudo-inversa de Moore Pen-
rose. A segunda igualdade em (10) e (11) pode ser obtida
considerando a decomposicido em valores singulares da ma-
triz A.

Para o caso de um niimero finito de amostras, as esperancas
estatisticas presentes em (4) serdo substituidas por médias
algébricas, dando origem a matriz de correlagio estimada

O
R = K;yw)y (k). (12)

Conseqiientemente. a expressio (9), reescrita para a matriz
estimada, sera dada por
R=UA. Uf + U, U4

n?

(13)

onde ﬂs, As, ﬁn, e An sdo estimativas de suas versdes
estatisticas.

A seguir apresentaremos os métodos de estimacdo dos
parametros DOA mais citados na literatura. Estes métodos
serdo classificados de acordo com a similaridade de seus
modelos, do mais genérico ao mais especifico através de
uma unica notacdo. Variacdes dos métodos e mais de
uma interpretacdo dos modelos serdo enfatizadas nessa
apresentacdo. Embora a classificacdo e a seqiiéncia de
apresentacdo divirjam daquelas normalmente encontradas na
literatura, nos parecem as mais naturais e surgem como uma
nova proposta de relacionar os métodos.

Os métodos serdo descritos em trés categorias: basea-
dos no critério ML, baseados em predi¢do linear e basea-
dos em subespacos. Essa proposta de classificagio favorece
as relacdes que pretendemos estabelecer entre os diversos
métodos baseados em conceitos distintos.

104

2.3 NOTACAO

[.]T - denota transposto;

[.]# - denota conjugado-transposto;

()" - denota o complexo conjugado;

E {.} - denota a esperanca estatistica;

M - sobrescrito denotando estimativa:

[I.]| - denota a norma-2 de um vetor:

T'r - denota o trago de uma matriz;

a(0,,) - vetor da dire¢do angular 6,,,:

A - matriz formada pelos vetores da dire¢do angular;

At = (A# AT A - pseudo-inversa de Moore Penrose;

b(z) - polindmio cujas raizes estimam os dngulos ¢,y ;

b= .. br]" - vetor formado por coeficientes do po-
lindmio b(z):

b/ = [b() bl
polindmio b(z);

B - matriz composta pelos elementos de b;

d - distincia entre cada elemento do arranjo;

D - matriz de dados associada a predicio linear;

D’ - matriz de dados D aumentada;

0, - direcdo angular da m’ésima de onda incidente;

©m - dngulo no plano z associado a 8,

& - vetor formado pelos dngulos &,,:

m - varidvel independente nas otimizacdes para estimar
Om:

> - vetor formado pelas varidveis oy, ;

U - conjunto de restricdes para otimizagdo de b’;

k - varidvel de contagem dos snapshots;

K - nimero de snapshots;

L - ordem do preditor linear;

Al - nimero de ondas incidentes;

N - ndmero de sensores;

n, (k) - amostra do ruido aditivo na saida do n'ésimo sen-
sor;

n(k) - vetor de amostras do ruido aditivo;

P - matriz de correlacdo do sinal;

IT 4 - projetor no subespaco de sinal de R:;

II3 - projetor no subespaco de ruido de R;

R - matriz de correlacdo para o sinal mais ruido na saida
do arranjo;

$m (k) - amplitude da m’ésima onda incidente;

s(k) - vetor das amplitudes das ondas incidentes;

o2 - varancia do ruido;

U - matriz de autovetores de R.:

U,, - matriz de autovetores de ruido de R

U, - matriz de autovetores de sinal de R

A; -1'ésimo autovetor de R

A - matriz diagonal com os autovalores de R;

A,, - matriz diagonal com os autovalores de ruido de R;

A - matriz diagonal com os autovalores de sinal de R;

U p - matriz dos vetores singulares esquerdos de D;

V p - matriz dos vetores singulares direitos de D;

3. p - matriz diagonal com os valores singulares de D;:

o; - valores singulares de D:

x, (k) - amostra do sinal na saida do n'ésimo sensor:

x(k) - vetor de amostras do sinal na saida do arranjo;

yn (k) - amostra do sinal mais ruido na saida do n'ésimo
sensor:

b L]T - vetor formado pelos coeficientes do
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yv{(k) - vetor de amostras do sinal mais ruido na saida do
arranjo;

Y (k) - matriz composta pelos elementos y,, (k);

W - matriz de ponderagio:

2.4 SIGLAS

AOA - Angle Of Arrival;

BLP - Backward Linear Prediction;

DOA - Direction Of Arrival;

ESPRIT - Estimation of Signal Parameters via Rotational
Invariance Techniques;

FBLP - Forward-Backward Linear Prediction:

FLP - Forward Linear Prediction;

IQML - Iterative Quadratic Maximum Likelihood;

LS - Least Squares;

ML - Maximum Likelihood;

MODE - Method Of Direction Estimation;

MUSIC - MUluple SIgnal Classification;

NSF - Noise Subspace Fitting;

RADAR - RAdio Detection And Ranging;

SF - Subspace Fitting;

SONAR - SOund NAvigation Ranging:

SSF - Signal Subspace Fitting;

TLS - Total Least Squares;

WSEF - Weighted Subspace Fitting;

WTLS-LP - Whitened Total Least Squares-Linear Predic-
uon.

3. MAXIMA-VEROSSIMILHANCA (ML)

O procedimento de estimacdo através do critério da
maxima-verossimilhanca serd descrito a seguir considerando
o sinal s(k) deterministico ou condicional [4], [28], [31].

3.1 O CRITERIO ML DETERMINISTICO

Quando o sinal s(k) é considerado deterministico, uma
tnica medida do vetor y(k) serd uma varidvel aleatéria Gaus-
siana de dimensao N, com matriz de correlacao 21, média
A(®)s(k) e funcdo de densidade de probabilidade dada por
(301, (32]

1 N (]2 2
%Ne—\\y(U—A(@)s(k)H L (14)
(70?)’
na qual ||.| denota a norma-2 de um vetor. Tomando-se

um conjunto de K medidas independentes desse sinal, nos
instantes ¢ = kAt para k& = 1.2...., /&, a funcdo de
verossimilhanca € obtida como [2]]

K
Lagz = [ (70?) ™ emR-a@s/o”,

k=1

15)

na qual os parimetros desconhecidos sdo as direcSes angula-
res @1, ..., ®ar, 0 vetor do sinal s(k), e a varidncia do ruido
o2. Os estimadores ML desses parametros sdo aqueles que
maximizam o valor da funcio L;7(®.s(k),o2). Por con-
veniéncia matemadtica, as estimativas sdo definidas como os

argumentos que minimizam a fungdo /5,7 (®.s(k),0?) =

—log [Lysr(®.s(k).0?)] . Normalizando-se em relagdo a
K e ignorando o termo constante, N log 7, teremos

2) =
k) — A(®)s(k)|)*.

N
=
Z
=

e

wn
=

ES
N

Q

|

i
M
T

Nlogo? +
(16)

Através da hip6tese de que os pardmetros podem ser es-
timados de forma separada, demonstra-se que as estimativas
dadas por [28]

5 = iy Tr {IzR} = 2 7r {A. |
e (17)
S(k) = Afy(k) = (ATA) ™ Afy(h),
sdo aquelas que minimizam a expressdo (16), onde T {.}
denota o traco da matriz [33]. A estimativa §(k) em (17)
€ aquela que minimiza o erro de estimacdo quadratico [34].
Substituindo (17) em (16), e observando que

K

1 2 .

Kz HHKY(]‘")H? =Tr {HXR} 2 Jure,
k=1

transformamos o problema original no seguinte problema de
minimizacio

minJasr () = minTr {HX (W)R} , (18)
° #

T F—
com & = [21 .. 9m), onde 2, 1 < m < Al sfo
as variaveis independentes na otimizacdo associadas aos
angulos ©,, param = 1..... /.

Como dispomos de apenas de um nimero finito de amos-
tras, as estimativas para os pardmetros {¢1, ..., @ } apresen-
tardo, em geral, um desvio em relacdo aos seus verdadeiros
valores. Entretanto, se o cendrio for estacionario, esse desvio
convergird para zero com o aumento do nimero K de con-
juntos de amostras.

Para o cdlculo da estimativa em (18) € necessario a
solucdo de uma otimizacdo néo-linear A/-dimensional. Essa
constatacdo torna a implementacdo direta do método ML
invidvel em algumas aplicagdes diante do esfor¢o computaci-
onal exigido.

3.2 O CRITERIO ML DETERMINISTICO BA-
SEADO EM SUBESPACOS

Para permitir uma notacdo unificada dos métodos de
DOA, apresentaremos uma descricio alternativa do estima-
dor ML deterministico baseada em subespacos. Tal alterna-
tiva consiste basicamente em escrever a matriz de correlagao
estimada através de sua versdo decomposta em subespacos.

Tomando-se (13) e substituindo em (18) teremos a seguinte
funclo custo a ser minimizada

Jsarn(9)=Tr {Tiz () (GAOF + 620,07 )}, (19)

na qual tomamos [&n = 421 como estimador consistente para
os autovalores de ruido. O subescrito SA/ L em (19) indica o
uso do estimador ML baseado em subespaco.
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Usando (11) e supondo que os subespagos s@o estimados
corretamente, devemos esperar UZY U = 0 quando o con-
junto de parmetros estimados ® € Stimo. Inspirado nesse
resultado, a funcdo custo descrita em (19) permite desprezar
o termo associado ao subespaco de ruido, levando a seguinte
fung¢do custo equivalente
3.3 O CRITERIO ML DETERMINISTICO REPA-

RAMETRIZADO

Esse procedimento faz uso de uma reparametrizacio do
operador de projecdo no espaco nulo da matriz A, através
da defini¢do de uma particular matriz de Zoeplit; B, de di-
mensdes (N — L) x N, dada por

[ b bp—1 -+ bp - O

BY=) : ¢ oo 2D
L 0 <o by bp_qg - bp

na qual os elementos by, by.....br sdo os coeficientes de

um polindmio b(z) cujas raizes devem estar associadas aos
parametros @1, ¢2..... ©;7. Mais precisamente, para L = AJ,
o polindmio b(z) deve possuir suas raizes sobre a circun-
feréncia de raio unitdrio (CRU) na posi¢ao angular indicada
pelos parametros ©1, 0s.....0,r do sinal, podendo ser des-
crito, genericamente, Como

(22)

A
b(z) =bo [ ] (= —om)

m=1

Tomando-se as matrizes A ¢ B e considerando L = 1,
podemos notar que para um sinal livre de ruido
BYA=A"B=0. (23)

Para L = A, se B¥ tem posto cheio e iguala (¥ — /) e
A possui posto cheio e igual a A/, as linhas de B¥ formarao
uma base para o espago ortogonal as colunas de A, ou seja.
para o espaco nulo de A. Desta forma, podemos escrever

Iy =B(BFB)"'BY =113 (24)

Considerando a func¢io custo em (18), o critério ML pode
ser reparametrizado para os coeficientes by. e as estimati-
vas dos coeficientes podem ser calculadas minimizando-se a
funcdo custo de quarta ordem a seguir

Jarz(b) =T { [B(B¥B)~'B¥] f{} 03
onde b’ = [by b1 ... bL}T com L = A/,

Os métodos apresentados nas secdes 4, 5, 6 e 7 supdem co-
nhecido o nimero A de fontes de sinal. Quando 1/ n3o é co-
nhecido, poderd ser estimado utilizando métodos especificos
para esse fim [35], [36]. Todos esses métodos sdo baseados
na decomposicio em autovalores e autovetores da matriz de
correlacdo das amostras. Portanto, sdo adequados para serem
utilizados conjuntamente com os métodos que fazem uso da
mesma decomposicio.
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4. METODOS BASEADOS NO CRITERIO
ML

Os métodos apresentados nessa seciio fazem uso do critério
ML, implementando a busca multidimensional exigida pela
sua minimiza¢do através de alternativas de menor esforco
computacional.

METODO IQML

O método da iteragdo quadrdtica para o critério ML
ML) procare resodver o probleme de ninizizacio o
critério ML através da solucdo de um problema de segunda
ordem, utilizando um algoritmo iterativo [21].

O algoritmo IQML procura minimizar (25) considerando,
em um primeiro passo, o seguinte problema de segunda or-
dem

4.1

b’ = arg {nll)i/nTr {BBHﬁ}} . (26)
prosseguindo com a formacio da matriz B ¢ do termo
(BH B)~!, presente em (25). a partir das estimativas iniciais
dadas por b’ em (26). Em um segundo passo, novas estimati-
vas s30 obtidas, desta vez a partir de (25) com a substitui¢io
do termo (BEB)~! por sua estimativa ( BF B)~!. Esse
segundo passo continua iterativamente até atingir a con-
vergéncia. O método tem como dltimo passo o calculo das
raizes de b(z) para a obtencdo das estimativas Om. para
m=1.2..... AL
Entrando em alguns detalhes da sua implementacdo, o
método € construido através da igualdade proveniente da co-
mutatividade da operacdo de convoluciao, apresentada abaixo
BEy(l)=Y(k)b/, parak = 1.2..., K, (27)
onde a matriz Y (k) de dimensdes (N — M) x (M +1) é
definida como

yar(k)  yar—1(k) yo(k)
A | varsi(R) yar(k) y1(k)
Y (k)= . . . (28)
yn—1(k)  yn—2(k) yn—ar—1(k)
para kb = 1.2 ...;K, com N > Al.
Substituindo R da expressio (12) em (25) obtemos
J b =
roarn(b’) 29)

=Ty {% K B(BHB)‘lBHy(k)wa)} .
Utilizando (27), considerando que

7r{(BB"B) "By (k) y () | =
= y" (1) (BB"B) "B y(h),

e ainda desconsiderando o termo 1 /A" a esquerda, teremos o
seguinte problema de mimimizacfo equivalente dado por

K
b =arg {min b {ZYHU;)(BHB)”IY(M} b/}, (30)

k=1
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onde W representa o conjunto adequado de restricdes impos-
tas ao pardmetro b’. Este conjunto € construido através da
intersecdo de duas restrigdes

U =UyNv,. (31)

A primeira restri¢ao, denominada de “"ndo-trivialidade”, é de-
finida como A
o 2 {b' | [b] £ 0}, (32)

A implementagiio de tal restricdo pode ser realizada através
de uma relacfo linear, fazendo algum elemento de b’ dife-
rente de zero, considerando sua parte real e imagindria de
forma distinta. Pode ainda ser realizada através de uma
relagio quadritica na qual impomos um valor diferente de
zero para a norma do vetor b’.

A segunda restricdo W, ¢ escolhida de acordo com o mo-
delo do sinal considerado, e € essencial para a obtengio da
solugdo dtima. Para o modelo de sinal adotado aqui, ou
seja, composto pela soma de A/ exponenciais complexas nao-
amortecidas, deveremos impor que as raizes do polindmio
b(z) estejam localizadas sobre a CRU para o caso étimo, ou
seja

U, = {b’ | b(z) possui raizes sobre a CRU}.

Devido a dificuldade de incorporar essa restricio na
minimiza¢do em (30), o método IQML 1mpde apenas a si-
metria complexa conjugada sobre os coeficientes de b(z), fa-
zendo by, = by;_,,,, m = 0.....A[. Embora tal restri¢io
ndo seja necessdria nem suficiente para satisfazer V,, tal
implementacdo apresenta a vantagem de reduzir pela me-
tade o nimero de pardmetros a serem obtidos. No entanto,
ndo pode ser utilizada juntamente com uma restricio de ndo

trivialidade na qual by = 1, pois um polinémio da forma
M

blz) = by T] (: — ejém) ndo satisfaz, de uma forma geral,
m=1

arelagdo b,,, = b3;_,,, quando by = 1. Neste caso, ontra al-
iernativa para implementacdo da restri¢cdo de nao-trivialidade
deve ser utilizada.

O algoritmo utilizado pelo método IQML para a
minimiza¢do da fung¢do custo em (30), considera a
implementacgdo da restricdo de simetria complexa conjugada
de forma implicita, ou seja, a simetria é incorporada na
fungdo custo. Para evitar a solugfo trivial faz-se Re(bg) = 1,
onde Re(.) indica a parte real [21]. [37], [38].

Podemos concluir que as duas idéias mais relevantes nesse
método sdo o uso da reparametrizacdo do critério ML e a
utilizagdo de uma forma iterativa para resolver um problema
de minimizacdo de quarta ordem com restricdes a partir da
solucdo de um problema de segunda ordem sem restrigoes.
Como deficiéncias do método IQML, devemos citar que ndo
existe garantia de convergéncia para o processo iterativo. Por
outro lado, quando ocorre a convergéncia, esta se da apds
varios passos de iteracdo. Por fim, mesmo apds a con-
vergéncia ndo ha garantias de se atingir o minimo global.

4.2 METODO MODE

O método MODE pode ser interpretado como um apri-
moramento das idéias do método IQML, no qual se obtém

melhores estimativas no passo inicial, levando a uma rdpida
convergéncia. Além disso, no seu desenvolvimento faz-se
uso dos subespacos definidos pela matriz de correlacdo con-
forme a versdo do critério ML baseada em subespacos, apre-
sentada anteriormente [22].
Mais especificamente, a proposta basica do método MODE
¢ minimizar a fungdo custo
J(b') =Tr B(BHB)-lBHR} : (33)
b/~bl

localmente em torno de b/, onde b’ e b} indicam, respec-
tivamente, o pardmetro desconhecido e seu valor 6timo as-
sintético em termos de &. Desta forma, o método MODE
pretende contornar os problemas de convergéncia e reduzir
as iteragdes necessdrias para alcancar as estimativas finais.

Estamos interessados no comportamento local de J(b’)

~ O para A grande. Isso im-

no qual HB’ - bl

plica em que H B-B,| =~ 0 e, -consegientemente,

BH fIS fIH B=0 para X grande [39]. Partindo-
se da decomposicio da matriz R em subespacos, con-
forme realizado em (13), e considerando ainda que
U, UF+ U, UF=1, podemos entdo aproximar a funcéo
custo (33) localmente como [22]

T ~Trho +Tr {0fms U, (A -4,)}. 64

com An ~ ¢°1, uma vez que An € um estimador consistente
para o1,
Desta forma. o estimador MODE sera dado pela
minimizacao da seguinte funcéio custo equivalente a (34)
J(b') = Tr{ U1 U, (A - 5?1) } . (35
com Iz = B( BY B)~'B¥ ¢ naqual 6%¢ B sio estimati-
vas consistentes de o2 e B, respectivamente.
Uma estimativa consistente de o> pode ser obtida através

& 5 = vty {Tr{R} -1 {A.}]

= ﬁT7[An]

(36)

As estimativas B e b’, por sua vez, podem ser determinados
através do problema de minimizacio quadritica

b = arg {é’l/’l:ill’lleT {BBH IAJSWMODE ﬂf}} ., (37)

onde W representa o conjunto adequado de restricdes e

Wiropp € uma matriz de ponderagdo escolhida adequa-

damente que generaliza o método MODE, dando origem a
generalizacdo da fungdo custo em (35)

‘ FTH 3

Tuope(®) =Tr { UIls U.Wiops}.  G8)

A consisténcia da estimativa obtida através de (38) se justi-

fica pelo fato da expressao alcancar seu minimo valor apenas

quando B¥ I:TS = 0 e quando a matriz W ;op g € positiva
definida.
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Demonstra-se que a escolha 6tima para W 0pp, Wo,
sob o ponto de vista de minimizacio da varidncia do estima-
dor, € dada por ( [4], [22] e [40] )

W, = (A, — 6°T)2ATL (39)

A vantagem da utilizacdo de (39) em (37) € que as esti-
mativas se aproximam dos seus valores assintéticos, dando
origem a um procedimento direto para obtencio da estima-
tiva b’, em dois passos.

Considerando a estimativa dos 7 maiores autovalores de R,
como #=min{}/, posto (P)}. no primeiro passo resolve-se o
problema quadrdtico

(40)

b’ = arg {11311111%/]“7‘ {BBH U.wW, U’f}} .
do qual obtem-se B.
No segundo passo resolve-se o problema quadrético

B’:arg{élllei%Tr{B( Bf BB U, W, fjf}} 41

com B dado pelo primeiro passo.

As estimativas finais para ©,,, m = 1,2..... 1/, sdo entdo
obtidas através das raizes do polinémio b(=) formado pelos
elementos de b’ obtidos no dltimo passo.

Comparando as expressdes (41) e (40), respectivamente,
com (25) e (26), poderemos contrastar os métodos MODE
e IQML. Inicialmente, devemos observar que o produto
U, W, UH ¢ uma estimativa da parcela de R associada ao
subespaco de sinal. Assim, a comparacgdo direta entre as ex-
pressdes citadas nos permite concluir que os métodos dife-
rem pelo fato do método MODE operar sobre a parcela do
subespaco de sinal de R, com o objetivo de eliminar os efei-
tos indesejaveis da presenca do ruido. Dessa forma torna-se
possivel a obtengdo de uma melhor estimativa inicial para b’,
que leva . em geral, a estimativa final no segundo passo, evi-
tando assim os passos de iteracdo presentes no método IQML
e seus problemas de convergéncia.

Podemos ainda notar que a minimizacdo em (40) cor-
responde ao primeiro passo do método IQML quando
(BEB)"' =TeR=UW, UF Nesse caso. a ma-
triz de correlagdo € substituida pela sua versdo decomposta
em subespacos da qual apenas a por¢io associada ao sinal
¢ considerada. Além disso, ¢ utilizada uma estimativa mais
proxima do valor 6timo para os autovalores associados ao
subespaco de sinal, dadas por W .

Embora o método MODE apresente uma reducio no
esforco computacional em relacio ao IQML, devido a
eliminacio das iteracdes, se faz necessario a obtengio de es-
timativas adicionais através da decomposi¢do da matriz de
correlagdo. Assim sendo, seu sucesso depende da qualidade
dessas estimativas.

O algoritmo de solucdo para 0 método MODE também im-
plementa a restricdo de simetria complexa conjugada dos co-
eficientes by de forma implicita. O algoritmo MODE sugere
ainda uma restricio ao primeiro elemento do vetor b’, by, da
forma

Relby) =1 ou Im(by) =1, (42)
108

evitando assim a solugdo trivial para b’ e a incompatibili-
dade do uso by = 1. A op¢do Re(by) = 1, como suge-
rido no método IQML, nfo se aplica as situacdes nas quais a
soma dos parimetros {®,, } é um maltiplo {mpar de 7. Nes-
sas situacdes pode-se, portanto, utilizar Im(by) = 1, que
por sua vez nao se aplica as situagdes nas quais a soma dos
pardmetros {o,, } € um miltiplo par de 7. Assim, o uso de
uma ou outra forma, de acordo com a situagdo, serd valida
para todas circunstancias [37], [38].

Para a minimizacdo de (41), o algoritmo MODE sugere a
utiliza¢do do critério dos minimos quadrados (LS) implemen-
tado através da decomposicao QR [22].

A fungdo custo associada ao problema de minimizacdo em
(30), encontrado a cada passo de iteracdo do método IQML,
pode ser escrita na forma compacta

(43)

>

) 2
Jroarn(®) = H(QIQAIL)L/Q b’
b ev

na qual

K
QIQA\[L = Z {YH(ZC> (BHB)_lY(A)} N

k=1

que, por sua vez, é semelhante em sua formulacdo a funcdo
custo do método MODE. Desta forma, os procedimentos de
solugdo sugeridos pelos dois algoritmos podem ser aplicados
a ambos indistintamente.

Apesar de ser considerado um algoritmo ndo-iterativo, o
algoritmo MODE estd naturalmente preparado para ser ite-
rado levando, em geral, a estimativas mais proximas de seus
valores 6timos [22]. Por apresentar a melhor precisao as-
sintdtica possivel e ndo exigir grande nimero de iteragdes,
tal método é um forte candidato a melhor método para arran-
jos lineares uniformes.

5. ESTIMAGAO DOS PARAMETROS DOA
VIA PREDICAO LINEAR

O procedimento de estimacdo dos parametros DOA através
de predicdo linear consiste basicamente em se otimizar um
filtro de predicdo para o sinal em sua entrada e estimar os
parimetros DOA a partir das raizes do polinémio formado
pelos coeficientes do filtro resultante [11], [12], [13].

Para analisar os conceitos basicos do problema de
otimizagio da predicdo linear, consideremos um conjunto de
2\ amostras de um sinal no instante k, dado pelo vetor y (%),
como a entrada do filtro transversal com (L + 1) tatores de
ganhos, conforme a Figura 2.

O sinal na safda deste filtro serd dado por

L
671(]‘3) = Zyn—l(k)blc (44)
1=0
paran = L.L 4+ 1....,N — 1. Para que esse filtro funcione
como um filtro de erro de predi¢do tomamos by = —1. Desta

forma. a energia do sinal de erro na saida do filtro, para cada
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Figura 2. Filtro de erro de predicdo

valor de k, sera dada por

N—-1 .
E(k) = Jea(h)f”

n=L
N-1| L 2

= D b —yalk)| . 45)
n=L |I=1

Os parAmetros b;, I = 1,.... L, sdo entdo obtidos para cada
experimento & minimizando-se (43).

Mais especificamente, se definirmos a matriz de dados, de
dimensdes (N — L) x L, no instante & como

yr—-1(k)  yr—2(k) yolk)
k _1(k i
e yLF ) U :1( ) ylf ) o)
',UN—.'Z([C) yN—.B('If) yv—r—1(k)

e o vetor dos valores preditos como
d(k) = [yc (k) - yv_1 (k)]

poderemos descrever o processo de filtragem através da
forma matricial

D(k)b(k) — d(k) = e(k). 47)

na qual ]

b(k) = [by by -~ br]"

e(k) =ler(k) epsa(k) -+ exoa(k)]*.
A expressdo em (47) pode ser reescrita como
. . -1
TR —d(k) = {d(lx):D(k)} [ . }

PET s

i

D/ (k)b/(k) = e(k).

na qual D’(k) e b’(k) denotam as versdes aumentadas, res-
pectivaniente, da matriz de dados D(k) e do vetor dos ga-
nhos do filtro b(k) para by = —1. Podemos observar que
D’(k) é a prépria matriz Y (k) definida em (28) para L = /.
Tal constatagfo permite relacionar os métodos baseados na
predicdo linear com os métodos baseados no ML que utili-
zam a reparametrizacio dada pela matriz B¥ em (21).

Para um tnico experimento, substituindo o vetor de erro
dado por (48) em (45), teremos a seguinte funcio custo a ser
minimizada nos métodos baseados na predicdo linear

Jpr(b) = {(b’)H (DY D’b’} ccomby = —1, (49)

na qual b’ é o mesmo vetor utilizado pelos métodos baseados
no ML quando L = }/.

Devemos enfatizar que a minimizacdo proposta forne-
cerd um vetor de coeficientes étimos para cada experimento
k, de forma independente. No entanto, tal procedimento
nio consiste na forma mais eficiente de utilizagdo dos da-
dos disponiveis. Podemos notar que nos métodos basea-
dos no critério ML o procedimento de minimizag¢do faz uso
de vérios experimentos para a obtencdo de um unico ve-
tor b 6timo. Essa inabilidade de operar sobre mais de um
experimento simultaneamente é uma das limitagcdes do uso
da predic@o linear para a estimacdo de parimetros DOA,
quando comparada com o critério ML. Uma forma de con-
tornar tal deficiéncia serd proposta neste trabalho como mais
uma contribuigio.

Apresentaremos a seguir as propriedades da predicdo
linear que permitem sua aplicacdo na estimacido dos
pardmetros @,, em (3), para m = 1,2.....M. Para tanto,
consideraremos o polindmio de ordem L dado por

b(z) =bost + bzt 4 by, (50)

cujos os coeficientes sdo os ganhos do preditor linear otimi-
Jado para o vetor de amostras y (k) sem ruido, ou seja, x(k).

Em [8], [10] e [13] estd demonstrado que se L satisfaz a
desigualdade 1/ < L < NN, e se b satisfaz Db = d, entao
b(z) terda 1/ de seus zeros posicionados sobre a CRU em
Zm = exXpljom]. param = 1,...A/. Este resultado pode
ser explicado observando que o filtro de erro de predigio,
otimizado para sinais do tipo exponenciais complexas nas
freqliéncias @,,. deverd apresentar zeros de sua funcdo de
transferéncia nas freqiiéncias o, de forma a minimizar o erro
na sua saida. Estes zeros sdo denominados de zeros de sinal
[41]. Desta forma, os dngulos indicados pelos zeros de sinal
fornecem estimativas dos parametros @,,, param = 1, ..., M.

O posicionamento dos L — M/ zeros restantes dependera da
solucdo escolhida, dentre as varias que satisfazem Db = d.
Para a soluciio que apresenta a menor norma-2, denominada
de norma-minima, esses zeros estardo uniformemente posici-
onados no interior da CRU [8], [10] e [13] . Para esta solugdo,
o preditor serd denominado de norma-minima e, conseqiien-
temente, apresentara fase minima [10], [13], [41].

Para o caso ruidoso, tal comportamento niao € mais valido,
uma vez que todos os zeros flutuam em torno de suas posicdes
da situacao sem ruido. Conseqiientemente, tais flutuacdes
produzirdo uma varidncia nas estimativas obtidas. Neste
caso. a estratégia de identificacdo dos zeros de sinal consiste
em associa-los aos A/ zeros mais préximos da CRU. Essa es-
tratégla permite a distinc@o entre os dois conjuntos de zeros
em relacdes sinal-ruido (SNR) moderadas {1 1]. Devemos no-
tar que para o critério ML reparametrizado tal distingdo entre
0s zeros nao existe, pois L = A/,

Como a minimizacdo da fungdo custo em (49) é um pro-
blema de segunda ordem, podemos fazer uso do procedi-
mento LS de minimizacio, de onde derivamos a solucdo geral
aseguir [10]. [11], [12], [13], [42]

bp. = (DFD)” D¥d =D'd. (51)

Reconhecendo o termo (D’)# D’ em (49) como uma es-
timativa da matriz de correlagiio. poderemos contrastar esse
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método com os anteriores baseados na matriz de correlacio
estimada. Para um dnico experimento (K = 1) e L = A/,
podemos constatar que D’ = Y, definida em (28). Assim,
poderemos reescrever (49) como
H
bO H b()
Y'Y . 52
Tl e

Jpr(b) = [
comby = —lel = Al
A extensdo do método de predi¢do linear para a situacdo
em que dispomos de multiplos experimentos (K “snapshots™)
pode ser obtida naturalmente substituindo-se a fungdo custo
em (52) por sua generalizacéo

H
J{b) = ﬁ_ﬂ K, ﬁﬂ . comby = —1, (53)

) N
onde a matriz K, 2 + ZY(L?)HY(L:), com dimensdes
k=1

(L +1)x(L + 1), possui um carater de matriz de correlacio.

O uso de miiltiplos experimentos para a formacdo da ma-
triz K, permite combater as dificuldades de resolucéo desse
método na presenca de sinais coerentes.

Podemos agora comparar (53) com a funcdo custo asso-
ciada ao critério ML reparametrizado em (25). Concluimos
que a minimizacdo da funcdo custo da forma em (53) ndo
apresenta a matriz (BHB)—:L em (25), a qual € utl na
compensacdo de correlacdo entre as fontes de sinal. Dessa
forma (53) equivale a funcdo custo em (25) quando temos
(BHB)_1 = 1. Por outro lado, uma vantagem aparente
desse procedimento sobre o ML reparametrizado consiste na
possibilidade de utilizacdo de uma ordem L > A/ para o
polindémio b(z), possibilitando um maior grau de liberdade
para a alocagdo dos zeros de sinal que, em geral, melhora a
qualidade das estimativas obtidas. Além disso, podemos ob-
servar que a minimizacdo da funcdo custo em (53) consiste
em um problema de otimizac¢do de segunda ordem, notada-
mente mais simples que o enfrentado pelo procedimento de
estimacflo através do critério ML. Essa caracteristica torna a
estimac@o do pardmetro DOA via predicdo linear uma alter-
nativa atraente. No entanto, sua aplicac@o se restringe a um
cendrio no qual os sinais possuem poténcias semelhantes. sao
levemente correlacionados e em SNRs moderadas [4], [10].

PREDICAO LINEAR BASEADA EM
SUBESPACOS

5.1

A predicdo linear baseada em subespacos consiste na
utilizacdo da decomposicao da matriz de dados D em vetores
e valores singulares (SVD). Para definir esta decomposicio
consideraremos que qualquer matriz D m X n pode ser
fatorada da forma D = UpXpVE, onde Up e Vp sdo
unitdrias com dimensdes m X m e n X n, respectivamente,
e £ p é uma matriz diagonal de dimensGes m x n composta
por elementos reais o;. Tais elementos sdo denominados de
valores singulares e sdo ordenados tal que o1 > g > -+« >
o, > 0, com p < min{m.n). onde p é o posto de D. As
colunas de Up e V, denotadas por uZD e VZD, sdo denomi-
nadas, respectivamente, de vetores singulares a esquerda e a
direita de D [11]. [12], [33].
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Podemos agora aplicar estes conceitos sobre a matriz D
em (46), considerando a seguinte parti¢do

=P 0

D:[U{D U?}[O =D

}[V? VP T 59
onde UP ¢ uma parti¢io de Up contendo suas p primeiras
colunas e UL suas (N — L) ~ p dltimas colunas; VP¢ a
particio de V5 contendo as suas p primeiras colunas e V£
as L — p colunas restantes; E{D ¢ uma matriz diagonal com
dimensdes p X p contendo os p maiores valores singulares de
D e =% ¢ uma matriz diagonal com dimensdes (N — L —
p) x (L — p), contendo os min{({(N — L — p. L — p) tltimos
elementos ordenados de .

No caso de um sinal composto por A1 exponenciais com-
plexas independentes e sem ruido, o posto de D serd p = Af
e =2 serd nula. Portanto, existem M valores singulares, ndo
nulos, associados aos vetores singulares de UY e V¥, deno-
minados, respectivamente. de valores e vetores singulares de
sinal.

No caso de um sinal ruidoso, os valores singulares presen-
tes em 37, anteriormente nulos, tornam-se positivos € com
magnitude crescente com a reducdo da relacdo sinal-ruido
(SNR). Portanto, para um filtro preditor de ordem L, tere-
mos os L — M menores valores singulares de D em £ e
seus correspondentes vetores singulares de UL e V2, asso-
ciados exclusivamente a porgdo ruidosa do sinal, sendo deno-
minados, respectivamente, de valores e vetores singulares de
ruido.

Podemos, portanto, dividir o espaco vetorial da matriz de
dados D em dois subespacos: subespaco de sinal e subespago
de ruido. Na verdade, tal denominacio € imprecisa visto que
o subespaco de sinal, assim definido, também estd corrom-
pido por ruido, sendo por essa razdo também denominado
de subespaco de sinal mais ruido. Tais subespacos ndo de-
vem ser confundidos com aqueles antes definidos em relagao
a matriz R, embora existam relacdes entre eles. Por esse mo-
tivo serdo denominados a partir de entdo de subespagos de
sinal e de ruido associados 4 matriz de dados.

Conhecendo-se estes subespacos é possivel diminuir a in-
fluéncia do ruido no célculo da solugdo 6tima para o predi-
tor através da sua extragdo. Portanto, a distin¢do entre es-
ses subespacos forma a base fundamental dos métodos de
predicdo linear baseados em subespacos que serdo descri-
tos mais adiante. Por enquanto, vamos apenas expressar a
solucdo em (51) através dos elementos da SVD de D. Pode
ser demonstrado que a pseudo inversa de D pode ser expressa
em funcio de seus valores e vetores singulares, resultando em
(101, [12], [33]

(55)

%

p
~ . 1 H
bpr=D'd=Y —ul (vP)"d,
PL ;Jiuz (v)
onde p = min(N — L, L).

6. METODOS BASEADOS NA PREDICAO
LINEAR

Existem algumas alternativas para a estrutura do filtro
preditor e, conseqlientemente, para a composi¢do da ma-
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triz de dados D. O filtro do tipo progressivo (“forward™),
da origem a predicdo linear progressiva (FLP), que pro-
cura predizer as amostras {yn(k)}‘;;f a partir das amos-
tras anteriores{yn_z(lc)}i:_j:l, para ! = 1.2..... L, conforme
(44). Ja o filtro denominado de regressivo (‘“‘backward™),
que da origem & predicio linear regressiva (BLP), estima as
amostras {yn(/ﬁ)}‘\;*LAl a partir das amostras posteriores

/ n=0
{ynﬂ(/ﬁ)}N_L_l, para! = 1.2,....L. Embora ambos os

n=
filtros utilizergl as mesmas amostras do sinal disponivel, o ve-
tor de parametros que minimiza o erro de predicio em cada
caso é distinto [10], [11].

Combinando-se as formas de predicdo progressiva e
regressiva, obtém-se uma terceira forma denominada de
progressiva-regressiva (““forward-backward”), que da origem
a predicdo linear progressiva-regressiva (FBLP). Nesse caso,
o critério de otimizagdo consiste na minimizacdo da soma
das energias dos erros de predicdo progressivo e regressivo,
impondo-se como restricio uma relacdo adequada entre as
solugdes de ambos os filtros. Esse procedimento é aquele
que melhor utiliza as amostras disponiveis do sinal e, con-
seqlientemente, apresenta melhores resultados [10] e [11].
Como desvantagem, esse método estd limitado as aplicacdes
nas quais o sinal € composto por exponenciais complexas nao
amortecidas. Devemos observar que para o método FBLP, a
matriz de dados possui dimensdes 2(N — L) x L, enquanto
que para os métodos FLP e BLP sua dimensao é (N — L) x L
([10], [L1]).

As expressoes para o método FBLP sdo, portanto, as mes-
mas da predico linear em (51) com a ordem do preditor satis-
fazendo M < L < N — 7/ /2 e aestrutura da matriz de dados
alterada para comportar os dados na forma progressiva e re-
gressiva. Demonstra-se, experimentalmente, que tal método

o

apresenta melhor desempenho quando Z == N/3 ([10]).

6.1 METODO FBLP MODIFICADO

Através da expressdo (55) podemos observar que todos
os valores e vetores singulares da matriz de dados D, tanto
os de sinal como os de ruido, participam da solucdo para o
método FBLP.

O método FBLP modificado pode ser interpretado como
uma versio do método FBLP baseada em subespagos, na qual
se elimina a participagio dos valores e vetores singulares de
ruido na constitui¢do da solugdo. Para isto, o extremo su-
perior do somatério em (55) € feito igual a M, permitindo
apenas a participagao dos M valores e vetores singulares do
subespaco de sinal, ou seja

Al

bro=) —

=1 TFB()

VFB(z) (U?B(i)dFB> ;

com by = —1. Dessa forma, tal método permite o aumento
da ordem do preditor para valores além daqueles apropria-
dos para método FBLP, melhorando assim sua capacidade
de resolucdo. Este método apresenta seu melhor desempe-
nho quando L é aproximadamente igual a 3N/4 ([10], [11],
[13D).

Podemos notar, ainda, que para o caso em que L = N —
A /2 tal método € equivalente ao método FBLP devido as

dimensdes da matriz D correspondente. Este caso particular
¢ denominado Kumaresan-Prony (KP) [10], [11], [12], [13],
[42].

6.2 METODO TLS-FBLP

O método, ou conjunto de métodos, aqui denominado
de TLS-LP consiste em obter a solugdo para o preditor li-
near através do procedimento TLS de minimizagdo [12], [42],
[43].
O critério TLS, quando aplicado a predicdo linear, consiste
em resolver o seguinte problema de minimizaco

. D/ AN A
Clg;l)}ll),li (k) — C(k)

F

sujeito a C(k)b’ = 0 com ||b’|| # 0, onde ||.|| ~ denota a
norma de Frobenius [44], [45]. Embora a matriz C(k) ndo
seja importante para os estimadores descritos na seqiiéncia,
fornecemos aqui algumas de suas caracteristicas. Demonstra-
se em [44] e [45] que C(k), ap6s a otimizagdo, pode ser des-
crita a partir da decomposi¢io de D’(k) em valores singula-
res: altera-se o valor do menor valor singular, anulando-o, ¢
em seguida recompde-se a matriz, resultando entdo C(k). O
posto de C(k) serd igual ao posto de D’ (k) reduzido de uma
unidade.

Assim como o procedimento LS aplicado sobre a predicao
linear progressiva, regressiva e progressiva-regressiva d4 ori-
gem aos métodos FLP, BLP e FBLP, o procedimento TLS
aplicado a essas formas de predi¢do da origem aos respec-
tivos métodos TLS-FLP, TLS-BLP e TLS-FBLP [12], [46],
[47].

Pela superioridade apresentada pela predicdo na forma
progressiva-regressiva, apresentaremos o método TLS-FBLP,
permitindo assim compara¢des com o método FBLP Modifi-
cado.

O método TLS-FBLP propde uma modificacio na solucao
de norma minima apresentada pelo procedimento TLS
cldssico. Nessa modificacdo ¢ realizada uma restricio adi-
cional de subespaco sobre a matriz de dados aumentada [12].

Inicialmente consideremos a decomposi¢ao da matriz de
dados aumentada da forma

d | D]=D'=[D, | Dy

D oy (56)
_ [UlD \U?] 3 OD (vi )H )
; 0 33 (v#)
na qual D, = UPEP (VP )H representa a particio de

D’ associada aos seus A maiores valores singulares pre-
sentes na matriz (E{D )de dimensdes M x A e Dy =

uPsp(vP )H representa sua porgdo complementar asso-
ciada aos (L — A/ + 1) menores valores singulares presentes
namatriz (££), de dimensdes (2(N—L)—Al)x (L—M+1).
Podemos assim, associar essas duas particdes aos subespaco
de sinal e de ruido da matriz D’, respectivamente.

A solucao de norma minima fornecida pelo procedimento
TLS classico consiste no vetor singular a direita associado ao
menor valor singular da matriz de dados aumentada. Se esse
menor valor singular for um valor singular repetido, a solu¢do
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sera dada, entdo, pela combinacdo dos vetores singulares as-
sociados aos menores valores singulares repetidos.

Em uma situacdo prética na qual o sinal € ruidoso, teremos
os valores singulares em E{? distintos. Nesse caso, a solugio
TLS cldssica sera dada pelo vetor singular a direita associado
ao menor valor singular de D',

A modificacdo sugerida pelo método TLS-FBLP sobre a
solucdo TLS cldssica se inspira no comportamento tedrico da
matriz D’/ em que os valores singulares em £ sio repetidos
e iguais ao desvio padrdo do ruido branco presente no sinal.
Esse resultado nos leva a desconsiderar as discrepéncias entre
as magnitudes desses valores singulares.

Portanto, a solucdo sugerida para esse método serd equi-
valente a solu¢do TLS cldssica para o caso em que o0s
min[2(N — L) — M.L — Al + 1] menores valores singu-
lares de D’ ou =¥ sio repetidos, mesmo que na pratica pos-
suam diferencas em suas magnitudes. Considerando (56), tal
solugdo € expressa por

*

y Vh.p

b=-—2=_ D7

(57)
a pip

na qual utilizamos a particdo Vp, = { p (V/DQ)T }T e
( .)" denota o complexo conjugado [45], [46], [47], [48]. Con-
siderando a SVD da matriz de dados aumentada, podemos
observar que a solucdo em (57) € baseada no subespaco de
ruido dessa matriz, enquanto que a solucéio apresentada pelo
método FBLP Modificado é baseada no subespaco de sinal
da matriz de dados original. Dessa forma, o método TLS-
LP também incorpora em sua solucdo a distin¢do entre os
subespacos.

Além das diferencas na concepgdo da solucéio obtida pe-
los procedimentos LS e TLS, os mesmos também diferem no
ponto de vista computacional. O procedimento LS utilizado
no método FBLP Modificado requer a obtengdo de A/ veto-
res singulares da matriz de dados Dgg;rp, com dimensdes
2(N — L) x L, onde M determina o nimero de parametros
desconhecidos do sinal. J4 o método TLS-FBLP opera sobre
a matriz de dados aumentada [d | D], de dimensdes 2(N —
L) x (L+1), e requer a obtencdo dos vetores singulares dessa
matriz associados aos seus min[2(N — L) — A[. L —~ A + 1]
menores valores singulares. Portanto, para ordens elevadas,
o procedimento LS sera mais eficiente computacionalmente.

6.3 METODO WTLS

O método WTLS utiliza o procedimento TLS de forma
distinta dos métodos TLS-LP [46], [47]. O termo “W”’em sua
denominac¢do denota “Whitened'ou *“Weighted™’do inglés.

Essa forma de ponderacdo consiste em impor uma ca-
racteristica de ruido branco ao erro de predicdo, em con-
cordancia com a propriedade “‘branqueadora” do filtro de erro
de predicdo quando otimizado para os dados de entrada. Esse
comportamento apesar de conhecido ndo foi utilizado pelos
métodos baseados em predicio linear apresentados anterior-
mente.

Sendo mais especifico, considerando (48), podemos escre-

ver o erro de predicio como
e=Bfy =B (x+n). (58)
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onde B & dada por 21}, n = [ngng - nN_l}T ey =

Wov1 - yN—ﬂT-

Considerando os dados livres de ruido, teremos o po-
lindbmio b(z), de ordem L > A/, com Al de suas raizes lo-
calizadas sobre a CRU nas posicdes angulares dada por ¢,
m = 1.2,.... M. Nessa condicio teremos B x =0 e, con-
seqiientemente, e = B n. Através da suposicio de que n é
um ruido tipo branco, e sabendo que para o filtro preditor ope-
rar em sua condic¢do Stima devemos ter em sua saida um sinal
tipo ruido branco, deveriamos esperar que o sinal de erro e
também fosse branco. No entanto, £{ee} = s?B#B. Por-
tanto, € natural branquearmos o sinal de erro fazendo

e.=(BPB) *Bfy =(BFB) 'Db.  (59)

Retornando ao problema original, devemos agora encon-
trar o vetor de norma-minima b’, com by = —1 que minimiza
a norma do erro em (59). Dessa forma, o método WTLS pro-
cura uma soluco que minimiza a seguinte fun¢io custo

Jwrrs(b) = {(ew)H ew}

. (60)
—1 NH Hov—1lm+/ | —1
:{b } (D))" (BFB) D' | .
Podemos reescrever (60) da forma compacta
Tres(b’) = DB, (61)
naqual b’ = [ -1 b7 ]" e DB) = (B¥B) '’ D".

Desde que a matriz D(B) seja fixa, a minimizacfo de (61)
podera ser obtida através do procedimento TLS, como na
férmula original, ou mesmo do LS. Podemos notar que se
fizermos BPB = I em (61) teremos a mesma funcdo custo
proposta para os métodos cldssicos baseados na predi¢do li-
near em (49) [49]. Dessa forma, por apresentar um pro-
blema de minimizacido de quarta ordem, o método WTLS
pode ser visto como uma generalizacdo dos métodos basea-
dos em predicdo linear. Esta generalizacdo incorpora o termo
(BH B)—1 na funcio custo, corrigindo a deficiéncia, antes
observada, causada pela auséncia deste termo na funcéo custo
em (52).

Podemos notar que a forma compacta em (61) possui a
mesma estrutura que aquela em (43) para o IQML. Dessa
forma, a solucdo para o método WTLS-LP podera ser im-
plementada de forma semelhante ao algoritmo IQML, consi-
derando D(B) fixa a cada iteragfio. A grande diferenca entre
os dois procedimentos consiste na forma de obtencdo das esti-
mativas finais. No método WTLS, por se tratar de um método
baseado na predicao linear de ordem L, as estimativas para os
parimetros o,,, m = 1,2, ...A{, sdo dadas pelas posi¢des an-
gulares dos A/ zeros de b() mais préximos da CRU. Através
de simulacdes constata-se que os L — A/ zeros restantes estdo
localizados fora da CRU, facilitando assim a distingfo entre
esses e os A/ zeros de sinal [46].

A partir de (60) é possivel contrastar a fungdo custo do
método WTLS com a do método IQML em (30). Para o
caso de um Umico experimento A = 1 e L = A{, teremos
D’ =Y e nesse caso as fungdes diferem apenas na restri¢io
imposta sobre b’, com by = —1 no método WTLS. Como
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foi enfatizado anteriormente, tal restricio ndo ¢ utilizada no
método IQML por ser incompativel com a restricdo de si-
metria complexo conjugada. No método WTLS, a condicdo
by = —1 ¢ oriunda da estrutura de um suposto filtro de
erro de predicdo, que € a base de sua concepcao. Portanto,
apesar de possuirtem formula¢es semelhantes, as solucdes
apresentadas pelos dois métodos sao distintas, embora sejam
Stimas sob cada critério. A formulacio semelhante permite
ainda afirmar que os métodos WTLS e IQML possuem teo-
ricamente o mesmo potencial de resolucio quando aplicados
na estimacao de freqiiéncias, com uma eventual vantagem do
método WTLS sobre o IQML por permitir utilizar L > Af
em suas formulacdes.

Para permitir uma comparagio com os métodos basea-
dos na matriz de correlacdo, podemos considerar R, =
D{B)”D(B) como uma matriz de correlagio associada aos
dados da matriz D’ através de uma transformacio particular,
e reescrever (60) como

Jiwrrs(b) = (62)

A partir de (62) podemos estender a aplicacdo do método
WTLS quando dispomos de mais de um experimento (K >
1), tomando a estimativa f{w sobre todos os experimentos.

Concluimos, portanto, que a obtencdo da solugdo para o
método WTLS-LP consiste em um problema de minimizagdo
de quarta ordem que pode ser resolvido de forma iterativa
utilizando o procedimento TLS de minimizag¢do. Devido
a semelhanca de formulacdo entre os métodos, tal proce-
dimento pode ser entdo utilizado para obter a solu¢do do
método IQML ou do MODE, bem como ao contrrio.

7. ESTIMACAO TOTALMENTE BASEADA
EM SUBESPACOS

Existem procedimentos de estimacdo baseados em
subespacos que ndo possuem origem nem no conceito de
predicdo nem no critério ML. Tais procedimentos, denomi-
nados aqui de estimacao totalmente baseada em subespacos,
consistem no uso de propriedades dos subespaco de sinal e
de ruido da matriz R.

O primeiro trabalho publicado a fazer uso dos subespacos
to1 o de Pisarenko em 1973 [15]. Porém, foi com o algoritmo
MUSIC (“Multiple Signal Classification™) que tal abordagem
apresentou maior interesse [4], [50].

Enquanto que o algoritmo MUSIC e o método de Pisa-
renko se baseiam na ortogonalidade dos subespacos de sinal
2 de ruido, métodos mais recentes utilizam o critério “‘subs-
pace fitting”, o qual denominamos aqui de “distdncia™ entre
os subespacos [4], [14], [18], [19].

Por fim, o método ESPRIT tem como principal carac-
teristica a explorac@o de uma propriedade da estrutura do ar-
ranjo de sensores. Entretanto, optamos por classificd-lo na
categoria dos métodos totalmente baseados em subespacos
em virtude da semelhanca de sua formulacdo [S1], [52].

O CRITERIO DE ORTOGONALIDADE BA-
SEADO NA MATRIZ DE CORRELACAO

7.1

Esse critério considera a dimensfo do arranjo de sen-
sores igual ao nimero de fontes de sinais mais uma unidade
(N = Al + 1), caracterizando assim o subespaco de ruido
através do menor autovalor e correspondente autovetor de R.

Considerando um sinal composto pela soma de Al expo-
nenciais complexas nao-amortecidas na auséncia de ruido,
podemos verificar que

Afp' =0, (63)
onde A é definida em (3) e b’, conforme (25) ¢ (22), é um
vetor /N -dimensional, cujos elementos sdo os coeficientes de
um polinémio b(z) de ordem A/ que possui suas raizes sobre
a CRU nas posicdes associadas as freqiiéncias das exponen-
ciais.

Conseqgiientemente, através das formas decompostas da
matriz R, apresentadas em (6) e (9) temos

Rb' =0. (64)

Considerando agora o caso de um sinal ruidoso, 0 mesmo

raciocinio leva a

Rb' = o°b’. (65)

As equacdes (64) e (65) serdo satisfeitas se, e somente, se
b’ for autovetor do subespago de ruido de R.

7.1.1 METODO DE PISARENKO

O método de Pisarenko consiste na busca do vetor b’
que produz a melhor aproximacio para (65) considerando um
sinal com ruido e tomando a matriz estimada R.

Portanto, para N — 1 = A/, o critério a ser minimizado
nesse método € dado por
B)TRM)

n%i/n Hb’ H‘_’ = Tmin

(66)
que, no caso de ndo haver restricdes para a escolha de b’, for-
nece como solucéio o autovetor de R correspondente ao seu
menor autovalor. Assim, a partir da relacdo em (63) pode-
mos obter estimativas para os parametros do sinal através das
raizes do polindmio b(z) formado pelos elementos do vetor
b’ que satisfaz (66).

O método de Pisarenko é 6timo na situagao assintdtica com
relacdo ao nimero de experimentos (A — oc) €, nesse caso,
coincide com o resultado obtido através do critério ML [21].

Para permitir a comparacdo com os métodos basea-
dos no critério ML, consideraremos a mesma matriz de
reparametrizacio dada por B em (21), com N = A/ + 1
e L = M. Nesse caso teremos B = b’ e poderemos transfor-
mar o problema em (66) no seguinte problema equivalente

minTr {B(B"B) "B R}. (67)
Nesse caso, o problema enfrentado pelo método de Pisarenko
coincide com o problema a ser solucionado pelo método
IQML para o caso particular em que N = M + 1. Além
113
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dessa limitacido, o método de Pisarenko nédo sugere nenhuma
restricdo sobre os elementos de b/, como nos métodos IQML
e MODE.

Considerando ainda a relacio R = (D')¥ D’ para N =
L + 1, e substituindo em (66), teremos

BN

. |D'b’|?
min ) = Il‘llrlﬁ
b bo 117 b b/

b

Através de (68), com by = —1, podemos interpretar o
método de Pisarenko como um caso particular da predicio li-
near, quando a ordem do filtro € igual ao nimero de amostras
disponiveis menos a unidade (L. = N — 1) e, ainda, L = A[.
Nessa comparagdo constatamos a vantagem da predicdo li-
near pela possibilidade de utilizar L > 1/, desde que V > L.

7.2 O CRITERIO DE ORTOGONALIDADE EN-
TRE SUBESPACOS

Considerando as decomposi¢des da matriz R em (6) e
(9), tal critério usa o fato de que os autovetores associados ao
subespaco de ruido, dados pelas colunas de U,,, sdo ortogo-
nais aos autovetores associados ao subespaco de sinal, dados
pelas colunas de U,

Considerando, ainda, a hipétese de posto cheio para a ma-
triz P, teremos as colunas de A(®) ortogonais aos autoveto-
res do subespaco de ruido de R.. Podemos, entdo, escrever a
seguinte expressio

Ufa(om) =0. param =1,2....7[. (69)

a qual pode ser utilizada para estimar os pardmetros o, para
m = 1.2...AI, desde que UZ possa ser adequadamente
estimada. Neste caso, tal procedimento considera a relacio
de ortogonalidade em (69) de forma aproximada, ou seja,
UnHa(Om) =~ 0.

No contexto de uma otimizacdo baseada nos minimos-
quadrados, esse procedimento consistird no seguinte pro-
blema de minimizacio

param = 1,2,...A/, e onde , representa a varidvel indepen-
dente no processo de minimizacio.

Um procedimento de estimacio que considera a relagdo em
(69) para todas as colunas de A(®P) simultaneamente, con-
siste no seguinte problema de otimizacio de segunda ordem

Ula(p) (70)

O = arg {min
@

TN 12
® =arg {min H UfA(;:)H }
& F
o qual exige uma busca A/-dimensional dos pardmetros.
Utilizando a relacédo HMHfr =1r {MI\'IH} em (71), te-

remos o seguinte problema equivalente

(71)

&~ wsg {minT {113 (A4 ()} o)

¥

no qual utilizamos a igualdade ITx = U, ﬂﬁ[
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A partir da funcao custo derivada para o critério ML base-
ado em subespaco em (20), considerando R, = U A, Uf ,
podemos escrever

(73)

& = arg {minTr {HK(Q)RS}} .
@

Através da comparacdo entre (72) e (73), observamos que
ambas buscam os pardmetros ¢, m = 1,2, ..., M, que me-
lhor satisfazem a ortogonalidade entre o subespago de sinal,
representado pelo produto A(Q)AH@Q) em (72) e por R;
em (73), e o subespago de ruido, representado pelo proje-
tor ortogonal IT5 (¢p). A diferenga bésica entre as formas de
obtencdo das estimativas € que (72) é baseada no subespago
de ruido enquanto que o critério ML baseia-se no subespaco
de sinal, uma vez que a estimagdo em (72) se da em relacéo a
A (®) e ndo em relacio a IT3, como no caso do critério ML
em (20) ou (73). Por esse motivo, Hf& € estimado através
do subespaco de ruido. No caso de sinais independentes e de
mesma poténcia, teremos P =1 e, conseqiientemente, tere-
mos R; = AA™ e neste caso os dois critérios serdo assinto-
ticamente equivalentes.

Uma das limitacoes desse critério € a incapacidade de re-
solver sinais proximos entre si, sobretudo em baixas relacdes
sinal-ruido [39], [53]. Além disso, devemos enfatizar que as
matrizes A e U, geram o mesmo espaco apenas quando P
tem posto cheio. Em um caso geral, quando o posto de P
¢ igual a A/’ < A/, a matriz U, gera um subespago A/’-
dimensional da matriz A. Este € o caso de sinais coerentes,
onde a propriedade de posto cheio da matriz P e, conseqiien-
temente, de APAY , € violada e o critério falha na obtencio
de estimativas consistentes. Nesse caso, a redu¢do no posto
de P dificulta a distincdo entre o subespago de sinal e de
ruido e, conseqiientemente, prejudica a obtencgdo de estimati-
vas adequadas para U, [54). Para superar essa desvantagem,
uma matriz positiva definida de ponderacdes pode ser intro-
duzida na funcfo custo a ser minimizada, visando controlar
a participacio de cada autovetor de U, no intuito de com-
pensar a correlacdo existente entre os sinais [16], [53], [55],
[56].

Considerando a reparametrizacdo em (24) e fazendo
U, UZ = I, a estimativa do projetor ortogonal podera
ser obtida a partir de uma estimativa dos coeficientes by da
predicdo linear. Além disso, uma outra variacio para o pro-
blema em (72) consiste na utilizacdo de uma estimativa do
subespaco de sinal em substituicao a estimativa do subespaco
de ruido, na qual consideramos U, U =1 - U, UZ.

7.21 METODO MUSIC

Utilizando os conceitos apresentados anteriormente, 0
método MUSIC tem por objetivo formar uma fungio tipo es-
pectral definida como

1
Parvsre(p) = 7 (74)

U a(p)]

a qual apresenta picos nas proximidades dos pardmetros ¢,,
do sinal observado, para m = 1.2..... A/, possibilitando as-
sim a obtencdo de estimativas para esse pardmetro. Tal forma
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de obtenc¢io dos pardmetros DOA dd origem ao método MU-
SIC Espectral, ou método MUSIC baseado no espectro [16]
e [17].

Uma forma alternativa e mais vantajosa consiste na busca
das raizes de um polinémio associado ao denominador da
funciio Pyrysre() em (74), tal que suas raizes estejam re-
lacionadas com os picos da funcdo espectral. Essa forma pa-
ramétrica de estimacio dd origem ao método root-MUSIC.

Mais especificamente, seja o pelindmio

b(z) = N (2)U, Ulfb(2). (75)

no qual b(z) = [1 = ... 2717 com = = &/7. Podemos

observar que para z = ¢/~ teremos b(z) = a{o.,) €, por-
tanto, (80) € equivalente a (74), apresentando picos espectrais
em ¢ = Oy, param = 1.2..... A{. O polindmio resultante
¢ dado, portanto, pela combinacio linear dos autovetores as-
sociados ao subespaco de ruido da matriz de correlacao do
sinal.

Podemos observar que para N — 1 = ]/, teremos apenas
um autovetor associado ao subespaco de ruido e neste caso
este método coincide com o método de Pisarenko [16]. [17].

Uma outra variagdo para o método MUSIC resulta da
minimizacdo direta do denominador de (74), como em (71),
dando origem ao problema de minimizacdo

® = arg {m}nTr {A((,D)AH(\,?) ( U, Uf) }} , (76)
para m = 1.2...., M. Por considerar a obtencéo das estima-
tivas Gm, param = 1.2,.... A/, de forma simultinea o pro-
~edimento de minimizag¢ao em (76) da origem ao método de-
nominado de MUSIC multidimensional (MD-MUSIC), nota-
damente mais complexo que 0 MUSIC classico.

Uma extensio do MUSIC, denominada de MUSIC Pon-
derado, faz uso de uma matriz de ponderacio W, de di-
mensdes (N — M) x (N — Af), que pondera a influéncia
de cada um dos autovetores de forma distinta, levando a
composicdo da fungio custo

aw(p) =Tr{a% (o) (C. W O ) A ). (7)

Uma outra varia¢do para o MUSIC Ponderado faz uso da se-
euinte fun¢do custo

Irvie) = Tr { A VaA® () (0, 00) ) as)
onde V;; € uma matriz que pondera as colunas (vetores de
dire¢do angular) de A(y).

Embora o método MUSIC original apresente uma me-
=2 varidncia assintética que as suas versdes ponderadas, em
situagdes em que o nimero de amostras é pequeno, a relagao
sinal-ruido € baixa e os sinais sdo correlacionados, podemos
obter uma melhor capacidade de resolucdo escolhendo ade-
quadamente os elementos da matriz Wy ou 'V [4].

Para a comparagdo entre o método MUSIC e os métodos
baseados no critério ML, como o IQML ¢ MODE, devemos
considerar a reparametrizacio I = U, Uf eN—-1=2A30
em (78). Nesse caso, podemos observar que a escolha V; =
P nos permite reescrever (78) como

Jar(®) = Tr {ﬂBf{} , (79)

na qual utilizamos A(®)PAT (&) = R -1s? = R (ver
expressdo (6) ). Desta forma podemos constatar que o método
MUSIC Ponderado para uma escolha particular da matriz
de ponderacées, possui uma formulacdo semelhante a do
método MODE, no qual a matriz de correlacdo € substituida
por uma versdo truncada baseada apenas no subespaco de si-
nal.

Para estabelecer comparacdes com os métodos baseados na
predicdo linear deveremos considerar o método root-MUSIC
em (75). Nesse caso, podemos considerar um preditor de or-
dem L = N — 1 associado ao polindmio b(z) em (75).

O desempenho do método MUSIC cresce assintoticamente
com o aumento do nimero de amostras disponiveis para alta
relagdo sinal-ruido [39] e [53]. Além disso, a sua formulagdo
original em (74) requer um esforgo computacional inferior
quando comparado com os métodos baseados no critério ML.

7.2.2 METODO DA NORMA-MINIMA

O principio do método da Norma-minima ¢ procurar esti-
mativas dos parametros DOA através da localizagio dos picos
da seguinte fun¢io espectral

1
Pyar(p) = m——, (80)
|0 b2
na qual v é um vetor unitdrio tal que b’ = U, v apresenta a
menor norma-2 e b{z) = [1 e :"\7_1]T [4], [55].

Uma vez que b’ é dado por uma combinacio linear dos
autovetores associados ao subespaco de ruido, teremos, con-
seqiientemente. b’ ortogonal ao subespago de sinal, gerado
pelas colunas de U e, portanto, satisfazendo a relagdo

Ufp' =o. (81)

Para o caso de dispormos apenas de uma estimativa
de Us, a solucao de (81), considerando o critério LS de
otimizacdo, ¢, portanto, obtida através do seguinte problema
de minimizacio

)
| :

tal que a norma || b’|| seja minima e tomando-se by = —1 para
evitar a solucdo trivial. Esta escolha permite ainda relacionar
esse método com os métodos baseados na predicéo linear.

Definindo b’ = [—1 b]T, a solucdo fechada para o vetor
b que minimiza a funcido custo em (82) tal que a norma ||b’||
seja minima, pode ser obtida através do procedimento LS de
otimizacdo e € dada por [42], [48]

b= <U’S>Tg:

Uy’

b’ = arg {min (82)

Uig

LN\ T -
onde <U’S> designa a pseudo-inversa de U, conforme

definicdo em (11), e fJ/S se origina da seguinte decomposi¢io
para U,
T
U, = { - } .
U-S

Ap&s obter o vetor solucdo b’, 0 método da Norma-minima
pode obter as estimativas para o pardmetro o, do sinal, para
115
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m = 1.2..... M, através dos picos da funcio em (80) ou,
preferencialmente, através das raizes do polindmio b(z) =
(b} Ib(2).

A solugfio de norma-minima (83) faz com que A/ dos N
zeros de b(z) se situem sobre a circunferéncia de raio unitdrio
nas posu;oes angulares dadas pelos parametros o, do sinal,
e a0 mesmo tempo reduz a magnitude dos N — 1/ zeros res-
tantes ao valor minimo possivel. Essa caracteristica € a res-
ponsavel pela capacidade de resoluc@o desse método.

Visto que b’ ¢ dado pela combinagfo linear dos autove-
tores do subespaco de ruido, podemos interpretar o método
da Norma-minima como um caso particular do método root-
MUSIC em que o vetor solucdo em (75) é escolhido com a
restrigfio de norma-2 minima.

A relagdo com os métodos baseados na predicio linear se
faz associando o vetor b’ ao vetor dos coeficientes de um
filtro preditor de ordem L = N — 1.

A partir de (82) podemos construir o seguinte problema
equivalente

—117 1
b= - [ g | UL
arg l'l'lél'l | b :l s |: b }

no qual, dentre todas as possiveis solucdes, devemos esco-
lher aquela de menor norma. Também, mterpletamos R,

U, U como uma versio da matriz R tal que A, = 1. Tal
estimativa é valida para os casos em que as fontes de sinais
sdo descorrelacionadas e possuem mesma poténcia.

Através de (84) podemos. entdio, interpretar o método da
Norma-minima como um procedimento de predi¢ao linear de
ordem L = N — 1 na qual a matriz de correlagiio estimada,
dada anteriormente pelo produto Y'Y em (52). € substituida
por uma versio truncada baseada apenas no subespaco de si-
nal, dada por R..

(84)

7.3 O CRITERIO DE “DISTANCIA” ENTRE
SUBESPACOS (“SUBSPACE FITTING”)

Mais recentemente que os procedimentos baseados no
critério de ortogonalidade entre os subespacos descritos ante-
riormente, surgiv uma nova categoria de estimadores basea-
dos no que denominamos aqui de critério de “distincia” entre
subespacos (“Subspace Fitting™) [4], [9], [18], [20].

Uma medida de “distancia”™ entre o subespaco de interesse
e sua aproximacdo é obtida, geralmente, como um erro de
aproximacao entre duas matrizes [19], [20]. Apresentare-
mos, a seguir, essa classe de estimadores através de uma
reparametrizacio adequada do critério ML.
Comparando (6) com (9) e lembrando que A,, = ¢°1, te-
remos
APAY +5°1=UAUZ 520, U7 (85)
Pés-multiplicando por U, pela direita e rearranjando os ter-
mos, teremos a relaciao
U, =A(®)T (86)
naqual T = PAPU (A, — ¢?1)7! é uma matriz de posto
cheio. Visto que os parAmetros o,,, param = 1.....1/, e
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T sdo desconhecidos, é natural procurar seus valores que sa-
tisfazem (86). Se uma estimativa fJ'S de U, for utilizada,
tal solucdio nio existird. Neste caso, deveremos minimizar
alguma “distncia” entre U, e AT. Para esse propdsito a
norma de Frobenius serd utilizada.

As estimativas sio, entdo, obtidas resolvendo o seguinte
problema de minimizagao

s - N , 112
{@,T} —arg {min‘ T, - AT } 87)
2. T 13
param = 1,2,..., M.

Similar ao problema enfrentado para o critério ML, esse
¢ um problema de minimos quadrados ndo-linear separavel,
cuja solugdo para o pardmetro linear T, com A fixo, ¢ dada
por [33]

T=A"0.,.
Substituindo (88) em (87) ¢ utilizando a relagdo ||M||7. =

(88)

Tr {MMH }, obtemos a seguinte funcdo custo a ser mini-

mizada para essa categoria de estimadores
Jsr(p) = Tr { <I - AAT) U, UH}
=17 {1z 0,0/}

E interessante constatar que a estimagdo pela minimizacio
de (89) se dd em relagio a IT; como no caso do critério ML
em (18).

De uma forma geral, reconhecendo a igualdade Iy =
U. fJH , poderemos reescrever (89) como

(89)

Jsp(p)=Tr {H;ﬁA}. (90)

Uma variagdo para o problema em (87) pode surgir se utili-
zarmos estimativas do subespaco de ruido em sua formulacao
através da relacao U, UH =1- Un U#, dando origem a
seguinte funcao custo [4]

0’

Insr(y) = {HA U, fjf}
R 91)
=Tr {HAH-A} .
Podemos notar que em (91) a estimacio em se da em relacio
aTl,. a partir de uma estimativa de Tz = U, U como
no caso do critério de ortogonalidade em (72). Dessa forma,
podemos interpretar o critério de ortogonalidade como um
caso particular do critério de “distdncia” entre subespacos.
Devemos lembrar que as matrizes A e U, geram o mesmo
espaco apenas quando P tem poste cheio. Caso contrario
uma matriz positiva definida de ponderacdo pode ser adi-
cionada ao problema [4]. A utilizagdo de uma matriz de
ponderacio permite favorecer a escolha dos autovetores em
U, mais representativos do sinal, além de reduzir a dimensfo
do problema original.
A adicdo de uma matriz de ponderagdio W no problema
em (89) leva a seguinte funcio custo [4], [20].
Ju-srly) = Tr {n; U.W fJf} _ 92)
Particularmente, escolhendo W = A s em (92) pode-
mos relacionar esse critério com o critério ML baseado em
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subespago em (20). Para esse caso podemos constatar a equi-
valéncia entre os dois critérios. Portanto, para o caso em que
as fontes de sinais possuem poténcias semelhantes e sdo des-
correlacionadas poderemos ainda considerar A, =Tenesse
caso os critérios apresentam desempenho equivalentes. Essa
constatagfo faz parte das contribui¢Ges desse trabalho e jus-
tifica o desempenho equivalente entre os dois critérios.

A fung@io custo em (92) generaliza, portanto, os métodos
paramétricos baseados em subespagos, assim como (18) ge-
neraliza os métodos baseados no critério ML e (61) genera-
liza os métodos baseados na predi¢do linear.

wcvemos enfatizar que os procedimentos baseados em
subespacgos também podem ser reparametrizados através da
substituicdo do projetor IT3 pelo projetor equivalente dado
por ITg, permitindo assim a sua comparacdo com os proce-
dimentos baseados na predicdo linear através de um preditor
de ordem L = A/ e considerando a restri¢do by = —1 ao
polinémio b(:z).

Os métodos apresentados a seguir fazem uso deste critério
e apresentam bom desempenho em situacdes que envolvem
um ndmero finito de amostras e possiveis correlacdes entre
as fontes de sinais, equiparando-se aos melhores métodos.

7.3.1 METODO ESPRIT

O método ESPRIT surgiu antes do conceito de
“distancia” entre subespacos. Optamos por sua classificacio
-.mv um método baseado nesse critério devido a semelhanga
de sua formulacdo [S1], [52], [58].

Este método pode ser interpretado como a utilizagdo
de dois arranjos de sensores, lineares ¢ uniformemente
2spagados, separados por uma distincia igual ao espagamento
entre seus sensores. Na pritica ndo existe a necessidade de
utilizar dois arranjos fisicamente separados, pois, através da
ceometria do arranjo, 0s elementos podem ser selecionados
conforme essa propriedade [4], [51] e [58].

O método usa a estrutura da matriz de Vandermonde A
para definir as submatrizes A; e A, através da extracio, res-
pectivamente, da Ultima e da primeira linha de A, isto €

Ay

wltima linha

rimeira linha
I S

} . (93)

Dessa forma, um arranjo linear uniforme com NV elementos
espagados entre si por uma distancia d pode ser visto como
dois arranjos com /N — | elementos. Um dos arranjos é com-
posto pelos primeiros NV — 1 elementos do arranjo inicial, en-
quanto que o outro € formado pelos N — 1 dltimos elementos.
Neste contexto, vamos considerar os pares de sensores coni-
nostos pelo primeiro e o segundo elemento do arranjo inicial,
o segundo e o terceiro elemento e assim sucessivamente.

Se considerarmos os sinais recebidos de uma fonte na
dire¢do 8, pelo n’ésimo par, descritos aqui, de acordo com
i1), como z1 (k) e x2.,(k), a diferenca entre esses dois si-
nais sera dada por

Ton(k) = 2y (k)e 200 (94)
onde A, = d/ A, representa a distincia entre os dois elemen-
tos medida em comprimentos de onda. Conseqiientemente,
considerando todos os pares e a presenga de ruido, os sinais

fornecidos pelos dois arranjos, de acordo com (3), sdo dados
por

vilk) = Ais(k) +n, (k) (95)

valk) = A1 3s(k) + na(k), (96)

onde A, é uma matriz de Vandermonde correspondente ao
primeiro subarranjo, e 3 uma matriz diagonal com elementos
dados por

727 A 508 By
5

Bym = € m=1.2.....M. 97)
Comparando os sinais y; (k) e y2(k), podemos concluir que
a matriz dos vetores de direcdo para o segundo subarranjo é
dadapor A = A, 3.

Considere as matrizes Jy e J; com dimensdes (N — 1) x
N, compostas por “1s” e "0s"etaisque J)A = A; e J;A =
A, 3. Definindo

a | Jo ,
J= { 3 } (98)
podemos escrever
JA = Ay (99)
=LA

Conforme apresentado na secdo 2.1, quando as matrizes
P. definida em (5). ¢ A tém posto cheio, as colunas de A e
de U, (definida em (9) ), geram o mesmo subespago de sinal.
Neste caso existe uma matriz T 4 com dimensdes A x A,
nio singular, tal que U; = AT 4. Utilizando a equagio (98),
podemos entdo escrever

JU,; =JAT 5. (100)
Definindo
JU, 2 { gsl } (101)
e usando as expressdes (99) e (100), concluimos que
Uy, =A,Ty e Ugp=A,3T,. (102)
Combinando estas duas ultimas relacdes obtemos
U Ty = Usa, (103)

na qual T;- € uma matriz de transformacio ndo-singular
lnica, definida como Tp = (T_4)_1 3T ,. Dessa forma as
matrizes T'r e 3 estdo relacionadas por uma transformagdo
de similaridade.
Considerando as estimativas le e fISg, teremos a
relacdo aproximada
UaTr ~ Uge. (104)
O método ESPRIT consiste na busca dos elementos de T,
que melhor satisfacam (104). Isto é conseguido através da
minimizacdo da norma do erro da relacdo aproximada em

(104), ou seja,
} . (105)
F

117

~ |
UslTU - Us?‘

T = arg {min
T
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Podemos notar que o problema enfrentado pelo método
ESPRIT em (105) possui a mesma formulagdo para o pro-
blema em (87). justificando assim a classificacdo do método
ESPRIT como baseado no critério de “distincia” entre
subespacos.

A solugdo para o problema em (105) pode ser obtida
através do procedimento LS ou TLS, dando origem aos res-
pectivos métodos LS-ESPRIT e TLS-ESPRIT. Os parametros
DOA siao, entdo, obtidos a partir dos autovalores de Ty.

Devido a flexibilidade na particdo do arranjo através da
matriz A, outras varia¢gdes para o método ESPRIT sdo
possiveis [4], [51], [58].

7.3.2 METODO “SUBSPACE FITTING PONDE-
RADO” - WSF

O método precursor do WSF denominado de SSF (“Signal
Subspace Fitting™) consiste na utilizacdo direta do critério de
“distancia” dado pela funcdo custo em (89) [4], [19].

Um outro método denominado de NSF (“Noise Subs-
pace Fitting”) surge da implementacio direta do critério
de "distancia” considerando uma aproximagdo baseada no
subespago de ruido, cuja funcdo custo é dada por (91) [4].
Podemos notar, ainda, que esta funcio custo possui a mesma
formulacdo daquela encontrada para o método MUSIC Pon-
derado para um caso particular em que Vy; = (AFA) -
em (78).

Observa-se que o método NSE, assim como o método SSF,
apresentam estimativas pouco confidveis em um cenario em
que as fontes de sinais siio coerentes.

O método WSF surge para contornar essas dificulda-
des através da implementacio da generalizacdo para o
critério de “distdncia™ entre subespacos derivado em (92),
o qual consiste em adicionar uma matriz positiva definida
de ponderacio Wsgr, levando ao seguinte problema de
minimizacio [4], [20]

& — arg {m;nTr {H; () U.Wesr UH} } . (106)

Podemos notar que, para uma escolha adequada da ma-
triz Wgsp, o problema de minimiza¢ao em (106) é equi-
valente ao problema encontrado para os métodos baseados
no ML, sobretudo o método MODE, se considerarmos a
reparametrizacio Iy = IIg [18]. Por esse motivo, as
consideragdes com respeito a4 melhor escolha para a matriz
Wsgr seguem os resultados apresentados para a matriz de
ponderacdes Waropp em (39). Além disso, quando utiliza-
mos a relacdo IT3 = Ilg em (106), surge o método denomi-
nado de root-WSF. Este consiste na solucdo do método WSF
através da busca das raizes do polinémio b(~) formado pelos
elementos da matriz de reparametrizacio B¥. Neste caso. a
utilizacdo do algoritmo de solucio proposto para o método
MODE se aplica diretamente.

Embora ndo tenhamos conhecimento de tal proposta, a
consideracdo de uma matriz de ponderagéo também pode ser
estendida para o método NSF, dando origem ao problema de
minimizagao

P = arg {111}11T7’ {HA (o) U, Wxsr Gf}} . (107
118

Podemos notar que. para uma escolha adequada da matriz
W nsF. 0 problema de minimizacdo em (107) é equivalente
ao problema encontrado para o método MUSIC Ponderado
em (77) com Wy = Wysr.

Podemos, entdo, concluir que os métodos baseados em
subespacos podem ser descritos através de uma mesma
formulacdio geral e que esta. por sua vez, permite explici-
tar comparacSes com os métodos baseados no critério ML.
A comparagio dessas duas categorias de métodos com os
métodos baseados na predicao linear é realizada através da
reparametrizacdo do problema original na busca das raizes
de um polindémio associado a um filtro de erro de predicio.

8. CONCLUSOES

A necessidade de alta resolugfo nas aplicagdes atuais de
estimacdo do parametro DOA exige métodos com capacidade
de estimar pardmetros proximos entre si mesmo em baixas
relacoes sinal-ruido. A correlacdo eventualmente existente
entre as fontes de sinais aliada 4 pequena quantidade dos da-
dos disponiveis, torna tal problema de estimacio complexo e
com ampla aplicacdo. O método da maxima-verossimilhanca
(ML), apesar de perfeitamente aplicdvel ao problema, apre-
senta esforco computacional proibitivo. O grande desafio
para qualquer método alternativo € procurar ser computacio-
nalmente viavel sem contudo comprometer seu desempenho
quando comparado com o do método ML.

Como resultado de uma ampla pesquisa, classificamos e
propomos a descricdo dos métodos alternativos ao método
ML em trés categorias. A primeira consiste dos métodos
baseados no préprio critério ML, a segunda compreende os
métodos baseados na predicdo linear e a terceira representa
os métodos baseados em subespacos.

Apesar desses métodos possuirem origens e hip6teses dis-
tintas para as suas concepgdes, os mesmos foram aqui inter-
pretados e descritos como a busca das estimativas que mini-
mizam critérios semelhantes.

Com relagdo a primeira categoria de métodos, a diferenca
entre a implementacédo direta do critério ML e os métodos
alternativos IQML e MODE foi apresentada como um proce-
dimento de reparametrizacio visando a reducao do esforco
computacional. Particularmente, o método MODE foi in-
terpretado como um procedimento de estimagdo direto de-
rivado do algoritmo iterativo IQML, no qual as iteracdes
foram eliminadas através do uso de estimativas auxiliares
mais proximas dos seus valores étimos. Por esse motivo o
método MODE nio sofre problemas de convergéncia como o
metodo IQML, além de apresentar menor esforgo computa-
cional. embora ambos exijam a minimizacido de uma funcio
custo de quarta ordem. Além dessas caracteristicas, o método
MODE faz uso de uma versio da matriz de correlagéo com-
posta apenas pela parte associada ao subespaco de sinal.

Os métodos baseados em predi¢do linear foram apresenta-
dos através de sua formulagao tradicional utilizando o mesmo
polinémio b( =} da reparametrizaciio adotada para os métodos
IQML e MODE. Foi também apresentada uma formulacio
alternativa baseada na disting@o entre os subespacos de sinal
¢ de ruido da matriz de dados associada ao problema. Dessa
forma foi possivel relaciond-los nio apenas aos métodos ba-
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seados no critério ML, como também aos métodos modernos
baseados em subespacos.

Além disso, ficou evidente que a utilizacdo de informacdes
adicionais em sua formulacio., como a distingdo entre 0s
subespacos utilizada pelo método FBLP Modificado ou a ca-
racteristica de filtro branqueador utilizada no método WTLS,
permite a obtengdo de melhores resultados sem um aumento
considerdvel do esfor¢o computacional.

A comparagdo com os métodos baseados no critério ML
permitiu constatarmos que o processo de reparametrizacio,
adotado pelos métodos IQML e MODE, pode ser visto como
autilizacdo de um filtro preditor de ordem igual ao numero de
pardmetros desconhecidos. Essa relac@o revelou ainda a me-
nor complexidade relativa dos métodos baseados na predicdo
linear, bem como sua menor capacidade de resolucao quando
os sinais sdo correlacionados e possuem baixa relacio sinal-
ruido. Uma vantagem da predicao linear em relacao a esses
métodos € a possibilidade do aumento da ordem do preditor
para melhorar a capacidade de resolucéo.

Quanto a terceira categoria, os métodos MUSIC e Norma-
minima, concebidos anteriormente aos métodos IQML e
MODE, puderam ser descritos como alternativas do critério
ML baseadas em subespacos. Os métodos Norma-minima
e Pisarenko foram interpretados como casos particulares do
método MUSIC. Através dessa descricdo geral, foi possivel
.. mpreender que, apesar da redugdo do esforgo computacio-
nal oferecida por esses métodos, através de uma funcao custo
ds segunda ordem, os mesmos nao foram concebidos para si-
nais correlacionados, principalmente em baixa relacio sinal-
—..do.

Quando comparados com os métodos baseados na predicdo
linear, foi possivel uma nova interpretacdo para o método
MUSIC que deu origem ao método root-MUSIC.

Foi ainda possivel estabelecer uma relacdo entre os
métodos MUSIC, IQML e MODE, na qual o método MUSIC
foi identificado como o resultado do primeiro passo do pro-
cesso de minimizag¢do comum aos métodos IQML e MODE,
constatando-se assim a superioridade de desempenho desses
ultimos e o menor esforco computacional do método MUSIC.

Fica portanto evidente que a utilizacao das informacdes as-
sociadas aos subespacos oferece um aumento significativo no
desempenho dos métodos convencionais baseados no critério
ML ou na predicdo linear. O método MUSIC, por exem-
;.0, fornece estimativas com uma precisdo equivalente ao
da implementacdo do critério ML deterministico, desde que
as fontes de sinais sejam descorrelacionadas. No entanto,
tais métodos geralmente exibem uma grande polarizacio em
suas estimativas para amostras finitas, levando a problemas
de resolucio. Tal dificuldade de resolu¢io €, entdo, agravada
para fontes de sinais correlacionadas [4], [17], [39], [53].

A apresentacio dos métodos baseados em subespacos que
utilizam um critério de “distincia” entre o subespaco de si-
nal e sua aproximag¢ao, como no caso do SSF e sua versio
baseada no subespaco de ruido, NSF, permitiu constatar a
equivaléncia desse dltimo com o método MUSIC. Foi ainda
possivel classificar o método ESPRIT nessa categoria de-
vido a semelhanca em suas formulagdes. Uma generalizacdo
para esse critério foi obtida adicionando-se uma matriz de
ponderacdes em sua formulacio. O método denominado de

WSF faz uso dessa ponderacdo e apresenta a mesma funcio
custo do método MODE.

Concluimos que os diversos métodos de estimacdo de
pardmetros encontrados na literatura possuem fortes relacGes
com o conceito bdsico de predicdo linear ou com o critério
ML, seja através da ordem do filtro utilizado, da forma de
utilizacdo dos dados disponiveis ou do uso da distin¢@o en-
tre os subespacos que compdem o sinal observado. Tais
variacdes para um mesmo conceito influenciam diretamente
na solucdo do problema original e, consegiientemente, das
caracteristicas de resolucio, complexidade numérica e de de-
sempenho do estimador obtido. Particularmente, a forma de
mampular os subespacos se mostrou de grande importéncia
na obtencdo de melhores estimativas.

Este trabalho evidenciou, portanto, a vasta possibilidade
de relagdes entre os métodos existentes. A classificacdo dos
métodos em trés categorias e a utilizacdo de uma formula¢io
unificada para descrevé-los se apresentam como suas prin-
cipais contribuicdes. Este trabalho apresentou ainda a pro-
posta de extensdio do procedimento de predic@o linear so-
bre vérios experimentos através da estimacdo de uma ma-
triz de correlagdes adequada. Uma outra proposta sugere
a utilizacdo de uma matriz de ponderacdes sobre o método
NSF, dando origem ao método NSF Ponderado ou WNSF, a
exemplo do método WSF. Novas propostas ainda estio sob
investigacdo e serdo objeto de trabalhos futuros.
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