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Resumo . Neste trabalho consideramos a caracterizacao 
de constelacoes de sinais casadas a grupos nao-comutativos, 
estes como sendo resultantes do produto semidireto de urn 
grupo comutativo por urn grupo cfclico de ordem par. Como 
consequencia, propomos urn algoritmo para a determinacao 
das constelacoes de sinais casadas a tais grupos. 

Abstract - In this paper we consider signal constellations 
matched to noncommutative groups. These groups are 
characterized as the semidirect product of a commutative 
group by a cyclic group of order even. As a consequence, we 
propose an algorithm to determine the signal constellations 
matched to such groups. 

Palavras Chaves: Constelacoes de sinais casadas a gru­
pos nao-comutativos, c6digos de Slepian, rotulamento iso­
metrico, casamento de sinais a grupos. 

1. INTRODUCAO 

Forney [2] mostrou que a maioria das classes de bons c6di­
gos de espaco de sinais sao geometricamente uniformes. Uni­
formidade geometrica, alem de ser urn tipo forte de simetria, 
inclui propriedades desejaveis tais como: todas as regioes de 
Voronoi sao congruentes; 0 espectro de distancia e 0 mesmo 
independente da palavra-c6digo; as palavras-c6digo possuem 
a mesma probabilidade de erro; eo grupo gerador e isomorfo 
a urn grupo de permutacao transitivo. 

Urn dos problemas de pesquisa relacionado aos c6digos 
geometricamente uniformes tern a ver com a estrutura de 
grupo do grupo gerador G(S) pertencente ao grupo de sime­
trias f(S), isto e, se G(S) eo grupo gerador de 8 (conjunto 
de sinais) e So E S, So urn ponto inicial, entao 8 e a orbita de 
So sob G(S), eo mapeamento J.l : G(S) -- S definido por 
J.l(g) = g(so), e urn-a-urn, onde g E G(S) e g(so) denota a 
acao de g no ponto inicial So. Este mapeamento induz urna 
estrutura de grupo em S que e isomorfa ao grupo gerador 
G(S). 

Desse modo, 0 procedimento de determinacao do mapea­
mento J.l(.) resulta no procedimento de casamento de sinais a 
grupos. Consequentemente, e urna maneira altemativa de se 
determinar c6digos geometricamente uniformes. 

o objetivo deste trabalho eestender 0 resultado de Loeliger 
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[3], 0 casamento de conjunto de sinais a grupos abelianos 
ciclicos, no sentido de se estabelecer as condicoes em que urn 
conjunto de sinais esta casado a urn grupo nao-comutativo. 

Este trabalho estaorganizado da seguinte maneira. Na Se­
c;ao 2, estabelecemos os conceitos necessaries para 0 entendi­
mento das secoes que se seguem. Na Secao 3, caracterizamos 
as constelacoes de sinais que sao casadas a urn grupo nao­
comutativo resultante do produto semidireto de urn grupo co­
mutativo por urn grupo cfclico de ordem par. Na Sec;ao 4, sao 
apresentados resultados relativos aos conceitos de d-carninho 
e de d-cadeia. Na Secao 5, apresentamos urn algoritmo para a 
obtencao de constelacoes de sinais casadas a grupos, grupos 
estes formados pela extensao de dois outros grupos. Final­
mente, na Secao 6, apresentarnos as conclusoes. 

2. PRELIMINARES 

Uma constelaciio de sinais S e qualquer subconjunto dis­
creto do jRN. Os elementos de urna constelacao de sinais S 
sao chamados pontos de sinais. Urn codigo do espaco eu­
clidiano e urn subconjunto de SIT, onde IT ~ Z, e SIT denota 0 

produto cartesiano de S, IT vezes. 
Uma isometria 'I' e urna aplicacao que preserva distancia, 

isto e, d(ep(Si), ep(Sj) = d(Si' Sj). 
Uma constelacao de sinais S e geometricamente uniforme 

(2] se dados Sl, S2 E S existe uma isometria .:. .: -:: 
I som(jRN), 0 conjunto de isometrias, tal que 

Se f(S) = {'I' E I som(jRN) : '1'(8) = S}, 0 conjunto de 
simetrias de S, isto e, 0 conjunto de todas as isometrias que 
deixam S invariante, entao Sea 6rbita de qualquer ponto 
So E 8 sob f(S), isto e, 

S = {ep(so) : 'I' E f(S)} = U {ep(so)}· 
'PEr(S) 

Note que f(S) sob a operacao de cornposicao forma urn 
grupo. Em geral, 0 grupo de simetrias I'(S) de urna conste­
lacao de sinais geometricamente uniforme e mais do que 0 

necessario para gerar S. Assim, urn grupo geradorG(S) de 
S eurn subgrupo de f(S) que e minimamente suficiente para 
gerar S a partir de qualquer ponto So E Sou, equivalente­
mente, 0 conjunto {s E S : ep(s) = s} tern cardinalidade 
nula, 'iep E G(S), 'I' -=I- Is, onde Is eo elemento identidade 
de f(S). Note que 0 grupo gerador G(8) de uma constelacao 
de sinais geometricamente uniforme pode nao existir [2]. Se 
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C (8) e0 grupo gerador de urna constelacao de sinais geome­
tricamente uniforme 8 e 50 E 5, entao 

8 = U {'P(so)}, 
epEG(S) 

eo mapeamento f-L : G(8) -----+ 5 definido por f-L('P) = 'P(50) 
e bijetivo. 0 mapeamento f-L induz urna estrutura de grupo 
em 8, isto e, dados 51,52 E 8, a operacao 51 * S2 = 
f-L(f-L-l(sI)f-L-l(52)) define urna estrutura de grupo em 8 e, 
neste caso, (8, *) e isomorfo a C(8). Assim, se 0 grupo 8 
nao e simples, entao cada subgrupo normal 8' de 5 induz em 
5 urna fatoracao de 8' por 8 j 5'. Isto sugere 0 estudo de urna 
constelacao de sinais 8 atraves de constelacoes de sinais 5' e 
5 j 5' cada com cardinalidade menor do que a cardinalidade 
de 5. Este fato sera apresentado na Secao 3. 

Urn c6digo de bloco cujas palavras-codigo possuem a 
mesma energia ou urn codigo esferico 8, equalquer conste­
lacao finita de sinais sobre urna esfera que gera ffi.N como 
urn espaco vetorial, [7]. Em particular, quando urn c6digo es­
fericoS' e geometricamente uniforme dizemos que 5 e uma 
constelacdo uniforme. Constelacoes uniformes foram intro­
duzidas por Slepian, [7], sob 0 nome de c6digos de grupo 
para 0 canal gaussiano e generalizadas por Forney para qual­
quer constelacao de sinais, [2]. 

Seja H urn subgrupo normal de G(8). Entao, 

s, = U {¢(so)} = U{'Pg('P(so))}, 'P9 E C(5) 
<PEepgH epER 

ea orbita de So sob a classe lateral 'PgH. Assim, 

8= U8g. 

Se 8' e a orbita de So sob H, entao a particao 8 j 5' de 5 
induzida por H e chamada urna particiio geometricamente 
uniforme. 

Urn grupo de rotulos G para urna particao geometrica­
mente uniforme 8 j 8' e urn grupo isomorfo ao grupo quo­
ciente G(8)jG(8'). Urn rotulamento isometrico [2] da 
particao geometricamente uniforme 8 j 8' e urn mapeamento 
f-L : G --+ 8 j 8' definido por 

f-L(g) = 'Pg(8'). 

Em [3] Loeliger generaliza, para urn grupo finito, a ideia 
de rotulamento isometrico, definindo urn rnapeamento casado 
de urn grupo sobre urna constelacao de sinais e mostra que 
toda constelacao de sinais casada a urn grupo e, a menos de 
translacao, urna constelacao uniforme, [3, Corolario 1], e ca­
racteriza todas as constelacoes de sinais casadas a urn grupo 
comutativo ciclico, [3, Teorema 10]. Este resultado egenera­
lizado por Palazzo et al. [4] atraves de urn algoritrno heuris­
tico. Em todos estes casos, a motivacao foi a introducao de 
alguma " linearidade" no estudo de codigos do espaco eucli­
diana via urn grupo. 

3. CONSTELACOES DE SINAIS CASADAS 
A GRUPOS 

Nesta secao iremos caracterizar as constelacoes de sinais 
que sao casadas a urn grupo nao comutativo que e fatoravel 

como 0 produto semi-direto de urn grupo comutativo por urn 
grupo cfclico de ordem par. 

Uma constelacao de sinais 5 e casada a urn grupo C, [3], 
se existe urn mapeamento sobrejetivo f-L de Cern 8 tal que 

d(f-L(g) , f-L(h)) = d(f-L(e) , f-L(g-lh)), 

para todo g, h E C, onde d(.,.) ea distancia euclidiana qua­
dratica e e e a identidade de C. 0 mapeamento f-L echamado 
de mapeamento casado. Quando 0 mapeamento f-L e inje­
tivo dizemos que f-L- l e urn rotulamento casado, isto e, se G 
e isomorfo a C(5) entao f-L- l e urn rotulamento isometrico. 
Salvo mencao explicita em contrario, todos os rnapeamentos 
casados deste trabalho sao rotulamentos casados. Neste caso, 
se C eurn codigo linear de comprirnento n sobre C, isto e, 
C e urn subgrupo de G", entao f-L( C) eurn codigo do espaco 
euclidiano sobre 8. Assim, as regi6es de decis6es de f-L(C) 
sao todas congruentes. 

Sejam H e K dois grupos, com H urn subgrupo normal 
em H X(J K, e seja B : K --+ Aut(H) urn homomorfismo 
de grupo. Entao 0 produto semidireto de H por K via Be 0 

conjunto H X(J K = {(h, k) : hE H, k E K} junto corn a 
operacao binaria 

(hI, k l)(h2' k2) = (B(kl)h2, klk2), 

'if lii, h2 E H e kl, k2 E K. 

o proximo teorema caracteriza as constelacoes de sinais 
que sao casadas a urn grupo nao-comutativo. 

Teorema 1 Sejam He K grupos isomorfosa Zn e Z2m, res­
pectivamente, e denotados por H = (h) ~ Zn e K = (k) ~ 

Z2m, onde (x) denota 0 gerador do grupo X. Entiio, uma 
constelactiode sinais 8 ecasadaa umgrupo G = H xeK se, 
e somente se, 5 = 8 1 xep 82, para 'P(f-L2(k)) = f-LIB(k)f-Ll\ 
onde t-: : H -----+ 81, e f-L2 : K --+ 82 siio rotulamentos 
casados, (J(k) E Aut(H), 'if k EKe B(k)(h) = h- l, 'if hE 
H. 

Prova: Suponha que 8 seja urna constelacao de sinais casada 
a G. Seja f-L 0 rotulamento casado de G sobre 5. Entao f-L 
induz urna estrutura de grupo ern 8. Definindo 

6. 6.
81 = f-L(H X(J {e}) e 82 = f-L({e} x(J K) 

temos que 51 e 52 sao subgrupos de 5, tal que 51 enormal 
ern 8. Agora, defina t-: : H --+ 8 1 e f-L2 : K --+ 52 por 

6. 6. 
f-Ll(h) = f-L(h, e) e f-L2(k) = f-L(e, k). 

Entao eclaro que f-Ll' f-L2 sao isomorfismos e 5 = 8 1 xep 82, 
onde 'P(f-L2(k)) = f-Ll (J(k)f-Ll l, 'if k E K. Alem disso, dados 
hl,h2 E H, 

d(f-Ll(hl),f-Ll(h2)) = d(f-Ll(e),f-Ll(h1lh
2)). 

De modo analogo, podemos mostrar que f-L2 eurn rotulamento 
casado. 

Reciprocamente, sejam f-Ll : H --+ 81 e f-L2 : K --+ 82 
rotulamentos casados. Entao eclaro que f-Ll e f-L2 induzem es­
truturas de grupos ern 81 e 82, respectivamente. Assim, 8 = 
8 1 xep 82 e urn grupo, onde 'P(82) E Aut(81 ) , 'if 82 E 82, 
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com 'P(82)(8l) = 81 1, '1::1 81 E 8 1. Uma vez que IL11TIL1 E 

Aut(H), para todo T E Aut(8l ) segue que G = H Xe K 
eurn grupo com B(k) = ILl 

l 'P(J.L2(k ))ILl ,V k E K. Defina 
IL : G -----. 8 como 

c.
IL(h, k) = (ILl (h), IL2(k)). 

Entao efacil verificar que IL eurn isomorfismo de G sob re8 
Alem disso, dados (hI, k l), (h2, k2) E G, temos que 

d(IL(hl, kl), IL(h2, k2)) = 
d((ILl (hI), IL2( kl)), (J.Ll (h2), IL2(k2))) = 

d(ILl (hI), ILl(h 2)) + d(IL2(kl), IL2(k2)) = 
d(ILl (e), ILl(h1l h2)) + d(J.L2 (e), IL2(k11k2)), 

por outro lado, 

d(IL(e, e), IL((hl, kd- l(h2, k2)) = 
d((ILl (e), IL2(e)), (ILl (hI)' IL2 (k l) )-1 (ILl (h2), IL2 (k2))) = 
d((ILl (e), IL2(e)), ('P(J.L2 (k1l 

) )ILI (h1l h2), IL2 (k1l k2))) = 
d( (ILl (e), IL2 (e)), (ILl (B(k1l)) (h1l h2), IL2 (k1l k2))) = 

d(ILl(e), ILl(hlh21)) + d(IL2(e),J.L2(k11k
2)). 

Das expressoes acima vemos que 

pois d(ILl(e),1L1(h11h
2)) = d(ILl(e),1L1(hlh21)). Por­

tanto, IL e urn rotulamento casado. 

Corolario 2 Sejam H um grupo comutativo e K = (k) ~ 

2 2m- Entiio, uma constelaciio de sinais 8 e casada a um 
grupo G = H Xe K se, e somente se, 8 = 8 1 xep 8 2, para 
'P(IL2( k)) = ILlB(k)ILl\ onde ILl : H -----. 81, e IL2 : K -----. 
8 2 sao rotulamentos casados, B(k) E Aut(H), V k EKe 
B(k)(h) = h-l, V hE H. 

Note que, quando B(k) = I, V k E K, com I 0 elemento 
identidade do grupo Aut(H), 0 produto semidireto H Xe K 
reduz-se ao produto direto. Portanto, 0 Teorema 1 pode ser 
usado para caracterizar constelacoes de sinais casadas a gru­
pos comutativos. 

Exemplo 3 Sejam H = 2 3 = {O, 1, 2}, K = 2 2 = {O, I} e 
o homomorfismo B : K --+ Aut(H) definido por B(k) = 
Tk

, k = 0,1, onde T(h) = -h,: h = 0,1,2. Entiio 
G = H Xe K eum grupo ndo comutativo de ordem 6 com a 
operacao 

(h, k) +e (h', k') = (h +3 B(k)(h'), k +2 k'), 
'I::Ih, h' E H e k, k' E K, 

onde +3 e +2 denotam soma mod 3 e soma mod 2, respec­
tivamente. Assim, G e isomorfo ao grupo diedral D3. Seja 
A = {O, 1,2,3,4, 5} um conjunto de rotulospara G. A ta­
bela de Cayley de A emostrada na Tabela 1. Portanto, pelo 
Teorema 1, a constelaciiode sinais 

1y'3 1 y'3
8 = (1,0,1), (-2' 2' 1), (-2' -2' 1), (1,0, -1),{ 

(- ~ y'3 -1) (-~ - y'3 -I)}
2'	 2' , 2' 2' 

Volume 14, Numero 2 , 

+e 0 1 2 3 4 5 
0 0 1 2 3 4 5 
1 1 2 0 4 5 3 
2 2 0 1 5 3 4 
3 3 5 4 0 2 1 
4 4 3 5 1 0 2 
5 5 4 3 2 1 ° 

dezembro 1999 

G 
(0,0) 
(1,0) 
(2,0) 
(0,1) 
(1,1) 

Tabela 1. Tabela Cayley do grupo 2 3 

+e 0 1 2 3 4 5 6 7 G 
0 0 1 2 3 4 5 6 7 (0,0) 
1 1 2 3 0 5 6 7 4 (1,0) 
2 2 3 0 1 6 7 4 5 (2,0) 
3 3 0 1 2 7 4 5 6 (3,0) 
4 4 7 6 5 0 3 2 1 (0,1) 
5 5 4 7 6 1 0 3 2 (1,1) 
6 6 5 4 7 2 1 0 3 (2,1) 
7 7 6 5 4 3 2 1 0 (3,1) 

Tabela 2. Tabela Cayley do grupo 2 4 

(2,1) 

x e 2 2 ~ D3. 

xe 

ou a constelaciio de sinais normalizada S = 

2 2 ~ D 4 . 

~8 ecasada
,/2 

ao grupo D3. 0 conjunto 8 jormado pelas 6 triplas (a, b, c) 
foi obtido atraves do algoritmo apresentado na Seciio 5. • 

Exemplo 4 Sejam H = 2 4 = {O,1,2, 3}, K = 2 2 = 
{O, I} eo homomorfismo B : K -----. Aut(H) definido por 

•	 B(k) = Tk, k = 0,1, onde T(h) = -h, h = 0,1,2,3. Entdo 
G = H x eKe um grupo ndo comutativo de ordem 8 com a 
operaciio 

(h, k) +e (h', k') = (h +4 B(k)(h'), k +2 k'), 
'I::Ih,h' E H e k,k' E K. 

•	 onde +4 e +2 denotam soma mod 4 e soma mod 2, respec­
tivamente. Seja A = {O, 1,2,3,4,5,6, 7} um conjunto de 
rotulos para G. A tabela de Cayley de A emostrada na Ta­
bela 2, da qual podemos concluir que G = (1,4), onde 1 e 4 
denotam os geradores de G, eisomorfo ao grupo diedral D 4 . 

Portanto, pelo Teorema 1, a constelaciio de sinais 

8 = {(1,0,1),(0,1,1),(-1,0,1),(0,-1,1), 

(1,0, -1), (0, 1, -1), (-1,0, -1), (0, -1, -I)} 

ou a constelaciio de sinais normalizada S = ;"8 ecasada
,,2 

ao grupo D 4 . 0 conjunto 8 jormado pelas 8 triplas (a, b,c) 
foi obtido atraves do algoritmo apresentado na Secdo 5. • 

4. D-CAMINHO 

Nesta secao apresentamos urna construcao de conste­
Iacoes de sinais a partir de urn grupo qualquer via 0 conceito 
de d-caminho em urna d-cadeia baseado na construcao pro­
posta em [4]. 

Seja 8 = {xg , : °:::; i :::; N - I} C lRN 
, onde X g , = 

(xa 9 , CO)" " ,Xa 9 ,CN- l )) E lRN,comgi E G,gO = eeag" 

denota a permutacao associada a gi, °:::; i :::; N - 1. Suponha 
que todos os vetores distantes d de x go sao x g 1 , .•. ,xg r ' Va­
mos construir uma tabela dos elementos do grupo associados 
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com os vetores X gi , 0 ::; i ::; r ; da seguinte forma: a pri­
meira linha da tabela sera go, ... ,gr' 0 primeiro elemento a 
ser localizado na primeira coluna da tabela na (k + l l-esima 
linha sera 0 primeiro elemento na k-esima linha que ainda 
nao apareceu na primeira coluna da tabela. Seja 9 0 primeiro 
elemento na k-esima linha que ainda nao apareceu na pri­
meira coluna da tabela. Entao a (k + l)-esima linha sera 
g, ggl, ... ,ggr· Portanto, temos a seguinte tabela: 

go gl ... gr 

go I gO 
gl gl 

gl
gi 

... 

... 
gr 

glgr 

gig ggl ... ggr 

Quando a j-esima linha tiver sido escrita e todo elemento 
nessa j-esirna linha tenha aparecido urna vez na primeira 
coluna da tabela, 0 processo e interrompido e a tabela e 
considerada completa. Note que a tabela tern no maximo 
IGilinhas. Agora, de d(xg;, x go) temos que d(xgi, x go) = 
d(Xgjg"Xgj) , 0 ::; i,j ::; N - 1, segue-se que os vetores 
representados pelos elementos do grupo na 2£, ... , r-esima 
coluna na k-esima linha estao distantes d do vetor represen­
tado pelo elemento do grupo na primeira coluna dessa linha. 
Assirn, os elementos do grupo na primeira coluna da tabela 
representam vetores com a propriedade de que todo vetor na 
correspondente linha esta adistancia d dele. 0 conjunto de 
vetores que podem ser alcancados de x go dessa maneira e 
chamado de d-cadeia iniciando em x go ' [7]. Agora, se a dis­
tancia entre os elementos do grupo na primeira coluna tam­
bern estao adistancia d na sequencia apresentada, entao tem­
se urn d-caminho nesta d-cadeia. Note que 0 vetor x go esta 
incluido nesse d-caminho e todos os d-caminhos iniciando 
de x go sao obtidos da tabela. Com isso, provamos 0 seguinte 
teorema. 

Teorema5 Seja x go , X g j , ... ,xgk um d-caminho em uma d­
cadeia iniciando de x go ' Entdo 

(1)	 H = {gO,gl,'" ,gAJ eumsubgrupode G gerado pelos 
elementos da primeira linha da tabela. 

(2)	 Se H # G, entdo para todo 9 E G-H existe um novo d­
caminho iniciando em x g e os elementos do grupo desse 
novo d-caminho formam as classes laterais a esquerda 
gH de Hem G. • 

Sejam S uma constelacao de sinais e P( S) = {SI : SI C 

S, SI # 0} uma particao de S. Note que cada 8 1 pertencente 
a particao P(8) resulta de urna classe lateral aesquerda de 
H, isto e, gH em G. Assim, dizemos que S esta casada a G 
se existe urn mapeamento p, de G sobre P(S) tal que 

d(p,(g) , p,(h)) = d(p,(e), p,(g-lh)), 

Teorema 6 Seja G um grupo e seja H um subgrupo de G 
como no Teorema 5. Se S = U9EG Sg, onde Sg sao conste­
lacoes de sinais associadas as classes laterais de H em G, 
enuio S esta casada a G. 

Prova. Por construcao cada Sg tern a mesma distancia eu­
clidiana quadratica intraclasses laterais e, assim, cada Sg tern 
a mesrna lista ordenada de distancias euclidianas interclasses 
laterais, pois todas as constelacoes Sg sao formadas de d­
caminhos fechados. Portanto, p, : G -----+ P(S), dado por 
p,(g) = Sg, e urn mapeamento casado. • 

Pelo Teorema 6, observamos que a constelacao de sinais 
8 casada a G tern a seguinte propriedade: 0 perfil de distan­
cia de qualquer ponto de sinal independe do ponto de sinal 
a ser considerado. Portanto, G tern urna medida de distancia 
invariante por translacao. Assim, urn codigo linear C proje­
tado sobre este grupo e invariante por translacao (independe 
da palavra-codigo), e mais, para urn canal gaussiano a proba­
bilidade de erro condicional independe da palavra-codigo. 

o proximo resultado considera a forma geral de decompo­
sic;ao de urn grupo G como 0 produto de dois grupos sendo 
que urn deles, digamos H, e urn subgrupo normal em G. Com 
isso, se GIHe isomorfo a urn grupo K, entao G e isomorfo 
a H * K denotado por G ~ H * K, segundo urna operacao 
apropriada *. Portanto, diz-se que G e uma extensao de H 
por K, [1]. 

Lema7 Seja G um grupo que euma extensiio de H pOI'K. 
Entiio, 

(1)	 Se S euma constelaciio de sinais casada a H, en tao S 
ecasada a G. 

(2)	 Se S euma constelaciio de sinais casada a K, enuio 8 
ecasada a G. 

Prova. (1) Caso particular do Teorema 3.1. 
(2) Seja p, : G -----+ S definida por p,(g) = p,(aH), se 

9 E o.H, para todo 9 E G, onde p, e 0 rotulamento casado 
de K ~ GIH sobre S. :E claro que p, esta bern definida e 
e sobrejetiva. Dados gl, g2 E G, existem tinicos aI, a2 E 

[GI H] e hI, h2 E H tais que gl = a1h1 e g2 = a2h2' Como 
-1 -1u:' hgl	 g2 = 1 a 1 a2 2 e 

i:' -1 h -1( n:' -1) h -lh h h1 a 1 a2 2 = a 1 a1 1 a1 a2 2 = a1 3a2 2, 3 = 
s:' H-1a1	 1 a 1 E , 

1	 1
h3a2h2 = a2(a"2 h3a2h2) = a2h4' h4 = a"2 h3a2h2 E H 

-1 -1 h . , -1 -1 Htemos que gl g2 a 1 a2 4, isto e, gl g2 E a 1 a2 . 
Portanto, 

d(P,(gl), p,(g2)) = d(p,(a1H), p,(a2H)) = 
d(p,(H), p,(a11a2H)) = d(p,(e) , p,(gll g2)). 

para todos g, h E G, tal que gH e hH sao classes laterais Logo, p, e urn rnapeamento casado. • 
aesquerda de H em G, onde d(., .) e a distancia euclidiana Note que para 0 mapeamento casado do Lema 7, p,-1, nao 
quadratica interclasses laterais. e urn rotulamento casado, pois p, nao e injetivo. 
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..L 
I 0 1 2 3 4 5 
0 0 1 2 3 4 5 
1 1 2 0 4 5 3 
2 2 0 1 5 3 4 
3 3 5 4 0 2 1 
4 4 3 5 1 0 2 
5 5 4 3 2 1 0 

Tabela 3. Tabela de Cayley do grupo ][])3. 

5. AlGORITMO	 DE CONSTRUCAO DE 
CONSTElACOES DE SINAIS CASADAS 
A GRlIPOS 

Em gerai, o Teorema () nao iomece a natureza geo­
metrica da constelacao de sinais. De fato, este teorema es­
tabelece que uma constelacao de sinais deve ser encontrada 
como urna uniao de constelacoes de sinais. Assim, a chave 
para transformar 0 Teorema 6 em urn algoritmo construtivo e 
proporcionado pelo conceito de d-caminho em urna d-cadeia, 
do Teorema 5 e do Lema 7. 

o algoritmo, apresentado a seguir, permite construir de 
maneira sistematica as figuras geometricas associadas a gru­
pos gerais. 

AlgoritmoA 

Dado urn grupo finito G 

Pas so 1 - Associe a G urn conjunto qualquer de rotulos A; 

Passo 2 - Construa a tabela de Cayley para A; 

Passo 3 - Para cada linha da tabela de Cayley do Pas so 2 
associe uma permutacao (Yi, i E A. 

Passo 4 - Selecione subconjuntos de A cujos elementos do 
grupo associados aos vetores Xj estao amesma distancia 
euclidiana quadratica d j de Xo; 

Pas so 5 - Para cada subconjunto A j de A do Passo 4 associe 
urn dj-caminho; 

Pas so 6 - Associe a cada dj-caminho do Passo 5 urn sub­
grupo u, de G; 

Passo 7 - Faca 5j = UiEIT 5 j i , onde 5j i sao as constelacoes 
de sinais casadas com as classes laterais de Hj em G. 

Este algoritmo pode ser facilmente implementado, possi­
bilitando a determinacao de figuras geometricas associadas a 
grupos mais gerais do que aqueles apresentados nos exem­
plos a seguir. 

Exemplo 8 Encontre as constelacoes de sinais casadas ao 
grupo diedral D3. 

Passo 1- Seja A = {O, 1,2,3,4, 5} um conjunto de rotu­
los para D 3. 

Passo 2- Vel' Tabela 3. 

Passo 3- Sejam 

(Yo = (0), 0"1 = (012)(345), 0"2 = (021)(354),
 
0"3 = (03)(15)(24), (Y4 = (04)(13)(25)
 

e 0"5 = (05)(14)(23)
 

as permutacoes associadas ao Passo 2. 

0 
1 
2 
4 
3 
5 

0 1 2 5 
0 1 2 5 
1 2 0 3 
2 0 1 4 
4 3 5 2 
3 5 4 1 
5 4 3 0 

Tabela 4. Constelacao de sinais 51,prisma. 

0 1 2 3 4 
0 0 1 2 3 4 
1 1 2 0 4 5 
2 2 0 1 5 3 

3 3 ~ 4 Q ~ 

5 5 4 3 2 1 
4 4 3 5 1 0 

Tabela 5. Constelacao de sinais 52, antiprisma. 

Passo 4- Sejam Al = {O, 1, 2},: A2 = {O, 3, 4} e 
A 3 = {O,5} os conjuntos com distdncias euclidianas 
quadraticas d l = 12, d2 = 58 e d3 = 70, respectiva­
mente. 

Passo 5­

o 
1 
2 

o 1 2 o 0 3 fu40 0 4
120 

3 3 0 4 4 0 

012 

-ntt3 

2 0 1 

034 
003 4 
3 3 0 2 5
 
2 2 5 3 005
 
552 1 550
-ntt
1 1 4 5
 
441 0
 

Passo 6- Sejam HI = {O, 1, 2}, H 2 = {0,3}, H 3 = 
{0,4} e H 4 = {0,5} os subgrupos de D 3 associados 
aos drcaminhos j = 1, 2, 3, 4 do Passo 5. 

Passo 7- Sejam 51 = 511 U 513, onde 511 = {O, 1, 2} e 
513 = {O,5}, 52 = 521 U 522, onde 521 = {G. I.:::!'. 
e 522 = {O, 3, 4}, onde os d-caminhos associddos sil~ 
mostrados nas primeiras colunas nas Tabelas 4 e 5. 

Os grdficos associados a 52 e 51 silo 0 antiprisma da Fi­
gura 1 e 0 prisma da Figura 2, respectivamente. Note das 
Tabelas 4 e 5 que os vizinhos de 3 silo 4,5 e 1, no caso do 
conjunto de sinais 51, e 5,4,0, e 2, no caso do conjunto de 
sinais 52, respectivamente.Pelo Lema 7 as constelacoes de 
sinais 2P5K e 3P5K silo tambem casadas com 0 grupo 

D3· 

6. CONClUSOES 

Neste trabalho consideramos 0 problema de casamento de 
urna constelacao de sinais a urn grupo, 0 qual e 0 produto 
sernidireto de urn grupo comutativo por urn grupo cfclico de 
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Figura 1. Antiprisma casado com D 3 . 

3 

5 

2 o 

Figura 2. Prisma casado com D 3 . 

ordem par. Os resultados de Loeliger foram estendidos e as 
condicoes para as quais 0 casamento de sinais a grupos nao 
abelianos possa ser efetivado foram estabelecidas. Urn al­
goritmo para encontrar as correspondentes constelacoes de 
sinais casadas a tais grupos foi proposto. A extensao do Teo­
rema 1 para urn grupo mais geral pode ser considerada como 
urna proposta de pesquisa. 
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