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Resumo - Neste trabalho consideramos a caracterizagio
de constelacdes de sinais casadas a grupos nio-comutativos,
estes como sendo resultantes do produto semidireto de um
grupo comutativo por um grupo ciclico de ordem par. Como
consequéncia, propomos um algoritmo para a determinagio
das constelag@es de sinais casadas a tais grupos.

Abstract - In this paper we consider signal constellations
matched to noncommutative groups. These groups are
characterized as the semidirect product of a commutative
group by a cyclic group of order even. As a consequence, we
propose an algorithm to determine the signal constellations
matched to such groups.

Palavras Chaves: Constelagdes de sinais casadas a gru-
pos ndo-comutativos, codigos de Slepian, rotulamento iso-
métrico, casamento de sinais a grupos.

1. INTRODUCAO

Forney [2] mostrou que a maioria das classes de bons c6di-
gos de espaco de sinais sdo geometricamente uniformes. Uni-
formidade geométrica, além de ser um tipo forte de simetria,
inclui propriedades desejdveis tais como: todas as regies de
Voronoi sdo congruentes; o espectro de distincia € 0 mesmo
independente da palavra-cédigo; as palavras-c6digo possuem
a mesma probabilidade de erro; e o grupo gerador € isomorfo
a um grupo de permutacao transitivo.

Um dos problemas de pesquisa relacionado aos cédigos
geometricamente uniformes tem a ver com a estrutura de
grupo do grupo gerador G(S) pertencente ao grupo de sime-
trias T(.S), isto é, se G(S) é o grupo gerador de .S (conjunto
de sinais) e sg € S, so um ponto inicial, entdo S € a érbita de
so sob G(S), e 0 mapeamento u : G(S) — S definido por
1(g) = g(so), é um-a-um, onde g € G(S) e g(sg) denota a
acdo de ¢ no ponto inicial sg. Este mapeamento induz uma
estrutura de grupo em S que € isomorfa ao grupo gerador
G(S).

Desse modo, o procedimento de determinacdo do mapea-
mento x(.) resulta no procedimento de casamento de sinais a
grupos. Consequentemente, € urma maneira alternativa de se
determinar cédigos geometricamente uniformes.

O objetivo deste trabalho é estender o resultado de Loeliger
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[3], o casamento de conjunto de sinais a grupos abelianos
ciclicos, no sentido de se estabelecer as condi¢des em que um
conjunto de sinais estd casado a um grupo nao-comutativo.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira. Na Se-
¢do 2, estabelecemos os conceitos necessarios para o entendi-
mento das se¢Bes que se seguem. Na Se¢do 3, caracterizamos
as constelacGes de sinais que s3o casadas a um grupo nZo-
comutativo resultante do produto semidireto de um grupo co-
mutativo por um grupo ciclico de ordem par. Na Segdo 4, sdo
apresentados resultados relativos aos conceitos de d-caminho
e de d-cadeia. Na Sec3o 5, apresentamos um algoritmo para a
obtencdo de constelactes de sinais casadas a grupos, grupos
estes formados pela extensdo de dois outros grupos. Final-
mente, na Secdo 6, apresentamos as conclusdes.

2. PRELIMINARES

Uma constelagcdo de sinais S € qualquer subconjunto dis-
creto do R¥. Os elementos de uma constelacio de sinais S
sao chamados pontos de sinais. Um cddigo do espago eu-
clidiano é um subconjunto de S%, onde I C Z, e S denota o
produto cartesiano de .S, I vezes.

Uma isometria ¢ é uma aplicacdo que preserva distincia,
isto &, d((s:), p(s;) = d(si, 55)-

Uma constelacdo de sinais S € geometricamente uniforme
[2] se dados s1,s2 € S existe uma isometria -. = <
Isom(R¥), o conjunto de isometrias, tal que

o(s1) =s2ep(S) = S.

Se T(S) = {¢ € Isom(R") : ©(S) = S}, o conjunto de
simetrias de S, isto é, o conjunto de todas as isometrias que
deixam S invariante, entdo S € a drbita de qualquer ponto
sg € SsobT'(S), isto é,

S={els0):peT(S)}= | {elso)}

PED(S)

Note que I'(S) sob a operagio de composi¢do forma um
grupo. Em geral, o grupo de simetrias I'(.S) de uma conste-
lacdo de sinais geometricamente uniforme € mais do que o
necessirio para gerar S. Assim, um grupo gerador G(S) de
S € um subgrupo de I'(S) que é minimamente suficiente para
gerar S a partir de qualquer ponto sg € S ou, equivalente-
mente, o conjunto {s € S : ¢(s) = s} tem cardinalidade
nula, Vo € G(S), ¢ # Is, onde Is é o elemento identidade
de I"(S). Note que o grupo gerador G(.S) de uma constelacio
de sinais geometricamente uniforme pode nao existir [2]. Se
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G(S) é o grupo gerador de uma constelagzo de sinais geome-
tricamente uniforme S e sq € S, entdo

S= [J {es0)},

vEG(S)

e 0 mapeamento x : G(S) — S definido por p(¢) = p(so)
€ bijetivo. O mapeamento p induz uma estrutura de grupo
em S, isto &, dados s;,s2 € S, a operagdo s; % So =
w(p~1(s1)p~(s2)) define uma estrutura de grupo em S e,
neste caso, (S, *) € isomorfo a G(S). Assim, se o grupo S
n&o é simples, entdo cada subgrupo normal S’ de S induz em
S uma fatoragdo de S’ por S/S’. Isto sugere o estudo de uma
constelagdo de sinais S através de constelagdes de sinais S’ e
S/8’ cada com cardinalidade menor do que a cardinalidade
de S. Este fato serd apresentado na Secdo 3.

Um cédigo de bloco cujas palavras-cédigo possuem a
mesma energia ou um cédigo esférico S, € qualquer conste-
lagdo finita de sinais sobre uma esfera que gera R como
um espago vetorial, [7]. Em particular, quando um c6digo es-
férico'S € geometricamente uniforme dizemos que S é uma
constelacdo uniforme. ConstelacGes uniformes foram intro-
duzidas por Slepian, [7], sob o nome de cddigos de grupo
parao canal gaussiano e generalizadas por Forney para qual-
quer constelagdo de sinais, [2].

Seja H um subgrupo normal de G(S). Entdo,

Se= |J {06s0)} = |J {eg(els0))}, ¢ € G(S)

o€p H peH

¢ a orbita de sq sob a classe lateral gogH . Assim,

S=JS,

Se S’ é a drbita de sy sob H, entfo a particido S/S’ de S
induzida por H € chamada uma particdo geometricamente
uniforme.

Um grupo de rétulos G para uma particdo geometrica-
mente uniforme S/S’ € um grupo isomorfo ao grupo quo-
ciente G(S)/G(S"). Um rotulamento isométrico [2] da
particdo geometricamente uniforme 5/S’ € um mapeamento
p: G — S/’ definido por

1(g) = ¢y (S).

Em [3] Loeliger generaliza, para um grupo finito, a idéia
de rotulamento isométrico, definindo um mapeamento casado
de um grupo sobre uma constelagdo de sinais e mostra que
toda constelag3o de sinais casada a um grupo €, a menos de
translagdo, uma constelacdo uniforme, [3, Coroldrio 1], e ca-
racteriza todas as constelagdes de sinais casadas a um grupo
comutativo ciclico, [3, Teorema 10]. Este resultado é genera-
lizado por Palazzo et al. [4] através de um algoritmo heurfs-
tico. Em todos estes casos, a motivacdo foi a introdugo de
alguma “ linearidade" no estudo de cédigos do espago eucli-
diano via um grupo.

3. CONSTELACOES DE SINAIS CASADAS
A GRUPOS

Nesta se¢ao iremos caracterizar as constelagcdes de sinais
que sdo casadas a um grupo n3o comutativo que é fatorivel
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como o produto semi-direto de um grupo comutativo por um
grupo ciclico de ordem par.

Uma constelagdo de sinais S € casada a um grupo G, [3],
se existe um mapeamento sobrejetivo 1 de G em § tal que

d(u(g), p(h)) = d(p(e), u(g™ h)),

paratodo g,k € G, onde d(.,.) é a distincia euclidiana qua-
dritica e e € a identidade de G. O mapeamento p é chamado
de mapeamento casado. Quando o mapeamento u € inje-
tivo dizemos que x~ é um rotulamento casado, isto é, se G
¢ isomorfo a G(S) entdo x~! € um rotulamento isométrico.
Salvo mengdo explicita em contrério, todos 0s mapeamentos
casados deste trabalho sdo rotulamentos casados. Neste caso,
se C' é um c6digo linear de comprimento n sobre G, isto &,
C é um subgrupo de G™, entio 1(C) é um cédigo do espago
euclidiano sobre S. Assim, as regides de decisdes de (C)
s30 todas congruentes.

Sejam H e K dois grupos, com H um subgrupo normal
em H xg K, esejad : K — Aut(H) um homomorfismo
de grupo. Entdo o produto semidireto de H por K viaf é o
conjunto H xg K = {(h,k) : h € H, k € K} junto com a
opera¢do bindria

(h1,k1)(he, k2) = (8(k1)hg, kiks),
Vhi,hsy € Heky kK.

O préximo teorema caracteriza as constelagdes de sinais
que sdo casadas a um grupo nfo-comutativo.

Teorema 1 Sejam H e K grupos isomorfos a Z,, e Zop, res-
pectivamente, e denotados por H = (h) ~ Z, e K = (k) ~
Zgm, onde () denota o gerador do grupo X. Entdo, uma
constelagdo de sinais S é casada a um grupo G = H xg K se,
e somente se, S = Sy X, Sz, para p(pq(k)) = p6(k)uit
onde py : H — Sy, e py : K — Sy sdo rotulamentos
casados, 6(k) € Aut(H),Yk € K ef(k)(h) =h~ ',V h €
H.

Prova: Suponha que S seja uma constelagio de sinais casada
a G. Seja p o rotulamento casado de G sobre S. Entdo
induz uma estrutura de grupo em S. Definindo

S1 £ u(H xo {e}) e 2 = u({e} xo K)

temos que S; e So sdo subgrupos de S, tal que S; € normal
em S. Agora, defina puy : H — Sy e puy : K — Sy por

pr(R) £ ulhye) e py(k) £ ule, k).

Entio € claro que p;, uy sdo isomorfismos e 5 = S x, S,
onde ¢(ps(k)) = w1 6(k)uy*,¥ k € K. Além disso, dados
h'l y h? S Hs

d(p1(h1), p1(h2)) = d(#l(e)aﬂl(hflh2))~

De modo andlogo, podemos mostrar que j, € tm rotulamento
casado.

Reciprocamente, sejam pq : H — Sje puy : K — 5
rotulamentos casados. Ento € claro que 4, € u, induzem es-
truturas de grupos em S; e Sa, respectivamente. Assim, S =
S1 %, S2 é um grupo, onde p(s2) € Aut(S;),V s2 € S,



Revista da Sociedade Brasileira de Telecomunicagoes

Volume 14, Numero 2, dezembro 1999

com p(s2)(s1) = s7%,V 51 € S1. Uma vez que py 7y, €
Aut(H), para todo 7 € Aut(Sy) segueque G = H xg K
é um grupo com 8(k) = pT (o (k))p, ¥ k € K. Defina
p: G — Scomo

ulh, k) 2 (1 (R), ().

Ent3o € ficil verificar que p é um isomorfismo de G sobre S.
Além disso, dados (h1, k1), (he, k2) € G, temos que

d(u(h’la kl): “(h% k?)) =

d((p1(h1), po(k1)), (1 (he), pe(ke))) =
d(py (ha), p(h2)) + d(pa(kr), po(ke)) =
Ay (€), py (R M ha)) + do(e), po (k1 k2)),

por outro lado,

d(p(e, e), ((hl,kl)_ (ha, ko
d((p1(e), pale)), (g (h1), pa (k1)) ™ (ul(hz) uz(kz)
d((1(e); po(e)), (w(kg kfl))ﬂl(h h2) po(ky 'k 2)

d((11(€), o (€)), (1 (B(RTH)) (R h2), o (kT kz)
d(p(e), pr(hrhgt)) +d(u2( ) ko (kT "k2)).

)
)
)
)

Das expressdes acima vemos que

d(lu(hla kl)’ /J,(hg, k2)) = d(.u(e’ 6), lu((hlt kl)—l (h% k2)))’

pois d(py(e), py (T ha)) = d(p(e), pi(hahzt)). Por-
tanto, 1 € um rotulamento casado. ]
Coroldrio 2 Sejam H um grupo comutativo e K = (k) ~

Zom- Entdo, uma constelacdo de sinais S é casada a um
grupo G = H xg¢ K se, e somente se, S = 51 X, S, para
1)) = im0k, onde iy s H— Sy, e iy : K —
Sy sdo rotulamentos casados, 9(k) € Aut(H),V k € K e
6(k)(h) =h L,VheH. |

Note que, quando (k) = I, V k € K, com I o elemento
identidade do grupo Aut(H), o produto semidireto H xg K
reduz-se ao produto direto. Portanto, o Teorema 1 pode ser
usado para caracterizar constelagSes de sinais casadas a gru-
pos comutativos.

Exemplo 3 Se¢jam H = Z3 = {0,1,2}, K =Zy = {0,1} e
0 homomorfismo 6 : K — Aut(H) definido por 6(k) =
7, k = 0,1, onde 7(h) = —h,: h = 0,1,2. Entdo
G = H x¢ K é um grupo ndo comutativo de ordem 6 com a
operacao

(h k) +o (R, E') = (h +3 8(k)(K), k +2 k'),
Vh,i' € Hek, k' € K,

onde +3 e +o denotam soma mod 3 e soma mod 2, respec-
tivamente. Assim, G é isomorfo ao grupo diedral D3. Seja
A ={0,1,2,3,4,5} um conjunto de rétulos para G. A ta-
bela de Cayley de A é mostrada na Tabela 1. Portanto, pelo
Teorema 1, a constelagdo de sinais

S = {(1,0,1), —%,—\2@;,1),(—%,—?,1),(1,0,—1),

T3]0 1 2 3 4 5] G

010 I 2 3 4 50,0
111 2 0 4 5 3/|(@,0)
212 0 1 5 3 4|(20)
313 5 4 0 2 1(0,1)
414 3 5 1 0 2|11
505 43 21 0 (21)]

Tabela 1. Tabela Cayley do grupo Zz x¢ Zg ~ Ds3.

“6]0 1 2 3 4 5 6 7] G
00 1 2 3 4 5 6 7](0,0
1112 3 05 6 7 4](1,0
202 3 01 6 7 4 5]|(20)
31301 2 7 45 6]|(30)
414 76 5 0 3 2 1/(0,1)
515 4 7 6 1 0 3 2|(@,1)
616 54 7 2 1 0 3 (21
717 6 5 4 3 2 1 0](31)

Tabela 2. Tabela Cayley do grupo Z4 x¢ Zg ~ Ds.

ou a constelagdo de sinais normalizada S = ?}—55 é casada
ao grupo D3. O conjunto S formado pelas 6 triplas (a, b, ¢)

Joi obtido através do algoritmo apresentado na Se¢do 5. M

Exemplo 4 Sejam H = Zs; = {0,1,2,3}, K = Zy =
{0,1} e o homomorfismo 6 : K — Aut(H) definido por
6(k) = 7%,k = 0.1, onde 7(h) = —h, h =0,1,2,3. Entdo
G = H xg K ¢é um grupo ndo comutativo de ordem 8 com a
operagéo

(h, k) +o (W, k') = (h+4 6(k) (W), k +2 k),
Vhh € Hek K € K.

onde +4 € +2o denotam soma mod 4 e soma mod 2, respec-
tivamente. Seja A = {0,1,2,3,4,5,6,7} um conjunto de
rétulos para G. A tabela de Cayley de A é mostrada na Ta-
bela 2, da qual podemos concluir que G = (1,4}, onde 1 ¢ 4
denotam os geradores de G, é isomorfo ao grupo diedral Dy.
Portanto, pelo Teorema 1, a constelacdo de sinais

S = {(1,0,1),(0,1,1),(-1,0,1),(0,-1,1),
(170:_1)7(0717_1)3(_170:_1)7(07_17—1)}
ou a constelagdo de sinais normalizada S = S é casada

ao grupo Dy. O conjunto S formado pelas 8 tnplas (a,b,c)
foi obtido através do algoritmo apresentado na Seg¢do 5. W

4. D-CAMINHO

Nesta seg@o apresentamos uma construgio de conste-
lagdes de sinais a partir de um grupo qualquer via o conceito
de d-caminho em uma d-cadeia baseado na construg@o pro-
postaem [4].

SejaS = {x,, : 0<i< N—-1} ¢ R¥, onde x,, =
(xagi(o), o ,xogi(N_l)) e R, comg; € G,g0 = eeoy,
denota a permutacao associadaa g;, 0 < ¢ < N —1. Suponha
que todos os vetores distantes d de xg, s80 Xg,, ... , X, . Va-
mos construir uma tabela dos elementos do grupo associados
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com os vetores Xg,,0 £ 7 < 7, da seguinte forma: a pri-
meira linha da tabela serd g, . . ., g-. O primeiro elemento a
ser localizado na primeira coluna da tabela na (k + 1)-ésima
linha serd o primeiro elemento na k-€sima linha que ainda
nao apareceu na primeira coluna da tabela. Seja g o primeiro
elemento na k-ésima linha que ainda ndo apareceu na pri-
meira coluna da tabela. Entdo a (k + 1)-ésima linha serd
4,991, - .- ,ggr. Portanto, temos a seguinte tabela:

|9 o - g

g9 @ - g
g la g 919r
9| 9 gn 99r

Quando a j-ésima linha tiver sido escrita e todo elemento
nessa j-ésima linha tenha aparecido uma vez na primeira
coluna da tabela, o processo € interrompido e a tabela €
considerada completa. Note que a tabela tem no maximo
|G| linhas. Agora, de d(xg,, X4, ) temos que d(xg,,Xg,) =
d(Xg;9:1%g;); 0 < 4,7 < N — 1, segue-se que os vetores
representados pelos elementos do grupo na 2%, ... , r-ésima
coluna na k-ésima linha est3o distantes d do vetor represen-
tado pelo elemento do grupo na primeira coluna dessa linha.
Assim, os elementos do grupo na primeira coluna da tabela
representam vetores com a propriedade de que todo vetor na
comrespondente linha estd a distancia d dele. O conjunto de
vetores que podem ser alcancados de xg, dessa maneira €
chamado de d-cadeia iniciando em x4, [7]. Agora, se a dis-
tancia entre os elementos do grupo na primeira coluna tam-
bém estdo a distancia d na sequéncia apresentada, entdo tem-
se um d-caminho nesta d-cadeia. Note que 0 vetor X, estd
incluido nesse d-caminho e todos os d-caminhos iniciando
de x4, sdo obtidos da tabela. Com isso, provamos o seguinte
teorema.

Teorema 5 Sejaxg,.Xg,,... ,Xg, umd-caminho em uma d-
cadeia iniciando de x,4,. Entd@o

(1) H=1{g0,91,--- ,9x} é um subgrupo de G gerado pelos
elementos da primeira linha da tabela.

(2) Se H # G, entdoparatodo g € G—H existe um novo d-
caminho iniciando em X4 e os elementos do grupo desse

novo d-caminho formam as classes laterais a esquerda
gHde Hem G. ]

Sejam S uma constelagdo de sinais e P(S) = {S’: §' C
S, S’ # (0} uma particdo de S. Note que cada S’ pertencente
a parti¢do P(S) resulta de uma classe lateral 4 esquerda de
H,isto &, gH em G. Assim, dizemos que S estd casadaa G
se existe um mapeamento x de G sobre P(.S) tal que

d(u(g). p(h)) = d(u(e), p(g™"h)),

para todos g, h € G, tal que gH e hH sdo classes laterais
a esquerda de H em G, onde d(.,.) € a distincia euclidiana
quadrética interclasses laterais.
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Teorema 6 Seja G um grupo e seja H um subgrupo de G
como no Teorema 5. Se S = |J,cq Sg, onde S, sdo conste-
lagdes de sinais associadas as classes laterais de H em G,
entdo S estd casada a G.

Prova. Por construcdo cada S, tem a mesma distancia eu-
clidiana quadratica intraclasses laterais e, assim, cada S, tem
a mesma lista ordenada de distincias euclidianas interclasses
laterais, pois todas as constelages S, sdo formadas de d-
caminhos fechados. Portanto, u : G — P(S), dado por
u(g) = Sg, € um mapeamento casado. | |

Pelo Teorema 6, observamos que a constelagdo de sinais
S casada a G tém a seguinte propriedade: o perfil de distan-
cia de qualquer ponto de sinal independe do ponto de sinal
a ser considerado. Portanto, G tem uma medida de distincia
invariante por translac@o. Assim, um cédigo linear C' proje-
tado sobre este grupo € invariante por translagio (independe
da palavra-cédigo), e mais, para um canal gaussiano a proba-
bilidade de erro condicional independe da palavra-cédigo.

O préximo resultado considera a forma geral de decompo-
sicao de um grupo G como o produto de dois grupos sendo
que um deles, digamos H, € um subgrupo normal em G. Com
isso, se G/H é isomorfo a um grupo K, entdo G é isomorfo
a H x K denotado por G ~ H * K, segundo uma operacio
apropriada *. Portanto, diz-se que G é uma extensdo de H
por K, [1].

Lema 7 Seja G um grupo que é uma extensdo de H por K.
Entdo,

(1) Se S é uma constelagdo de sinais casada a H, entdo S
é casada a G.

(2) Se S é uma constelagdo de sinais casada a K, entdo S
écasadaa G.

Prova. (1) Caso particular do Teorema 3.1.

(2) Seja p : G — S definida por p(g) = u(aH), se
g € aH, para todo g € G. onde p é o rotulamento casado
de K ~ G/H sobre S. E claro que u estd bem definida e
¢ sobrejetiva. Dados g;,g92 € G, existem Unicos a;,as €
(G/H] e hi,hy € H tais que g1 = a1h; e g2 = azhy. Como
g1—1g2 = hl_lal_laghg c

-1 -1 -1 -1 -1 -1
hi‘al ‘aghy = a7 (a1h] a] " )agho = a7 ~hzagha, hy =
arhytart € H,

hsagsho = ag(aglhgaghg) = aohy, hs = a;lhgaghg ceH

temos que gl_lgg = al’lagh4, isto €, gl_lgg € al“lagH.
Portanto,

d(u(g1), n(g )) d(p(arH), p (azH_)z =

d(p(H), nla7 a2 H)) = d(p(e), ulgr ' g2))-
Logo, 1 € um mapeamento casado. ||

Note que para o mapeamento casado do Lema 7, u~!, ndo

€ um rotulamento casado, pois x néo € injetivo.



Revista da Sociedade Brasileira de Telecomunicagoes

Volume 14, Nimero 2, dezembro 1999

w b W= ol
O TV R Y )
BV WL ON R
WL A= O NN
N = O L A WlWw
— O N WL A
O~ A wuLlun

Tabela 3. Tabela de Cayley do grupo Ds.

5. ALGORITMO DE CONSTRUGAO DE
CONSTELACOES DE SINAIS CASADAS
A GRUPOS

Ym gerdl, o Teorema 6 nao fornece a natureza geo-
métrica da constelagdo de sinais. De fato, este teorema es-
tabelece que uma constelagdo de sinais deve ser encontrada
como uma unido de constelacdes de sinais. Assim, a chave
para transformar o Teorema 6 em um algoritmo construtivo é
proporcionado pelo conceito de d-caminho em uma d-cadeia,
do Teorema 5 e do Lema 7.

O algoritmo, apresentado a seguir, permite construir de
maneira sistematica as figuras geométricas associadas a gru-
pos gerais.

Algoritmo A

Dado um grupo finito G

Passo 1 - Associe a G um conjunto qualquer de rétulos A4;

Passo 2 - Construa a tabela de Cayley para A;

Passo 3 - Para cada linha da tabela de Cayley do Passo 2
associe uma permutacio o;, 7 € A.

Passo 4 - Selecione subconjuntos de A cujos elementos do
grupo associados aos vetores x; estdo a mesma distancia
euclidiana quadrética d; de Xo;

Passo 5 - Para cada subconjunto A; de A do Passo 4 associe
um d;-caminho;

Passo 6 - Associe a cada dj-caminho do Passo 5 um sub-
grupo H; de G,

Passo 7 - Faga S; = | J;¢; S;i» onde Sj; sdo as constelagdes
de sinais casadas com as classes laterais de H; em G.

Este algoritmo pode ser facilmente implementado, possi-
bilitando a determinacio de figuras geométricas associadas a
grupos mais gerais do que aqueles apresentados nos exem-
plos a seguir.

Exemplo 8 Encontre as constelagdes de sinais casadas ao
grupo diedral Ds.

Passo 1— Seja A = {0,1,2, 3,4, 5} um conjunto de rou-
los para Ds.

Passo 2— Ver Tabela 3.

Passo 3— Sejam

oo = (0), o1 = (012)(345), o2 = (021)(354),
o5 = (03)(15)(24), 04 = (04)(13)(25)
eas = (05)(14)(23)

as permutacdes associadas ao Passo 2.

1

Wb D~ OO
W H W= O NN
O~ N AW L

W N—=O
WO NN

Tabela 4. Constelago de sinais Sy, prisma.

B RN~ O

B W NP Ol
WA O DN =
N w A= O NN
—_— N O b WW
O = WL A

Tabela 5. Constelag@o de sinais .5, antiprisma.

Passo4— Sejam A; = {0,1,2},: A; = {0,3,4} e
Az = {0,5} os conjuntos com distancias euclidianas
quadrdticas d1 = 12, dy = 58 e d3 = 70, respectiva-

mente.

Passo b—
T o o«
117 2 0 0103 0‘04
2l 0 g 313 0 4|14 0
10 3 4
0|10 3 4
313 0 2 0 5
212 5 3 0|0 5
5/5 2 1 515 0
111 4 5
414 1 0

Passo 6— Sejam Hy = {0,1,2}, H, = {0,3}, Hs =
{0,4} e Hy = {0,5} os subgrupos de D3 associados
aos d;-caminhos j = 1,2, 3,4 do Passo 5.

Passo T— Sejam S; = S11 U Sis, onde S11 = {0, 1, 2} e
S13 = {0,5}, S2 = S21 U S22, onde So1 = {0.1.2}
e Sao = {0,3,4}, onde os d-caminhos associados séo
mostrados nas primeiras colunas nas Tabelas 4 e 5.

Os grdficos associados a S2 e Sy sdo o antiprisma da Fi-
gura 1 e o prisma da Figura 2, respectivamente. Note das
Tabelas 4 e 5 que os vizinhos de 3 sdo 4,5 e 1, no caso do
conjunto de sinais Sy, e 5,4,0, e 2, no caso do conjunto de
sinais Sa, respectivamente.Pelo Lema 7 as constelagbes de
sinais 2PSK e 3PSK sdo também casadas com o grupo
Ds.

6. CONCLUSOES

Neste trabalho consideramos o problema de casamento de
uma constelagdo de sinais a um grupo, o qual € o produto
semidireto de um grupo comutativo por um grupo ciclico de
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Figura 1. Antiprisma casado com Ds3.

3

2 0
Figura 2. Prisma casado com Dj.

ordem par. Os resultados de Loeliger foram estendidos e as
condi¢des para as quais o casamento de sinais a grupos nao
abelianos possa ser efetivado foram estabelecidas. Um al-
goritmo para encontrar as correspondentes constelacGes de
sinais casadas a tais grupos foi proposto. A extens&o do Teo-
rema 1 para um grupo mais geral pode ser considerada como
uma proposta de pesquisa.
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