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Resumo - 0 problema de interpolacao global de 
superficies definidas numericamente, comum na sintese e 
analise de antenas refletoras modeladas, e revisto com 
enfase na aplicacao de pseudosplines. Diversos aspectos 
de sua implernentacao sao apreciados e a habilidade 
relativa dos principais membros daquela famflia em 
acomodar os princfpios inerentes a sfnteses oticas e 
explorada. 

Abstract - The problem of global interpolation of 
::.umerically defined surfaces, which arises in synthesis 
and analysis of shaped reflector antennas, is reviewed 
with emphasis on the application of Pseudosplines. 
Several aspects of their implementation are outlined and 
the relative ability of pseudospline family members in 
accommodating the principles inherent to optical 
syntheses is explored. 
Palavras Chave: Antenas Refletoras Modeladas, Antenas 
Refletoras, Interpolacao por Pseudo-splines, Sintese e 
Analise de Antenas. 

1. INTRODUCAO 
o projeto de antenas refletoras para diversas aplicacoes 
em telecomunicacoes envolve, usualmente, 0 emprego de 
tecnicas de sintese das superficies constituintes da antena, 
que fazem uso dos princfpios da Otica Geornetrica (GO). 
:Jesta forma, atraves do rastreamento da densidade de 
;atencia ao lange de raios 6ticos emanados da fonte 
aiimentadora e refletidos pelo refletor, obtern-se, ao se 
~Jr~ar 0 atendimento a caracterfsticas de radiacao pre­
estabelecidas, uma equacao diferencial parcial nao-linear 
:e segunda ordem que descreve 0 comportamento da 
superffcie [1]. A utilizacao de tecnicas usuais de resolucao 
numerica destas equacoes permite, entao, a obtencao de 
..:.m conjunto discrete de pontos que definem a superffcie 
refletora desejada. " 

Estes pontos, em geral associados a uma grade ordenada 
sobre urn plano de referencia, porem arbitrariamente 
distribuidos sobre a superffcie refletora, devem entao ser 
interpolados com vistas a obtencao de uma representacao 
analftica da superficie refletora que permita 0 calculo do 
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diagrama de radiacao correspondente e subsequente 
verificacao do atendimento as especificacces de projeto. 
Estabelece-se, assim, urn processo iterativo de sfntese no 
qual a escolha de funcoes interpolantes adequadas exerce 
urn papel importante. A utilizacao de funcoes capazes de 
representar a superficie de forma global e estavel, 
apresentando a suavidade e continuidade de suas 
derivadas inerentes ao processo 6tico de sfntese e 
requeridas pelos rnetodos de analise, deve proporcionar ao 
projetista razoavel seguranca de que 0 nao-atendimento as 
especificacces implica em refinamentos na sfntese 
propriamente dita, descartada a ocorrencia de erros 
associados ao processo de interpolacao. 

Interpolacoes polinomiais convencionais podem 
introduzir oscilacoes entre os pontos-dados resultando em 
erros no calculo do campo irradiado pelo refletor, 
\Jodendo, entretanto, descrever bern, ao menos \oca\rnente, 
porcoes da superffcie [2]. Splines bi-cubicas, como 
utilizadas em [3] para representar superficies refletoras 
definidas por pontos distribufdos em uma grade regular, 
fornecem superficies suaves com derivadas contfnuas ate 
2a. ordem, porern, como seus coeficientes variam entre 
celulas da grade, podem acarretar urn tempo excessivo de 
procura numerica por pontes especulares em analises 
envolvendo tracado de raios. 

Dentre as funcoes interpolantes globais, com as 
caracteristicas de suavidade e continuidade acima, sao 
usualmente empregadas as Series Polinomiais de Fourier 
(PFS), que se mostraram adequadas para as interpolacoes 
envolvidas na sintese de antenas refletoras para 
cornunicacoes via satelite utilizando feixes colimados ou 
modelados [4,5] e a Expansao Senoidal-Polinomial de 
Jacobi (IPSE), descrita e aplicada em [6] na sintese de urn 
sistema duplo-refletor com feixe colimado. Estas 
expansoes, na forma z(u,v), onde (u,v) denotam 
coordenadas cartesianas ou cossenos diretores 
convenientemente normalizados, tern seus coeficientes 
usualmente determinados atraves da minimizacao, no 
sentido de mmimos quadrados, dos resfduos (z-zj) nos 
pontos-dados (Uj,Vj,Zj) fornecidos pela sintese ou ainda, no 
caso da IPSE, fazendo usa das propriedades de 
ortogonalidade das funcoes da expansao em serie. 0 
mimero de termos (e coeficientes a determinar) necessario 
a urn modelamento adequado relaciona-se as 
caracteristicas da superficie, sendo a tolerancia para os 
residuos acima ditada pela convergencia, dentro dos 
limites especificados, dos diagramas de radiacao 
resultantes. Nao-obstante, em se tratando de superficies 
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refletoras com elevado grau de modelagem, aumentar 0 as de grau mais elevado apresentando continuidade de 
ruimero de termos nas expansoes acirna para reduzir os derivadas de mais alta ordem. Embora, ao se calcular 0 

resfduos t:;.z nas porcoes mais cnticas, afeta a descricao da campo secundario da antena, seja comum integrar as 
superffcie de uma forma global podendo, devido ao correntes da Otica Fisica (PO) induzidas na superffcie, ao 
comportamento oscilat6rio das funcoes-base, deteriorar a inves de utilizar metodos baseados em otica-de-raios, 0 

representacao de porcoes mais suaves. Este efeito foi melhor atendimento aos principios inerentes a sintese por 
verificado na irnplementacao das PFS e IPSE para urn GO deve ser buscado. Alguns destes aspectos, 
refletor offset sintetizado para produzir urn feixe em evidenciados em [11-13], sao aqui revistos, explorando­
cossecante quadrada no plano vertical com irradiacao se, em particular, uma cornparacao entre as pseudosplines 
azimutal uniforme, resultando uma superffcie que alterna cubicas, quinticas e de setima ordem no que toea a 
regi6es com variacao rapida das curvaturas em ambos os representacao dos parametres geometricos relevantes da 
pianos principais e regioes onde este comportamento se superffcie interpolada e seu efeito no calculo do campo 
mantern apenas ao longo de uma direcao principal de secundario, 
curvatura, observando-se 0 surgimento, de forma instavel, 
de "ripples" indesejaveis nos diagramas de radiacao a 2. PSEUDOSPLINES 
medida que se variava 0 numero de termos das expans6es Para a de urn conjunto Ninterpolacao global de 
[7J. pontos de coordenadas (Uj,Vj,Zj) definindo a superffcie 
A necessidade de se utilizar, ao menos para superficies refletora, a familia de pseudosplines. aqui restrita as 

com alto grau de modelamento como a descrita acima, ciibicas (CPS), quinticas (QPS) e de setima ordem (SPS), 
funcoes interpolantes globais que permitam uma e escrita [8] na forma 
implementacao mais estavel, levou a investigacao da N p 

aplicabilidade a sfntese e analise de antenas refletoras da Z(U,v) =La; [r; (u, v)]q + L bk r, (u, v) (1), 

familia de pseudosplines. Estas foram introduzidas por ;=\ k=1 

Duchon [8] para resolver 0 problema de interpolar com 
~~ ... _....- . 5 6suavemente urn conjunto de pontos ~0!" ~~2 funcao de K 1 2 3 10 , 1 ;., ..,duas variaveis com derivadas continuas ate certa ordem e P.(u.v) 1 u v v- uv 7u I v8 I 9uv 1 uv I 

obtidas a partir de uma extensao do problema de 
minimizacao de urn funcional descritivo da energia 
associada a uma placa fina flexionada de modo a ocupar CPS QPS SPS 

Q 3 5 7posicoes previamente definidas, tendo sido 
3 6 10.e.primeiramente aplicadas a interpolacao de urn subrefletor 

modelado de uma antena Cassegrain simetrica [9]. onde 

Conforme evidenciado em [7] para refletores fortemente N 

La;lPdu;,v;)]=O.k = 1,2, .'Or Oa),
modelados, obtem-se a convergencia desejada para os 
diagramas de radiacao utilizando-se apenas urn conjunto 

;=1 

Nas expressoes acima, (u,v) rcprcsentam t x.y) ou
reduzido dos pontos dados pela sfntese, a partir de urn 

cossenos diretores, rj(u.v)=[(u=u.)"+(\-\,I:l!·: rcpresenta a 
algoritmo que permite refinamentos locais (pelo pr6prio 

distancia no plano (u,v) entre 0 ponto onde ( I ) esta sendo processo de escolha daqueles pontos) em uma 
calculada e pontos-dados de coordcnadas tu, v.]: osinterpolacao global e, consequentemente, evitando os 

problemas observados na implementacao de series coeficientes {ad ~ e (bkl f' sao obnd«s pe la solucao do 

oscilatorias, Para antenas constitufdas de superficies mais sistema simetrico de Ns-p equacoes lincarcs consutuido da 
suaves como as encontradas em sistemas refletores para condicao de contorno (1a), imposta de forma que as 
feixes colimados, entretanto, 0 desempenho dessas derivadas contfnuas de mais alta ordcm pcrmanecam 
expansoes e comparavel ao das pseudosplines [10]. finitas afastado de cada ponte-dado, e daquelas 

resultantes do casamento de 0) nos N pontes. Em forma 
A fanulia de pseudosplines compreende funcoes 

matricial, obtem-se: 
polinomiais de suavidade garantida por construcao, com 

Q(Uj,VI)o r2 r~ (ul'Vj) PI(UI,VI) P,,(Uj,VI) 

rl
q 

(u2 •v2) o r~ (u2' v2) PI (u2' v2) P,,(u2, v2) 

rjq(UN,VN) rl(uN,vN) o Pj(uN.vN) P,,(UN,VN) 

PI(ul' vI) PI (u2, v2) P1(uN,vN) 0 o 

Pp(UI,VI) Pp(u2,n2) Pp(UN,VN) o o 

at 

a2 

aN 

bl 

b" 

Zj(UI,VI) l 
Z2(u2,v2) 

(2) 
ZN(UN. vN) 

o 

o 
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o mimero N de pontos-dados utilizados na implementacao 
de (2) nao corresponde, necessariamente, ao total de 
pontos fomecidos pela sfntese, podendo ser apenas 0 

suficiente para garantir a convergencia do casamento 

sobre toda a superffcie. Selecionando No(No ~p) pontes 
iniciais (mais concentrados, por exemplo, nas regi6es 
mais crfticas da superffcie), adiciona-se novos pontos 
onde os residuos D.z (diferenca entre a coordenada z do 
ponto-dado e seu valor obtido por (1» forem maiores, ate 
que a tolerancia desejada, associada a convergencia dos 
diagramas de radiacao correspondentes dentro das 
especificacoes, seja obtida. Neste processo iterativo, 
otirniza-se 0 esforco computacional de uma interpolacao 
global com a~6es localizadas onde estas se fazem mais 
necessarias e resultando em urn mimero reduzido de 
coeficientes a se deterrninar. Urna vez obtida a 
convergencia de diagramas, fica tambern assegurada a 
convergencia do algoritmo de interpolacao, restando, se 
necessario, refinar a sfntese propriamente dita. 

o mirnero de pontos (e sua localizacao) necessario a 
convergencia do processo depende, naturalmente, das 
caracterfsticas da superffcie, podendo tambern implicar na 
possibilidade de sintetizar menos pontos a priori como 
evidenciado em [7], ao contrario das expans6es em serie, 
mencionadas anteriormente, que fazem uso do conjunto 
comp1eto fomecido pela sfntese para minimizar os 
resfduos de forma global. Observa-se ainda que 0 valor 
desejado para a tolerancia dos resfduos D.z, que indica 0 

ponto de parada do algoritmo, e influenciado, de forma 
distinta para diferentes membros da famflia de 
pseudosplines, pela grade mais ou menos densa de pontos 
fomecidos pela sintese [12,13]. Em ultima analise, 
associa-se a tolerancia desejada nao s6 ao comportamento 
resultante dos parametres geometricos relevantes da 
superficie analisada mas, sobretudo, a sua influencia no 
calculo do campo secundario da antena, 0 que pode vir a 
perrnitir a convivencia com tolerancias menores e 
consequente otimizacao do esforco envolvido. Quanto a 
inclusao de novos pontos-dados no algoritmo 
desenvolvido, ha que se evitar a presenca de pontos muito 
pr6ximos, 0 que pode induzir coeficientes (da 
pseudospline) altos e consequente instabilidade numerica 
no compto de suas derivadas. Nestas situacoes, e 
aconselhavel refinar a sintese com uma grade mais densa 
de forma a fomecer 0 grau de informacao desejado sobre 
regi6es mais crfticas da superffcie, mesmo que ao custo de 
se utilizar mais pontos na interpolacao, conforme 
observado no exemplo analisado em [7,11]. 

Na implernentacao das pseudosplines a superficies com 
a1gum grau de simetria, 0 mimero de pontos-dados 
necessaries pode ainda ser mais reduzido. Considerando, 
por exemplo, superficies representadas por z(x,y) e 
apresentando simetria em y, a expressao das 
pseudosplines interpo1antes em (1) passa a ser escrita na 
forma 

NE NE+N, { } ..? 
:(x.y)=ai~>Ji(X.y»)'i + L a, [r,(x.y»)'i+[r:(x.y)]q + 2.. ht Pt (x , y ) 

i=1 i=N E+l 1;::=1 

com 

NF;+Ns 

Lai[ Pk (Xi'Yi)] =0 (3a), 
i=1 

onde 
fi(X,y)=(x-xii+(y_y;)2J 1/2 e 

fi'(X,Y)=((X-Xi)2+(Y+YifJ 1/2 

representam, respectivamente, as distancias entre 0 ponto 
(x,y) onde (3) esta sendo calculada e pontos-dados (Xj,Yi) 
ou seus sirnetricos (xj,-y;), e 0 mimero total de pontos­
dados edado por N=NE+Ns, denotando os pontos sobre 0 

eixo de simetria (NE) e sobre 0 hemisferio y>O(Ns). 
Ainda, devido a simetria, os termos de Pk em potencias 
fmpares de y tern seus coeficientes(bJ em (3) 
identicamente nulos, nao estando tambern presentes em 

1ll1l, _-.:.:.__13T4T5T6lLlJ ~ 

CPS QPS SPS 
Q 3 5 7 
p 2 4 6 

(3a) e resultando: 

Como 0 mimero de pontos sobre 0 eixo de simetria e em 
geral pequeno, N=Ns e, sendo N, a metade do mimerc de 
pontos necessario em uma superffcie sem simetria, 0 

esforco computacional envolvido no casamento de (3) 
com a coordenada z dos pontos-dados tern seu tempo 
(aN3

) aproximadamente dividido por 8. Pode-se entao 
escrever, para 0 casamento em pontos zj{Xj,Yj) no eixo de 
simetria, 

(4a) 

e, para 0 casamento em pontos zj{Xj,Yj) fora do eixo de 
simetria, 

N, N,+Ns [ ] ~ 
z/Xj'Yj) = Lai(ru)q + ,L ai (rut +ht +LbkPk(Xj'Yj),NE 

,=1 I=N[+J k=J 

(4b), 

com rij e rij' denotando, respectivamente, as distancias 
entre os pontos (Xj,Yj) onde (3) esta sendo calculada e os 

pontos-dados (Xj,Yi) ou seus simetricostx.-y.). Em 
conseqiiencia, a equacao matricial em (2) pode tambern 
ser reescrita na forma 

(3 ) 
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QI z, 
v» )q ] '" Ai" simetrica com i '" jAll A l 2 A" "[p 

II : 
A2l A22 

II 

Q~ 1=1 ': I I (rij )q ('i) ) qI' + 

A22 ('i; ) q I , simetrica =I 
pT 0 

II lbp I l 0 J ('ij) q + (ri) )q 

(5) 

onde 0 Iado esquerdo nao mars representa uma rnatriz 3. COMPARACOES ENTRE CPS, 
simetrica, sendo constitufdo das matrizes [P], [pT

] e [0] CPS E SPS 
ja presenres em (2) e das rnarrizes All, A/z, Az/ e Azz, 
de dimensoes NE x NE, NE X Ns, Ns X NE e Ns x Ns. A famflia de pseudosplines definida em (1), incluindo as 
respectivamente, e representadas por ciibicas (CPS), qufnticas (QPS) e de setima ordem (SPS) 

de interesse presente, constituem funcoes interpol antes 
o ('ij)q globais, suaves por construcao e apresentando derivadas 

contfnuas de tao mais alta ordem quanto maior for sua 
All = propria ordem. Neste sentido, e razoavel intuir que 

pseudosplines de mais alta ordem apresentem tambem urn (rij)q 0 
comportamento mais suave de suas derivadas primeira e 
segunda, melhor distribuido ao longo da superffcie 
interpolada, com influencia direta sobre seus parametres 

simetrica com i, j denotando pontos sobre 0 eixo, e de geometricos relevantes. Cumpre, entao, comparar estes 
elementos nulos na diagonal principal aspectos do desempenho das CPS, QPS e SPS levando 

tambern em conta 0 efeito de grades mais ou rnenos 
densas de pontos fornecidos pela sfntese das superficies. 

A" "[ 2(';1)' ], simetrica com i '" j 

0.1 

0.01 

§ 0.001 -..< 

~ 0.0001 
.... . . 

.. ... .. ..... -... ".... 
~ 

':.- ......... ­ .. . 
\ 

\ . 
1E-6! I' I I I ! I I ! ! , ! ! ! o ;) - .-­1U 1::1 zo Z5 30 35 40 45 50 55 

tteracces 

Figura 1·, Valores rms para 0 erro na coordenada z para interpolacao de hiperbo16ide com protuberancia 
central e espacamento de grade A.. ..... CPS .·····QPS SPS 

60 

0.00001 
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Em [12] foi analisada uma superffcie com representacao 
analftica conhecida (de forma a poder calcular os erros 
introduzidos pelas interpolacoes), posteriormente 
discretizada e interpolada por pseudosplines, constitufda 
por urn hiperboloide de revolucao com uma protuberancia 
de decaimento exponencial quadratico, tambern simetrica 
e centrada no vertice do hiperboloide na forma zp=A.eXp{ ­
0.15A'2[(x-5Ai+l]}. A partir de uma grade uniforme 
com espacamento A, mais alguns pontos intermediaries na 
regiao da protuberancia, a superffcie foi interpolada por 
CPS, QPS e SPS utilizando todos os pontos (situacao de 
erro rnfnimo) e, a partir do algoritmo de implementacao, 
adrnitindo tolerancias para os resfduos ~z de 0.0051.., 
0.011.. e 0.051... Foram obtidas distribuicoes de erro (~z) 

sirnilares para as tres funcoes interpolantes ao lange da 
superffcie, porem com as SPS utilizando menos pontos­
dados, conforme ilustrado na Fig. 1 para 0 valor rms de 
~ em funcao do mimero de iteracoes (- mimero de 
pontos dados) necessarias para convergencia. Utilizando 
grades menos densas, com espacamentos de 2.01.. e 2.51.. 
entre pontos, observou-se, ja para a situacao de erro 
mfnimo, que as SPS apresentam menores erros com uma 
distribuicao mais plana (suave) ao lange da superficie, 
especialmente na regiao modelada (da protuberancia). 

o efeito das interpolacoes na derivada primeira e 

0.15 

0.12 

.'.'••0	 .0 

• 0°	 .'0.09 . :::: :: 

comparado, para uma grade de espacamento A, atraves do 
erro absoluto na inclinacao da normal a superffcie 
calculado no plano x-z para a situacao de erro mfnimo, 
conforme ilustrado na . 2a; observa-se, novamente, 0 

comportamento mais suave das SPS, especial mente com 
relacao as CPS. Na Fig. 2b e mostrado, para as SPS, 0 

comportamento daquele erro ao se variar as tolerancias 
para ~z no algoritmo. Observou-se tambern, como 
esperado, que 0 calculo das derivadas e mais sensfvel a 
distribuicao de pontos-dados utilizados pelo algoritmo de 
interpolacao, especialmente proximo a borda da 
superffcie, aumentando os erros envolvidos no caso de 
grades menos densas. 

Vale ressaltar que pequenas diferencas entre as 
distribuicoes de resfduos (~z) ao lange da superffcie, 
devidas a interpolacces por diferentes membros da familia 
de pseudosplines, nao influenciam 0 calculo pela PO do 
campo secundario, visto que 0 algoritmo sempre converge 
para uma tolerancia pre-especificada e a fase das correntes 
induzidas e acomodada apropriadamente, 0 mesmo 
acontecendo com pequenas flutuacoes das derivadas 
primeiras (e direcoes normais a superffcie) devido a 
integracao que se sucede [11]. No que concerne a PO, a 
principal diferenca entre interpolacoes por CPS, QPS e 
SPS reside, portanto, no rnimero de pontos-dados 

0.7 
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Figura 2 - Erro absoluto na direc;ao normal ao longo do plano x-z, para interpolacoes de hiperbol6ide com 
protuberancia central em uma grade de espaeamento A.. 

(a) Erro minimo: ....... CPS ••••••• QPS __SPS
 

(b) SPS: _liz minimo __ ta <0.0051.. ••• /).z<O.OlA. -_•• /).z<0.05A. 
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utilizados, com implicacao no ntimero de coeficientes a 
serem computados para convergencia do algoritmo de 
implementacao, em especial se grades menos densas 
puderem ser sintetizadas. Ao se utilizar 6tica-de-raios para 
analise, entretanto, pequenos desvios gerados por "erros" 
de interpolacao podem afetar os diagramas obtidos pela 
GO e/ou 0 atendimento da sfntese aos princfpios por ela 
ditados. 

Os erros introduzidos pelas diferentes interpolacoes no 
calculo das derivadas de 2a. ordem sao melhor apreciados 
atraves de seu efeito sobre 0 calculo do produto de suas 
curvaturas principais (e, conseqiienternente, da amplitude 
do campo da GO), conforme ilustrado nas Figs 3a, b, 
ainda referentes ao hiperbol6ide com protuberancia 
central, variando-se a tolerancia de Llz para a grade de 
espacarnento 'A e variando 0 espacamento de grade para a 
situacao de erro minimo Llz=O (utilizando-se todos os 
pontos). Observa-se novamente 0 excelente desempenho 
das SPS, embora as QPS sejam perfeitamente aceitaveis, e 
salienta-se a perda de suavidade, introduzida pelas CPS na 
regiao da protuberancia em vista de descontinuidades nas 
derivadas de 3a. ordem mais acentuadas naqueles pontos­
dados. 

Para ilustrar os erros LlG introduzidos por interpolacoes 
por pseudosplines na distribuicao de potencia irradiada 
por antenas refletoras segundo a GO, considerou-se a 
superffcie analftica, analisada em [13], constitufda de urn 
elipsoide offset de distancia focal 5'A, excentricidade 
0.2 e diametro projetado 1O'A, com modelamento na 
direcao da borda superior na forma (6'A) exp{ -(0.2'A,2)[X­
13.5'A]2+(0.0l'A'2)[y]2}. A superffcie foi discretizada em 
683 pontos distribufdos em uma grade retangular de 
espacamento 0.25'Ae, fazendo uso da simetria no plano x­
z, em 187 pontos para uma grade de espacamento 0.5'A. 
Procedeu-se, entao, a interpolacoes por CPS, QPS e SPS 
utilizando-se todos os pontos (resfduo LlZ=O), 

correspondente a situacao de erro mfnirno, e admitindo-se 
tolerancias Llz=lO,5'A, 1O-4'A e lO'3'A; os mimeros de pontos 
dados necessaries a convergencia do algoritmo sao 
listados na Tabela I. 

Observa-se da Fig. 4a que, para interpolacoes por CPS, a 
utilizacao da grade de sintese mais densa (0.25'A) permite, 
para tolerancias (LlZ) menores, a convergencia do 
algoritmo para erros (LlG) menores na regiao modelada, 
utilizando, porem, urn mirnero consideravel de pontos 
dados a mais como se depreende da Tabela I. Para 

interpolacoes por QPS, obtern-se erros LlG desprezfveis 
para todas as tolerancias implementadas e para as duas 
grades utilizadas, conforrne se observa na Fig. 4b, embora 
uma melhor convergencia do algoritmo ao longo de toda a 
superffcie, incluindo a regiao modelada, seja obtida a 
partir da grade mais densa. Ainda com relacao as QPS, 
depreende-se da Tabela I que, nao s6 os numeros de 
pontos-dados utilizados sao menores que os 
correspondentes para as CPS, mas tambern sao pr6ximos 
entre si para as duas grades utilizadas, evidenciando uma 
maior estabilidade para as QPS. Estes efeitos sao ainda 
mais salientados para as SPS, observando-se, da Fig. 4c, 
que a utilizacao da grade de espacamento 0.5'A ja fornece 
erros LlG praticamente nulos ao longo de toda a superffcie 
e para todas as tolerancias. Conclui-se, entao, que, no caso 
das SPS, pode-se utilizar resfduos maiores como 
tolerancia, com a consequente reducao no mimero de 
pontos-dados necessaries, alern de satisfazer os requisitos 
de sfnteses 6ticas de forma mais suave e com 
convergencia mais _rapida do algoritmo que quando se 
utiliza CPS e QPS; a possibilidade de se reduzir 0 esforco 
computacional pela sfntese de grades menos densas fica 
tambern evidenciada. 

Para aplicacoes envolvendo 0 calculo do diagrama de 
radiacao da antena a partir da integracao das correntes da 
PO induzidas sobre a superffcie refletora, como 
mencionado anteriormente, a principal diferenca entre 
interpolacoes por CPS, QPS e SPS e 0 mirnero de pontos­
dados utilizados pelo algoritmo de implementacao ate 
atingir a convergencia dos diagramas 
correspondentes.Nao s6 pseudosplines de ordem mais 
alta utilizam menos pontos como a distribuicao dos 
pontos utilizados pelas de ordem mais baixa (CPS) tende 
a uma maior concentracao nas regioes mais fortemente 
modeladas da superffcie. Discrepancias com relacoes as 
especificacoes de sintese, ainda que pequenas, sao 
tipicamente observadas nos diagramas da GO devido a 
interpolacoes na borda da superffcie, mas sao 
natural mente suplantadas nos diagramas difrativos da PO 
em diversas aplicacoes. 

o exemplo analisado em [7], envolvendo uma superffcie 
fortemente modelada, estabeleceu a maior estabilidade e 
adequacao das QPS quando comparadas com a 
implementacao de expansces em series 
polinomiais/senoidais (PFS e JPSE), conforme revisto na 
Introducao do presente, para aquela classe de superffcie. 
As mesmas conclusoes (comparativas) se aplicaram a 

LlZ=O LlZ=I O,5'A Llz= I0-4'A Llz=IO,3'A 

CPS-0.25'A 683 246 137 57 

CPS-0.50'A 187 138 95 53 
QPS-0.25'A 683 134 72 36 
QPS-0.50'A 187 115 70 32 
SPS-0.25'A 683 95 54 33 

SPS-0.50'A 187 87 52 33 

Tabela 1 -.Numero de pontos dados necessaries para convergencia de interpolacoes por 
pseudosplines de elips6ide modelado. 
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.mplernentacao das CPS e SPS para aquele problema, 
conforme evidenciado em [11], para as CPS, e em 
resultados nao publicados, para as SPS. Foi tambern 
comprovada a possibilidade de se utilizar grades de 
sfntese menos densas. mantendo-se as caracterfsticas 
estabelecidas para a im?le:r;e::c~2.'J das pseudosplines, 
enquanto as instabilidades observadas nos diagramas de 
radiacao correspondentes as interpolacoes por PFS e 
JPSE, quando se variava 0 mimero de termos nas 
expans6es em serie, se acentuaram para sfnteses 
fornecendo distribuicoes mais esparsas de pontos-dados. 
A sfntese do refletor offset modelado, analisado em 
[7, I1J, forneceu uma superffcie definida por 1102 pontos 
distribufdos ao longo de 58 radiais sobre uma grade polar 
regular ortogonal ao e cen-trada no eixo do alimentador. 
Para interpolacoes por CPS. QPS e SPS. associadas a uma 
tolerancia pre-especificada .6.z=0.005A para os residuos, 
obteve-se convergencia dos diagramas (PO) de radiacao 
utilizando-se apenas 70, 27 e 37 pontos-dados 
respectivamente. Conforme esperado, pseudosplines de 
ordem mais alta utilizam urn mirnero inferior de pontos (e 
coeficientes) para convergencia do algoritmo de 
interpolacao embora se obtenha uma concordancia 
satisfatoria entre os diagramas da PO, conforme ilustrado 
na Fig.5. 
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Figura 3 • Erro no produto das curvaturas principais ao longo do plano x-z para interpolacdes por pseudosplines de 
hiperboloide com protuberancia central. 

(a)	 espacamento > de grade: (i) CPS, (ii) QPS , (iii) SPS 
__ • z minimo _,,_. z < 0.005· • • • •• ...". z < 0.01· • • • .•..••• z < 0.05· 

(b) erro minimo e espacamento de grade variavel : (i) • •• (ii) 2· •• (iii) 2.5· 
...... CPS ------ QPS SPS 
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