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Resumo: Tres metodos de eliminacao de modos espurios 
em solucoes de guias de ondas dieletricos , inornogeneos 
e/ou anisotr6picos, usando formulacoes variacionais e 0 

Metodos de Elementos Finitos sao analisados neste 
trabalho. 0 metodo da penalidade com integracao 
reduzida, recentemente aplicado a problemas de 
Eletromagnetismo, tern 0 seu desempenho computacional 
comparado com 0 do metoda das componentes 
transversais de Hayata e Koshiba e com 0 de uma 
abordagem que emprega elementos de aresta. A qualidade 
das aproxirnacoes e as caracterfsticas computacionais 
comprovam a eficiencia da integracao reduzida, 
suprimindo os principais inconvenientes do metodo da 
penalidade e mantendo os seus atrativos e a simplicidade 
da implernentacao. 

Abstract: Three methods for elimination of spurious 
modes from variationally formulated Finite Element 
: : :..:!ions of inhomogeneous and/or anisotropic dielectric 
waveguides are considered. The reduced integration 
penalty method, recently applied to EM wave problems, is 
compared, in terms of computational performance, to the 
method of transversal components by Hayata and Koshiba 
and to an edge element based approach. The quality of the 
approximations obtained and its computational 
characteristics testify the efficiency of the reduced 
integration in suppressing the main drawbacks of the 
penalty method, while preserving its advantages and 
simple implementation.. 

Palavras Chave: Guias Dieletricos, Modos Espurios, 
Elementos Finitos, Penalidade com Integracao Reduzida. 

INTRODU<;Ao 

As primeiras aplicacces do Metodo de Elementos Finitos 
(MEF) em problemas de Eletromagnetismo (EM) 
surgiram na literatura no final da decada de 60 e, desde 
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entao, 0 ruimero de publicacoes no assunto vern crescendo 
exponencialmente: do primeiro, em 1968, a quase 700 em 
1990, sao mais de 5000 trabalhos que comprovam 0 

alcance do metodo [1]. No estudo de guias oticos e de 
microondas, 0 MEF tern aparecido com muita enfase, 
principalmente a partir da decada de 80, quando se 
estabeleceu como "provavelmente, a mais poderosa e 
eficiente solucao numerica do problema mais geral de 
guias de ondas oticos" [2]. 

No caso de guias de ondas homcgeneos e isotropicos, 
onde a propagacao pode ser descrita em termos de modos 
TE e TM, a formulacao variacional que serve de base para 
a aplicacao do MEF e escalar e se expressa, geralmente, 
em termos das componentes longitudinais desses modos. 
Quando 0 guia apresenta anisotropia e/ou inomogeneidade 
transversal, os modos hfbridos de propagacao tornam 
necessaria a utilizacao de uma forma variacional vetorial 
associada ao metodo, Neste caso, uma das maiores 
diflculdades que surgem no calcuro nurnerico cas 
caracterfsticas de propagacao e 0 aparecimento de 
solucoes nao-ffsicas, os chamados modos espurios, 
relatado desde as primeiras tentativas de resolver modelos 
vetoriais [3,4]. 

Nas aplicacoes do MEF a guias de ondas dieletricos em 
que a anisotropia e/ou a inomogeneidade se devem a 
permissividade eletrica, a formulacao variacional mais 
apropriada e expressa em termos do vetor campo 
magnetico, e os modos espurios sao as solucoes do 
problema discretizado que violam a condicao de 
solenoidalidade de H. 0 espa,!o das aproximacoes gerado 
pela forma variacional discretizada nao corresponde ao 
espaco das solucoes da equacao diferencial original e 
obtern-se, assim, pares de autovalores e autovetores nao­
ffsicos. 

Ao longo de mais de duas decadas, vanos autores tern 
tentado explicar as origens desse problema e buscado 
formas de garantir a confiabilidade das solucoes obtidas. 
Inicialmente, 0 procedimento consistia na identificacao a 
posteriori das solucoes espiirias e sua consequente 
remocao, As dificuldades de autornatizacao destes 
processos, alern de seu elevado custo computacional, 
levaram 11 investigacao de rnetodos para eliminar a priori 
os autopares espurios. 
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Neste trabalho, os diferentes procedimentos propostos 
visando a eliminacao a priori de modos esptirios em 
problemas de ondas guiadas, foram classificados em 3 
categorias distintas, a saber: modificacao do funcional 
basico, uso de outras formulacoes variacionais e uso de 
novos elementos. De cada uma dessas categorias, foi 
escolhido urn metodo para ser implementado, com 0 

objetivo de se efetuar uma comparacao entre seus 
desempenhos computacionais. 

Da primeira categoria, foi implementado 0 metoda da 
penalidade [5,6], com uma modificacao recentemente 
introduzida [7,8] que permite pre-fixar 0 valor do 
parametro de penalidade, garantindo a eliminacao dos 
modos espurios do intervalo espectral de interesse sem 
afetar significativamente a precisao dos modos ffsicos. 
Este metodo, chamado de penalidade com integracao 
reduzida, tern implementacao simples e mantern a 
esparsidade das matrizes, uma caracterfstica 
computacional importante do metodo da penalidade. 
Dentro da segunda categoria, foi escolhido 0 metodo das 
componentes transversais de Hayata e Koshiba [9], devido 
a simplicidade de sua formulacao te6rica e por eliminar os 
modos espiirios de todo 0 espectro. 

Na terceira categoria, a denominacao generica "elementos 
vetoriais tangenciais" caracteriza a classe cujas funcoes de 
base tern os graus de liberdade associados as arestas e nao 
aos vertices dos elementos, como nos tradicionais 
elementos Lagrangeanos. Nesta classe, cuja propriedade 
mais importante e a continuidade imposta apenas a 
componente tangencial do campo, 0 conjunto mais 
simples e composto pelos elementos de aresta (edge 
elements). Na formulacao aqui implementada, a 
componente axial do campo - que deve ser sempre 
continua nas interfaces entre materiais diferentes - foi 
aproximada por elementos nodais, mas para a componente 
transversal - que pode apresentar descontinuidade normal 
nessas interfaces - foram usados elementos de aresta. Com 
isso, e possivel impor aos campos apenas a continuidade 
fisicamente requerida, por meio de uma formulacao 
simples e eficiente. Atraves dos resultados obtidos em 
diversos experimentos numericos, busca-se identificar as 
vantagens e as desvantagens dessas tres abordagens, no 
sentido de garantir a confiabilidade das solucoes, Em 
particular, comprova-se a eficiencia e a simplicidade do 
metodo da penalidade com integracao reduzida, 
analisando-se seu desempenho computacional em 
cornparacao com outros ja estabelecidos. 

Na secao 2, a formulacao em termos do campo vetorial 
magnetico para 0 problema de autovalores de guias de 
ondas longitudinalmente uniformes e apresentada e, em 
seguida, desenvolve-se a forma variacional equivalente e a 
sua discretizacao pelo MEF. Na secao 3, ap6s uma 
discussao geral sobre a eliminacao de modos espiirios em 
guias de ondas, sao descritos os metodos escolhidos para 
ser implementados, obtendo-se, para cada urn deles, a 
equacao matricial global do MEF. A secao 4 descreve 
brevemente as implernentacoes computacionais e sua 
validacao, apresentando, em seguida, os resultados 
obtidos com os metodos de eliminacao de espurios para 

alguns tipos de guias de ondas dieletricos, Compara-se, 
entao, 0 desempenho destes metodos em termos de 
precisao, tempo de cornputacao e quantidade de mem6ria 
requerida, concluindo-se as vantagens relativas de cada 
urn. 

2 FORMULACAO DO PROBLEMA 

2.1 0 Problema de Autovalores 

Seja urn guia de ondas sem fontes, uniforme na direcao z e 
com secao reta arbitraria .Q no plano xy, como mostra a 
ura 1, onde e e ~ sao, respectivamente, a permissividade 
eletrica e a permeabilidade magnetica relativas do meio 
interno ao guia, e uma dependencia temporal harmonica 
da forma exp(jw t) e assumida, sendo ill a frequencia 
angular. A fronteira do guia se particiona, no caso mais 
geral, em urn condutor eletrico perfeito (OnE ) e urn 
condutor magnetico perfeito (onM) . Devido ao interesse 
em aplicacoes a guias inomogeneos e anisotr6picos, 
assumindo ~ = 1 e e =£ (x,y) como 0 tensor 
permissividade relativa, obtem-se das equacoes de 
Maxwell a equacao vetorial de Helmholtz para 0 campo 
magnetico: 

rot [£" rot H] - ko2 H = 0 (1) 

sendo ko =oXllo £0)112 0 mimero de onda no espaco livre e 
tendo como condicoes de contorno: 

n x H = 0 em onM (2) 
n x ( £,1 rot H ) =0 em OnE (3) 

onde 0 denota 0 vetor unitario normal a fronteira. Na 
interface entre dois materiais distintos, identificados pelos 
indices i e j, 0 campo magnetico deve satisfazer ainda as 
condicoes de continuidade: 

ox(Hj-Hj ) = 0 (4) 
n x ( £;,1 rot Hi - £j'! rot H, ) = 0 (5) 

sendo 0, aqui, 0 vetor unitario normal a interface entre os 
meios. A condicao de solenoidalidade do campo 
magnetico esta implfcita em (I) quando ko2 0, 0 que 

dOe 

yL 
/ x
 
z
 

Figura 1 • Geometria da Secao reta (arbitraria) do 
guia de ondas, 
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pode ser facilmente comprovado tornando-se 0 divergente 
daquela equacao, ou seja, as solucoes de (1) com koz 0, 
tambern satisfazem a div H = O. 

A equacao (1) tern solucoes nao-triviais apenas para 
uma colecao enumeravel de autovalores P"j = ko/ } ,e 
a colecao] Vj = Hj} das autofuncoes normalizadas 
correspondentes forma urn conjunto ortonormal completo 
em {L, (.0) }3, onde L, (.0) e 0 espa90 de Hilbert de 
funcoes de quadrado integravel definidas em .0. A 
determinacao dos autopares (J"j ,v) constitui 0 problema 
de autovalores (PAV) associado a (1), (2) e (3), definido 
de forma mais compacta como: 

(PAV) 

Aehar (A. ,v) tal que v E S ( rot, n ), v 0 e div v = 0 em n , 
1Lv =A. v em 12, n X v =0 em OnE e n X (e· rot v) =0 em OnM 

(6) 

onde 

A = koz, Lv = rot (c·1 rot v) e 
S ( rot, .0) = {v E (Lz (.0))3 / L v E (Lz(.0))3 , 

n Xv = 0 em o.oE e 
n x (c·1 rot v) = 0 em o.o M } 

Seria possfvel, em alguns casos, obter solucoes 
aproximadas diretamente do PAV, eomo no Metodo de 
Diferencas Finitas, mas a abordagem utilizada aqui sera a 
do MEF, que se baseia na formulacao variacional (ou 
fraca) descrita a seguir. Esta 0P9ao se define, 
basicamente, na escolha do esquema de computacao que 
se deseje aplicar. 

2.2	 Forrnulacao Variacional 

Seja v uma solucao forte (ou classica) do PAY 
representado em (6). Entao: 

(L v, w ) = A(v , w), W E S ( rot, .0 ) (7) 

onde (.,.) denota 0 produto interno em Lz (.0) e W 
representa as chamadas funcoes teste admissfveis que, por 
pertencerem a S ( rot, .0), satisfazem as mesmas 
condicoes de contorno da solucao, Nas aplicacoes do 
MEF a problemas de Eletromagnetismo, 0 PA V a ser 
resolvido e, inicialmente, substitufdo por uma formulacao 
fraca (ou variacional) equivalente para a qual se busea, 
entao, uma solucao aproximada. No caso do PAV 
formulado em (6), 0 uso do produto interno complexo em 
(7) e a aplicacao de algumas identidades vetoriais leva a 
formulacao fraca [7] : 

Acnar { A., v) E R x V ( rot, n) tal que v 0 e 

(c·1 rot v , rot w) = A (v , w), w E V ( rot, n) (8) 

onde 

V ( rot, .0 ) = {v E (Lz (.0))3 / rot v E (Lz (.0))3, 

n . v = 0 em On E e n x v = 0 em 0.0 M ) 

Esta formulacao faeilita a obtencao de solucoes 
aproximadas por ser, na grande maioria dos problemas, 
mais simples de tratar numericamente do que a equacao 

original. 0 procedimento geral consiste em escolher urn 
subespaco de dimensao finita Vh 

V e nele buscar as solucoes de (8). 0 MEF, descrito a 
seguir, se encarrega de construir este subespaco. 

2.3	 Dlscretlzacao por Elementos 
Finitos 

A forrnulacao fraca pode ser usada para obter solucoes 
aproximadas para 0 PAV, uma vez escolhido 0 conjunto 
de funcoes teste conveniente. 0 metoda de Rayleigh-Ritz 
[10] consiste em eseolher urn mimero finito de funcoes 
teste ak , k = 1,..,N e, dentre todas as suas possfveis 
cornbinacoes lineares, identificar aquela que torna 0 
funcional estacionario. Na chamada aproxirnacao de Ritz, 
os coeficientes desconhecidos sao determinados por urn 
sistema de equacoes, e a escolha das funcoes teste ira 
definir a maior ou menor complexidade na construcao 
desse sistema, especialmente quando 0 problema envolve 
domfnios irregulares e condicoes de contorno nao-triviais. 

A aproxirnacao de Galerkin e a mais usual dessas tecnicas 
de discretizacao e se caracteriza pela escolha do mesmo 
espaco Vh(de dimensao finita) para aproximar as solucoes 
e as funcoes teste. 0 MEF fornece uma tecnica 
conveniente para a geracao sistematica das funcoes ak do 
espaco de aproximacao. Consiste, inicialmente, em 
particionar a regiao estudada .0 num conjunto de E 
elementos finitos .Q" 

o = u~ 0e' OJ (\ 0 j ::/; 0 para i ::/; j (9) 

o conjunto finito de funcoes teste ak gera Vs que, par sua 
vez, e subespaco de V. 0 fndice h esta associado ao 
tamanho e, consequentemente, ao mimero total E de 
elementos usados para discretizar .0. Uma vez escolhido 0 

espaco de funcoes de interpolacao ak E Vh cada 
componente da solucao fraca e aproximada pela 
cornbinacao linear: 

(10) 

Usando 0 mesmo eonjunto de funcoes para as funcoes 
teste w (Galerkin), e possfvel escrever a formulacao (8) 
discretizada por elementos finitos: 

Achar{ (koZ)h ,Vh) E RXVh tal que vs ee Il e 

(c·lrotvh,rotwh)= (koZh(Vh,Wh), WhE Vh (11) 

No problema considerado, a onda EM propaga-se na 
direcao z com urn campo rnagnetico da forma: 

H (x,y,z) = H (x.y) exp (- jf3z (12) 

e a solucao v = H E V ( rot,.o) do PAV em (6) coincide 
com 0 ponto estacionario do funcional: 

F(H) =f[rotH' '(E-lrotH)-kozH' ·H]dQ (13) 

n 
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associado a (8), com w = H E V ( rot.O). Dividindo a 
secao reta n do guia em elementos com n nos, 0 campo 
magnetico em cada elemento pode ser escrito em term os 
dos seus valores nodais: 

He = [N]The exp (- j j3z (14) 

onde 

fNe Ne (15)[N]= ~ 
0 

0 

iU 
e 

he = [hx h y hz ] (16) 

Aqui, N, representa 0 vetor das funcoes de base nodais, 
h.. hye h, sao os vetores formados pelos n valores nodais 
das componentes do campo vetorial rnagnetico em cada 
elemento, 0 e 0 vetor nulo e T denota transposicao. 
Usando-se a expressao aproximada para H em (14) no 
funcional (13) e as tecnicas usuais do MEF [II], obtem-se 
a equacao matricial global: 

[ 8 ] h - ko2 [T] h =0 (17) 
onde 

[S]= I. J[B]*£ -I [B]T dxdy (18) 
e no 

[T]= I. J[N]*[N]T dxdy (19) 
e no 

0N -jf3N e -dN IdY]
[B] = [ j f3 e o dNid X (20) 

dNJdy -dNJdx 

h e 0 vetor formado pelos valores nodais das componentes 

do campo vetorial magnetico em n e I simboliza 0 

e 

processo de soma das contribuicoes de cada elemento nas 
matrizes globais [8] e [T]. Vale ressaltar que 
desenvolvimento analogo pode ser feito para 0 campo 
eletrico, chegando-se ao mesmo tipo de sistema matricial. 
Infelizrnente, esta formulacao gera solucoes espurias, que 
violam a condicao de solenoidalidade do campo H, 
entremeadas as solucoes corretas, correspondentes aos 
modos ftsicos do guia considerado. A seguir, serao 
analisadas tecnicas para tratar esse problema. 

3	 METODOS DE ELiMINACAO 
DOS MODOS ESPURIOS 

Desde as primeiras aplicacoes do MEF ao calculo de 
campos vetoriais EM, observou-se a ocorrencia de modos 
espurios, Ao longo das duas ultirnas decadas, varios 
autores tern procurado investigar as causas deste problema 
e buscado formas de garantir a confiabilidade da solucao 
final. 

As formulacoes vetoriais mais utilizadas em problemas de 
guias de ondas sao a equacao de Helmholtz para as 
componentes longitudinais Ez e Hz (equacao dos modos 
hfbridos) e a equacao vetorial de Helmholtz para as tres 
componentes dos campos E ou H. Em 1970, Cendes e 
Silvester [12] relatam 0 surgimento de "solucoes nao­
fisicas" na determinacao dos modos de guias parcialmente 
carregados com dieletricos, usando uma formulacao 
variacional baseada na equacao dos modos hfbridos, e 
propoem a observacao do comportamento dos campos 
como forma de distinguir entre modos ffsicos e esptirios. 
No contexto da equacao vetorial de Helmholtz 
envolvendo as tres componentes do campo, os modos 
espiirios cornecaram a ser estudados na segunda metade 
da decada de 70. Em 1976, Konrad [13] apresenta os 
primeiros resultados para esta equacao em que aparecem 
modos espurios, reconhecendo-os por violarem a 
condicao de divergencia nula e nao satisfazerem as 
condicoes de contorno. 

A identificacao a posteriori das solucoes espurias consiste 
em utilizar 0 funcional (13) sem modificacao e. a partir 
dos resultados, selecionar os autopares corretos atraves do 
pos-processamento dos autovetores ou por simples 
inspecao. 0 custo computacional elevado e a dificuldade 
na autornatizacao desses procedimentos justificam a 
necessidade de se investigar metodos que possam garantir 
a priori a eliminacao dos autopares espurios. Tal objetivo 
pode ser alcancado por diversos procedimentos. que serao 
aqui agrupados em 3 categorias distintas. J saber: 

1. Modificaciio do funcional a ide.a consiste em 
adicionar a formulacao variacional corrcspondente a 
equacao vetorial de Helmholtz urn tcrrno que incorpore, 
de alguma forma, a condicao de solcnordahdade. E 
possfvel, por exemplo, impor essa condicao 
aproximadamente, atraves de rnultiplicadorcs de Lagrange 
ou no sentido dos mfnirnos quadrados Este ultimo 
procedimento configura 0 metoda d.l pcnalidade [5,6], 
que sera tratado mais adiante: 

2. Uso de outras [ormulaciies variacionais a 
necessidade de garantir solucoes livres de rnodos espurios 
levou varies autores a investigar forrnulacoc s variacionais 
altemativas. Hayata, Koshiba et at [9] expre ssararn. para 
problemas de guias de ondas, a componcntc H, (OU E,) em 
termos de H, e H, (ou Ex e E~). atraves da propria 
equacao da divergencia discretizada. rcduzindo 0 sistema 
global obtido pelo MEF a uma funcao apenas das 
componentes transversais e apresentaram resultados sem a 
presenca de modos espiirios. Mais recentemente, 
Fernandez e Lu [14] tambern apresentaram resultados 
livres de modos espiirios, partindo das expressoes gerais 
do campo em funcao das componentes transversais e 
obtendo uma forrnulacao variacional em termos de H, e 
H, . Angkaew et alli [15], Chew e Nasir [16] e diversos 
outros autores desenvolveram forrnulacoes alternativas, 
mas todas, inclusive as aqui mencionadas, envolvem urn 
acrescimo consideravel de procedimentos computacionais 
em cornparacao com a formulacao basica (13) ; 

3. Uso de novos elementos: nesta categoria encontram-se 
os metodos que mantern a forrnulacao variacional basica e 
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modificam a natureza das funcces de base, criando novos 
tipos de elementos capazes de garantir urn espaco de 
solucoes com divergencia nula. Aqui se incluem as 
abordagens de Crowley, Silvester e Hurwitz [17), 
Kobelansky e Webb [18] e Hano [19] , entre outras. Os 
chamados elementos covariantes [17,20] sao elementos 
curvilfneos isoparametricos que usam funcoes de base de 
ordens diferentes para as componentes transversal e 
longitudinal dos campos e sao capazes de resolver 
problemas de geometria complexa. Kikuchi [21] utiliza os 
elementos de baixa ordem propostos por Nedelec [22] 
para garantir que todas as solucoes numericas sejam 
aproximacoes de modos ffsicos. Bossavit e Mayergoyz 
[23] discutem as vantagens de usar os chamados 
elementos de aresta em problemas de espalhamento. 
Recentemente, Aubourg e Guillon [24] usaram elementos 
mistos nas solucoes de microstrips com perdas e 
afirmaram que eles coincidem com os elementos 
retangulares de Hano [19] e com a c1asse de elementos 
que Bossavit [25] gera atraves das formas de Whitney. 

Dentre os varies procedimentos aqui mencionados, foram 
escolhidos para serem analisados e implementados 3 
metodos bern distintos, que exemplificam cada uma das 
categorias acima descritas : 

- 0 metodo da penalidade: 0 mais frequentemente 
utilizado dentre os metodos da categoria 1, tern uma 
forrnulacao maternatica abrangente e aplicacao em 
diversas areas da Engenharia. Neste trabalho, alern do 
metodo de penalidade tradicional, sera discutida e 
aplicada a problemas de guias de ondas dieletricos a 
tecnica de integracao reduzida seletiva [26), que 
melhora significativamente 0 desempenho do metodo, 
como sera comprovado adiante; 

- 0 metodo das componentes transversais de Hayata e 
Koshiba : dentro da categoria 2, seu grande atrativo e 
garantir a completa elirninacao dos modos espurios em 
todo 0 espectro com uma formulacao teorica simples; 

- elementos de aresta : a mais recente das tecnicas de 
eliminacao de modos espurios, prop6e uma abordagem 
que embute as caracterfsticas ffsicas do campo 
eletrornagnetico (continuidade tangencial, 
descontinuidade normal) aos tipos de elementos e suas 
funcoes de interpolacao. 

A seguir, esses metodos para elirninacao de 
modos espurios serao apresentados e suas implementacoes 
no problema de guias de ondas dieletricos serao descritas 
na proxima secao, 

3.1	 Metodo da Penalidade 

o metodo da penalidade, empregado inicialmente em 
aplicacoes do MEF a problemas de Mecanica e Analise 
Estrutural, consiste em acrescentar a formulacao 
variacional basica do problema urn termo que imp6e a 
condicao de solenoidalidade no sentido dos mfnimos 
quadrados, isto e : 

Fp(H)	 = F(H) + s P(H) (21) 

onde F(H) e 0 funcional em (13), 

P(H)= J(divH*.divH) dO. (22) 
n 

e s e urn mimero real positivo chamado constante de 
penalizacao - amedida que s aumenta, cresce a restricao 
imposta aos modos espurios [5]. A equacao matricial 
global, obtida apos a discretizacao de (21) pelo MEF, se 
escreve: 

( [S] + s[U] ) h - !co2 [T] h =0 (23) 
onde 

[U]=:LJCC
T do.e (24) 

e ne 

e a matriz global correspondente ao termo de penalizacao 
e 

(25) 

onde N, e 0 vetor das funcoes de base. Na implernentacao 
do metodo da penalidade, que sera descrita adiante, foram 
escolhidas funcoes de base Lagrangeanas de segunda 
ordem [II]. 

Os resultados publicados ate 0 momenta com 0 uso do 
metoda da penalidade em problemas de guias de ondas 
apresentam como principal limitacao a incapacidade de 
eliminar os modos espiirios de uma regiao arbitraria do 
espectro. Se 0 valor de s for muito pequeno, vao aparecer 
espurios na regiao de interesse, e se for grande, os 
autovalores ffsicos perdem precisao. Na verdade, para 
cada modo 0 valor otimo de s e diferente, sendo 
impossfvel a determinacao a priori deste valor para urn 
dado intervalo de frequencies, 0 que compromete 0 

desempenho global do rnetodo. Urn procedimento simples 
que permite estipular 0 valor de s arbitrariamente grande, 
eliminando os espurios do intervalo espectral de interesse 
e sem que a precisao dos modos ffsicos fique 
comprometida sera apresentado a seguir. 

3.2	 Penalidade com integrar;ao 
reduzida : 0 metodo RIP 

Idealmente, 0 coeficiente de penalizacao s deveria poder 
crescer livremente para que os mod os nao-ffsicos fossem 
afastados da regiao espectral de interesse. Na pratica, isto 
nao e possivel, e a discretizacao por elementos finitos de 
(21) nao funciona a contento. 0 problema surge porque 0 

funcional P(H) em (22) e urn termo de penalizacao 
apropriado para 0 problema variacional continuo, isto e, a 
determinacao das funcoes que tornam 0 funcional F(H) 
em (13) estacionario, com a restricao da divergencia nula. 
Isso, entretanto, nao garante que a aproxirnacao por 
elementos finitos de P(H), para urn tamanho de malha 
arbitrario, tambem seja urn termo de penalizacao 
apropriado para Fp(H). Para estar qualificado a ser urn 
funcional de penalizacao, P(H) precisaria ser positivo 
semi-definido [27] e, em geral, este aparece como positivo 
definido. 0 problema e, entao, dito "trancado" 
(overconstrained ou locked). 
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As integrais na aproxirnacao por EF sao normalmente 
calculadas por integracao numerica e, quando os 
integrandos sao polinornios, existem f6rmulas que 
fornecem vaiores exatos para estas integrais. Foi 
constatado, no contexto de problemas de Analise 
Estrutural, que se a regra de integracao utilizada para 0 

termo de penalizacao for de ordem menor que a 
necessaria para uma integracao exata, 0 funcional 
discretizado Fp(H) se torna positivo serni-definido, 
evitando 0 "trancamento" da solucao [27]. 0 conceito de 
integracao reduzida seletiva (onde apenas algum termo e 
integrado com ordem menor que a exata) aplicado ao 
metodo da penalidade - RIP (Reduced Integration 
Penalty) - foi inicialmente empregado por Doherty et alli 
[28] em problemas de Engenharia Civil. 

Para ilustrar 0 procedimento do metoda RIP, denota-se 
por le( f ) a regra de quadratura usada para aproximar a 
integral da funcao f em cada urn dos E elementos finitos 
que constituem a malha definida em n, ou seja: 

E 
I (f) = L r, (f ) (26) 

e=! 

onde 

r, (f) =L
L 

PI f(~t), 1 <e<E (27) 
1=1 

e, portanto 

Ie (f) =: f f d n (28) 
Qe 

onde PI> 0 sao os pesos da integracao e Sle sao os pontos 
da regra de quadratura de Gauss utilizada dentro de cada 
elemento [10]. Se f for polinomial, e possivel escolher 
uma ordem L para a regra I, tal que a igualdade se 
verifique em (28), isto e, a integracao seja exata. A 
aproximacao do funcional (23) pelo metodo RIP consiste 
em encontrar os auto pares {(ko2h S, v"S} E R x Vs que 
tornam estacionarios 0 funcional: 

sr, (Vh ) = J[(e- I rot v,", rotwb)-(ko2>ns(VhS,Wh)}dn+ 
n 

+sI(divvhs,divw h), V whE Vh 

(29) 

sendo I uma regra de integracao numerica uma ordem 
inferior a usada para calcular numericamente as outras 
integrais em (29). Com isso, a matriz de penalizacao [V] 
em (24) passa a ser positiva serni-definida, evitando 0 

"trancamento" do sistema [27]. 

A grande vantagem de se usar RIP e que 0 valor do 
coeficiente de penalizacao s pode ser pre-fixado 
arbitrariamente grande, garantindo urn intervalo espectral 
livre de modos esptirios sem, entretanto, afetar 
substancialmente a precisao dos autovalores ffsicos, 0 
metodo RIP introduz, assim, uma forma eficiente de 
garantir a eliminacao dos modos espurios do intervalo 
espectral de interesse, eliminando a necessidade de 
procurar urn coeficiente de penalizacao 6timo. 

3.3	 Metodo das Componentes 
Transversais de Hayata e Koshiba 

o rnetodo das componentes transversais, desenvolvido 
por Hayata e Koshiba [9], aqui designado por H-K, 
consiste em eliminar do funcional F(H) em (13) a 
componente longitudinal Hz , utilizando para isto a 
condicao div H = O. Assumindo uma variacao longitudinal 
da forma exp(-j{3z), obtern-se daquela condicao: 

Hz = (l/ j{3 ) [a aH x + aH y ] (30) 
ax ay 

Aplicando a tecnica de Galerkin a esta relacao e usando a 
expressao (14), ap6s sornar-se as contribuicoes das 
matrizes elementares e possivel escrever 0 vetor de 
inc6gnitas nodais h como: 

h =[D] hi (31 ) 

onde 

hi =[hx hy ] T (32) 

[I]	 ] 
[D] =[ [D r' [Dr] 

(33) 
z 

[ Dz] = L fN e N / dx dy (34) 
e ne 

T T 

[Dr] = L fiNe aN e N e aN e 
] (35) 

e n ax ay 

e [I] e a matriz unitaria. Substituindo-se (31) em (17) e 
pre-rnultiplicando por [D]T, obtern-se a equacao matricial 
global que tern como inc6gnitas as componentes 
transversais hi : 

[s, ]hi - ko2 rr.: hi = 0 (36) 
onde 

[ Sk] = [D]T [ S ] [ D ] (37) 

e 

[ Tk ]	 =[D ]T [ T][ D] (38) 

Desta forma, a condicao de solenoidalidade e imposta as 
solucoes numericas, os modos espurios sao eliminados de 
todo 0 espectro e 0 nurnero de inc6gnitas nodais diminui 
de 1/3 em relacao ao sistema original. Perde-se, porern, a 
esparsidade nas matrizes [Sd e [Tk], 0 que acarreta em urn 
grande aumento na demanda computacional, como sera 
visto na pr6xima secao. 

3.4	 Elementos de Aresta 

A denorninacao "elementos vetoriais tangenciais" e usada 
para identificar uma classe de elementos finitos que se 
caracteriza por ter funcoes de base cujos parametres 
(graus de liberdade) estao associados as arestas e nao aos 
vertices dos elementos, como nos elementos 
Lagrangeanos (ou nodais). Uma propriedade importante 
dessa classe e que a componente tangencial do campo e 
continua atraves da fronteira entre elementos, mas a 
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componente normal pode ser descontmua. Em termos dos 
campos eletrornagneticos, essa propriedade e 
extremamente conveniente, uma vez que permite impor 
aos vetores apenas a continuidade fisicamente requerida 
(tangencial), eliminando a exigencia de continuidade 
normal 

que tarnbem e imposta pelas funcoes de base 
Lagrangeanas. 

Dentro da classe de elementos vetonais tangenciais, 0 

conjunto de mais baixa ordem e constitufdo pelos 
chamados elementos de aresta ( edge elements ), que 
correspondem a familia de mais baixa ordem dos 
elementos introduzidos por Nedelec [22]. Neste trabalho 
foram utilizados os elementos triangulares de aresta, 
identificados por Bossavit [23, 25] com as formas 
diferenciais de Whitney de ordem I. 

Considerando urn elemento triangular generico de vertices 
1, 2 e 3, a forma de Whitney de ordem 1 (ou elemento de 
aresta) associada a aresta {j, k} e definida por: 

w', = W. (j , k) = Aj grad Ak - Ak grad Aj 
(39) 

onde os Indices i, j e k assumem os valores 1, 2 e 3, 

cic1icamente com modulo 3, e Aj =Aj (x,y) e a coordenada 
baricentrica relativa ao vertice j de urn ponto de 
coordenadas (x , y) do elemento , isto e: 

3]-I[X] 
AI ] [XI X2 X 
~: = y/ Y2 Yt ~ (40)[ 1 

sendo Xj e Yj as coordenadas do vertice j. De (39) e (40), 
vern: 

w, = ( 1 / 2A e ) [( Yi - Y ja, + (x - Xi )ay] 
(41) 

onde ax e ay sao os vetores unitarios nas direcoes Xeye 
Ae e a area do elemento triangular. As duas propriedades 
fundamentais destes elementos sao as seguintes: 

y 

2 

3 

x 

Figura 2· Campo Veto rial W. (1,2) do 
elemento de Whitney. 

I)	 a integral de linha de W'. tern valor 1 ao longo da 
aresta {j , k} e zero nas outras arestas do elemento; 

2) a componente tangencial de w, e contfnua atraves 
das 3 arestas do elemento, tendo valor nulo nas 
arestas ligadas ao venice i. 

A representacao de urn campo vetorial por uma 
combinacao linear destes elementos tern como graus de 
liberdade as chamadas variaveis de aresta, que estao 
associadas as integrais de linha do campo ao longo de 
cada uma das arestas do triangulo. A Figura 2 mostra 0 

comportamento do campo vetorial W.( 1,2). No caso dos 
guias de ondas tratados aqui, subdividindo a secao reta 
em elementos triangulares, 0 campo magnetico em cada 
elemento pode ser decomposto em componentes 
ortogonais Hz e HI , sendo esta ultima a soma de H, e 
Hy• Como a componente Hz e sempre tangencial as 
interfaces entre materiais diferentes, ela deve ser continua 
e pode ser aproximada por funcoes de base Lagrangeanas 

(42) 

onde h, e 0 vetor de incognitas nodais de Hz e N e 0 vetor 
formado pel as coordenadas baricentricas definidas em 
(40). Por outro lado, a componente HI deve apresentar 
apenas continuidade tangencial nas interfaces entre 
materiais e, para assegurar esta caracterfstica, foram 
usados elementos de aresta na sua aproximacao, de forma 
que as componentes transversais sao expressas por: 

H, = P. h I (43) 
Hy=Q.h l (44) 

onde 

p = ( 1 / 2A e ) [ - a I + c, Y a2 - C2 Y a3 - C3 Y] (45) 

Q = ( I / 2A e ) [ b I - CI X - b2 + C2 X - b, + C3 x] (46) 

sendo ak = Lk1 Ym , b, = LkJ Xm e Ck = L kJ , onde k, I e m 
progridem com modulo 3, isto e, ciclicamente em torno 
dos vertices I, 2 e 3, LkJ e 0 comprimento da aresta 
correspondente, Xk e Yk sao as coordenadas dos vertices do 
elemento e hi e 0 vetor formado pelas variaveis de aresta 
em cada eJemento. 

Definidas as funcoes de base para as 3 componentes de H, 
a expressao final do campo magnetico aproximado em 
cada elemento e obtida de (42), (43) e (44): 

H. = [Nw ] h., (47) 

onde 

(48) 

e h; =[hI hz ] e 0 vetor formado pelas incognitas nodais 
de Hz e pelas variaveis de aresta associadas a HI. A Figura 
3 ilustra urn elemento triangular tfpico que combina 
interpolacao Lagrangeana para a componente longitudinal 
e elementos de aresta para as componentes transversais. A 
substituicao de (47) em (13) resulta, apos os 
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procedimentos usuais do MEF, na equacao matricial yglobal: 

[Sw]hw - 1<o2[Tw] hw = 0 (49) 

Expressoes explfcitas para as matrizes globais [ S; ] e 
[Tw] podem ser encontradas em [7]. 

Apesar do grande mirnero de trabalhos que vern sendo 
publicados utilizando as diversas formas de elementos 
tangenciais, ainda nao foi estabe1ecida uma teoria 
consistente para justificar seu desempenho. Os elementos 
de aresta usados aqui, por exemplo, tern funcoes de base 
que garantem a solenoidalidade do campo em cada 
elemento, 0 que ediversas vezes citado como justificativa 
para a eliminacao dos modos espurios. Estas funcoes, no 
entanto, nao asseguram div H= 0 globalmente. Alern 
disso, ja foram descritos elementos de aresta que nao tern 
divergencia nu1a e ainda assim eliminam os modos 
espurios [29]. Outra discussao freqilente ea que trata dos 

2 

3 h~ 

2 
\. h 
~, t 

h2 

1 h1 ~ z 
z h.. 

I... 

~ 

x 
efeitos de usar funcoes de base de ordens diferentes para Figura 3 -Elemento Combinado Incognitas Nodais 
as diferentes componentes do campo, num mesmo Variaveis de Aresta. 
elemento. Muitos autores consideram essa propriedade 
essencial para a eliminacao de espurios, mas no caso de 4 RESULTADOS NUMERICOS E
elementos quadrangulares, sua aplicacao nao e suficiente 
para garantir apenas solucoes ffsicas no MEF [29]. CONCLUSOES 

Tabela 1- Autovalores ko2 
de urn guia de ondas oco de dimensiies 7.112 mm e 3.556 mm, para ~ = 0.5 rdlm, obtidos cor 

formulacao basica do MEF e com os metodos da penalidade (MP), RIP, H-K e ELA. 

MP (s = 1.1) 
DIV ROT 

I Modo 

I 

Sol. exata 
k:

2 
MEF basico 

!co
2 

1<0
2 

0.2750 

0.4452 

0.4897 

1.0308 

1.0363 

1.1339 

1.2286 

1.2288 

1.3514 

i S)J (35) 

TE IO 0.4451 0.4452 

SIO (6) 

TEo I 1.0305 1.0308 

TE20 1.0305 1.0355 

S20 (2) 

TEll 1.2256 1.2262 

TM11 1.2256 1.2277 

S11 (6) 

TE2 ! 1.8110 1.8228 1.8355 

1.8376TM21 1.8110 1.8239 

S21 (2) 2.0185 

2.0639TE30 2.0061 2.0593 

S30 (4) 2.2676 

2.9219TM31 2.7866 2.8657 

0.2500 0.71E-1 

0.54E-4 0.4452 

MP(s=100) 
1<0

2 

0.4473 

1.0361 

1.0896 

1.2435 

1.2668 

1.9365 

2.0464 

2.3540 

3.2590 

RIP(s=100) 
1<0

2 

0.4472 

1.0349 

1.0820 

1.2365 

1.2558 

1.8726 

1.9638 

2.2901 

2.9565 

H-K 

1<0
2 

0.4455 

1.0314 

1.0368 

1.2326 

1.2294 

1.8609 

1.8355 

2.0632 

2.9077 

ELA 
1<0

2 

0.4476 

1.0403 

1.0708 

1.2359 

1.2626 

1.8273 

1.9610 

i 
! 

2.2153 

2.8487 

r , 
0.4451 0.55E-4 

0.88E-4 1.0307 

0.0014 1.0347 

1.0307 0.97E-4 

0.32E-3 1.2283 

0.0010 1.2276 

1.2273 0.0013 

0.0017 1.8335 

0.0112 1.8253 

1.8183 0.0180 

0.0139 2.0486 

2.0505 0.0121 

0.0504 2.8664 I 
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Figura 4· Diagrama de Dispersao de urn 
Guia de Ondas Parcialmente Carregado, 

para ~= 10 rd/rn RIP (s=100) -, HK ...... 
eELA •. 

I : 
Os resultados apresentados nesta secao foram obtidos de 
cornputacoes efetuadas numa estacao de trabalho IBM 
RlSC-6000. as problemas de autovalores expressos pelas 
equacoes matriciais globais obtidas na secao anterior 
foram resolvidos pelo metodo da iteracao em subespacos, 
usando uma estrutura de dados de matrizes com 
armazenamento esparso. Elementos triangulares de 
segunda ordem foram empregados nas implernentacoes 
dos rnetodos da penalidade (MP), penalidade com 
integracao reduzida (RIP) e das componentes transversais 
de Hayata e Koshiba (H-K), com urn esquema de 
integracao numerica com 7 pontos de quadratura em cada 
triangulo, enquanto que no metodo RIP, a integracao 
reduzida foi executada usando uma regra com 3 pontos 
per triangulo. a metodo que emprega os elementos de 
aresta (ELA) foi implementado a partir das express6es 
analiticas em [7J, com as funcoes de base nodais de 
prime ira ordem. 

Na validacao dos c6digos computacionais desenvolvidos, 
foram considerados 2 aspectos relativos aos resultados 
obtidos : a verificacao de que os autovalores sao 
calculados corretamente e os modos espiirios, eliminados, 
e a taxa de convergencia dos calculos numericos, No 
primeiro problema tratado, urn guia de ondas retangular 
oco, os resultados gerados com a formulacao basica (17) 
do MEF comprovaram 0 aparecimento de varies modos 
espurios, espalhados pela regiao espectral analisada, como 
se pode observar na Tabela I, onde 0 ruimero de espiirios 
(identificados por Smn ) anteriores ao modo correto esta 
entre parenteses, Estes modos apresentam eIevados 
valores do pararnetro DIV (associado a div H) e pequenos 
valores de ROT (associado a rot H), ao contrario dos 
modos ffsicos. Com 0 acrescimo do termo de penalidade e 
urn coeficiente s = 1.1, 0 rnimero de espiirios reduziu-se 

0.0 

LSM, 1 

-1.0 

,~ 
1 

-2.0 _RI0::
-ELA 
-HK 

-3.0 
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 

Log(NEL) 

Figura 5- Convergencia dos Autovalores do Guia
 
Parcialmente Carregado (~ = 10 rd/m).
 

drasticamente, mas s6 com urn valor de s = 100 foi obtida 
a sua eliminacao total ate 0 modo TM31 • as metodos HK 
e ELA apresentaram resultados sem nenhum modo 
espiirio nessa faixa espectral . 

a segundo caso analisado foi 0 de urn guia quadrado 
carregado ate a metade com urn dieletrico de 
permissividade relativa 1.5. Novamente aqui, 0 uso da 
formulacao basica (17) gerou urn grande mimero de 
espurios na regiao espectral considerada. a metodo da 
penalidade com s = 1.1 logrou remover a maioria destes. 
mas ainda restaram dois, identificados por SIlO e S10. A 
Tabela 2, que compara os autovalores ko2

, para ~ = 10 
rd/m, obtidos pelos metod os MP, RIP, HK e ELA, com os 
fornecidos pela solucao numerica das equacoes 
transcedentais em [30J com 6 casas decimais exatas 
(TRAN), mostra ainda que em todos os outros casos, a 
faixa do espectro considerada ficou livre de espiirios. as 
resultados obtidos com 0 metodo RIP e s =10000 foram 
inclufdos aqui para evidenciar a influencia desprezfvel 
deste parametro sabre a precisao dos autovalores quando 
se usa integracao reduzida. Finalizando esta etapa da 
validacao dos codigos, a Figura 4 mostra a excelente 
concordancia nos diagramas de dispersao dos 5 primeiros 
modos do guia, obtidos pelos metodos RIP, HK e ELA. 

A taxa de convergencia dos resultados e urn criterio 
fundamental para se avaliar 0 desempenho de urn metodo 
numerico e, no caso do MEF, esta e funcao da estrategia 
de incremento dos graus de Iiberdade. Urn estudo 
sistematico da convergencia das formulacoes descritas na 
secao anterior foi efetuado para os guias de ondas oco e 
parcialmente carregado, usando a tecnica de refinamento 
sucessivo da malha (convergencia-Ji). As taxas de 
convergencia obtidas com todos os metodos foram 
bastante pr6ximas das previstas teoricamente [7, 31]. A 
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Figura 5 compara as convergencias dos metodos RIP 
(com s = 10), HK e ELA no calculo dos autovalores k, 
(para ~ = 10 rd/m) do modo LSM II do guia parcialmente 
carregado, mostrando 0 erro relativo e% = lOO[(k - ko* 
)!ko*] no autovalor computado (ko* e 0 autovalor com seis 
decimais exatas) em funcao do rnimero (NEL) de 
elementos finitos da malha utilizada. 0 mesmo 

comportamento foi observado para outros val ores de ~ e 
tam bern para 0 modo LSE11 , confirmando as taxas de 
convergencia esperadas. 

o 

Uma vez validados os codigos computacionais e 
comprovada a convergencia dos metodos investigados, 
foram analisadas algumas estruturas mais complexas. 
Primeiramente, foram calculados os modos de urn guia de 
ondas retangular dieletrico, isotropico, com 
permissividade relativa de 2.25, envolvido pelo ar. A 
Figura 6 mostra as curvas de dispersao dos dois primeiros 
modos deste guia obtidas com os metodos RIP (s = 100), 
H-K e ELA, podendo-se observar a excelente 
concordancia entre estes resultados. Nenhum modo 
espurio foi observado nest as computacces. 

A seguir, na Figura 7, mostra-se as caracterfsticas de 
dispersao dos dois primeiros modos de urn guia de ondas 
retangular dieletrico, anisotropico, obtidas com os tres 
metodos de eliminacao de espiirios considerados. 
Observa-se, novamente, uma excelente concordancia entre 
os resultados, nao tendo surgido nenhum modo espiirio 
nas computacoes. Para este exemplo e 0 anterior, foram 
utilizados guias de dirnensoes normalizadas 2 e I, e uma 
blindagem externa, perfeitamente condutora, de 
dirnensoes normalizadas 6 e 4, de modo a nao interferir 
nos campos. 

Vale ressaitar que as malhas de elementos finitos usadas 
nas analises dos guias metalicos oco e parcialmente 
carregado foram estruturadas, enquanto que para os guias 

1.0 iii 

W 

t 2 t, 

W=2t.0 0.5 

E,=2.25 

E2= 1 

-RIP 
·ELA 
*HK 

0.0 i i" ! 

0.0 0.5 1.0 1.5 

ti 

Figura 6- Caracteristicas de Dispersao de urn Guia
 
Dieletrico Isotropico (RIP com s= 1000).
 

1/2 I. 2 Jv=kot(£ I - £ 2 ) ITr e b= l(/3lko) -£2/(£1-£2) 

dieletricos isotropico e anisotropico, foram nao­
estruturadas. 0 gerador de malhas utilizado (ARANHA) 
emprega 0 algoritmo de Delaunay, em procedimentos 
adaptativos [7]. Foram testadas varias malhas, 
procurando-se aumentar 0 mimero de elementos nas 
regioes mais crfticas de calculo, Os resultados obtidos 
com os tres metodos nao demonstraram sensibilidade 
particular as variacoes de geometria das mal has. Este fator 
emuito mais marcante nas diferencas de precisao entre os 
modos, ja que a malha escolhida pode ser mais apropriada 
para autovetores com deterrninadas caracterfsticas 
geornetricas. 

o calculo dos autovalores do guia de ondas parcialmente 
carregado da Figura 4 foi usado como referencia para 
comparar os desempenhos computacionais dos metodos 
de elirninacao de espurios. Como se sabe, 0 volume de 
calculo numerico necessario para se resolver 
iterativamente urn sistema linear e proporcional ao 
mimero (NZ) de elementos nao-nulos da matriz global do 
sistema - mesmo no caso de metodos de solucao direta, 
este e urn fator crftico. A ura 8 mostra a variacao de NZ 
em funcao do mimero (NOL) de graus de liberdade , ou 
incognitas do sistema, para os metodos RIP (igual aMP), 
H-K e ELA, evidenciando que 0 metodo RIP tern a 
vantagem, em relacao ao H-K, de lidar com matrizes bern 
mais esparsas e apresentar a mesma taxa de variacao que 
o metodo ELA, bastante inferior a do H-K. 

A Tabela 3 mostra a ocupacao de memoria, em Kbytes, e 
o tempo de cornputacao, em segundos, requeridos pelos 
tres metodos para calcular os autovalores do guia 
parcialmente carregado, em termos do mimero de 
elementos na malha (NEL) e do mimero de graus de 
liberdade do sistema global (NOL). Tendo em vista que 0 

metodo ELA apresenta interpolacao de primeira ordem, 
diferentemente dos outros dois, que utilizam elementos de 
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segunda ordem, a cornparacao entre os desempenhos deve 
se basear no parametro NGL, mais diretamente 
relacionado aos requisitos de tempo e armazenamento do 
que 0 parametro NEL. Isto fica claro quando se observa 
na Figura 5 que 0 mimero de elementos necessaries para 
se atingir uma mesma precisao nos autovalores e bastante 
diferente nos tres metodos. Decidiu-se, entao, plotar os 
erros relativos nos autovalores obtidos pelos tres metodos 
em funcao da quantidade de memoria (Kbytes) requerida 
nos calculos, A Figura 9 mostra estes resultados para os 
dois primeiros modos do guia, podendo-se observar que 0 

metodo RIP apresenta 0 melhor desempenho (menor 
ocupacao de memoria para uma mesma precisao) para 0 

primeiro modo (LSM II ), e urn desempenho intermediario 
para 0 segundo. Ja 0 metodo ELA apresenta 0 pior 
desempenho para 0 primeiro modo e 0 melhor para 0 

segundo. Isto se deve aconfiguracao do campo magnetico 
do modo LSMII (H, = 0), que nao permite tirar proveito 
das caracterfsticas especiais dos elementos de aresta aqui 
implementados. 

De posse dos resultados aqui apresentados, e possivel 
concluir que 0 metodo H-K, apesar de fornecer a melhor 
precisao para uma mesma malha de EF, demanda 0 maior 
custo computacional para urn dado grau de precisao. Sua 
implementacao e trabalhosa, envolvendo a fatoracao e a 
resolucao de varies sistemas matriciais, alern da 
desvantagem de nao ser aplicavel a problemas 
estritamente tridimensionais como, por exemplo, 
ressoadores. Ja 0 metodo ELA demanda os men ores 
tempos de computacao para uma dada precisao, mas sua 
implementacao exige procedimentos nao-usuais em EF, 
que implicam em mudancas na estrutura de dados e na 
construcao das matrizes. Este metodo tambern nao e 
aplicavel a problemas tridimensionais, apesar de haver 
outras implementacoes de elementos de arestas que 0 sao. 

Finalmente, 0 metodo RIP apresenta taxas de 

convergencia similares as do H-K, com a vantagem de 
Iidar com matrizes esparsas, exigindo muito menos tempo 
de cornputacao e quantidade de memoria. Sua 
implernentacao utiliza elementos Lagrangeanos 
tradicionais, nao implicando em alteracoes na estrutura de 
dados enos procedimentos dos pacotes basic os, 0 que 
permite 0 uso direto das bibliotecas de EF ja existentes. 0 
metodo e, ainda, aplicavel a problemas tridimensionais, 
sem qualquer alteracao na sua forrnulacao. Assim, 0 

rnetodo RIP se apresenta como uma solucao de 
compromisso entre a qualidade das aproximacces obtidas 
com 0 metodo H-K e a economia computacional do 
metodo ELA, resgatando a utilizacao do metodo da 
penalidade com os atrativos que esta tecnica proporciona. 
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