METODOS DE ELIMINAGAO DE SOLUGOES ESPURIAS DE
GUIAS DIELETRICOS POR ELEMENTOS FINITOS :
COMPARACAO ENTRE DESEMPENHOS COMPUTACIONAIS

C. G. Migliora
CETUC - Centro de Estudos em Telecomunicagdes - PUC-Rio

M. B. F. Chaves e H. J. C. Barbosa
LNCC - Laboratério Nacional de Computagdo Cientifica - CNPq

Resumo: Trés métodos de eliminagdo de modos espirios
em solugdes de guias de ondas dielétricos , inomogéneos
e/ou anisotrépicos, usando formulagdes variacionais e o
Métodos de Elementos Finitos sdo analisados neste
trabalho. O método da penalidade com integragdo
reduzida, recentemente aplicado a problemas de
Eletromagnetismo, tem 0 seu desempenho computacional
comparado com o do método das componentes
transversais de Hayata e Koshiba e com o de uma
abordagem que emprega elementos de aresta. A qualidade
das aproximagles e as caracteristicas computacionais
comprovam a eficiéncia da integracio reduzida,
suprimindo os principais inconvenientes do método da
penalidade e mantendo os seus atrativos e a simplicidade
da implementacio.

Abstract: Three methods for elimination of spurious
modes from variationally formulated Finite Element
::.ztons of inhomogeneous and/or anisotropic dielectric
waveguides are considered. The reduced integration
penalty method, recently applied to EM wave problems, is
compared, in terms of computational performance, to the
method of transversal components by Hayata and Koshiba
and to an edge element based approach. The quality of the
2pproximations obtained and its computational
characteristics testify  the efficiency of the reduced
integration in suppressing the main drawbacks of the
penalty method, while preserving its advantages and
simple implementation. -

Palavras Chave: Guias Dielétricos, Modos Espitirios,
Elementos Finitos, Penalidade com Integracdo Reduzida.

1 INTRODUGAO

As primeiras aplicacGes do Método de Elementos Finitos
(MEF) em problemas de Eletromagnetismo (EM)
surgiram na literatura no final da década de 60 e, desde
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entdo, o nimero de publica¢des no assunto vemn crescendo
exponencialmente: do primeiro, em 1968, a quase 700 em
1990, sdo mais.de 5000 trabalhos que comprovam o
alcance do método [1]. No estudo de guias Gticos e de
microondas, o MEF tem aparecido com muita énfase,
principalmente a partir da década de 80, quando se
estabeleceu como “"provavelmente, a mais poderosa e
eficiente solugdo numérica do problema mais geral de
guias de ondas éticos” [2].

No caso de guias de ondas homogéneos e isotrépicos,
onde a propagacio pode ser descrita em termos de modos
TE e TM, a formulag@o variacional que serve de base para
a aplicagdo do MEF é escalar e se expressa, geralmente,
em termos das componentes longitudinais desses modos.
Quando o guia apresenta anisotropia e/ou inomogeneidade
transversal, os modos hibridos de propagacao tornam
necessdria a utilizagdo de uma forma variacional vetorial
associada ao método. Neste caso, uma das maiores
dificuldades que surgem no calculo numérico adas
caracteristicas de propagacdo € o aparecimento de
solugdes ndo-fisicas, os chamados modos esptirios,
relatado desde as primeiras tentativas de resolver modelos
vetoriais [3,4].

Nas aplicagdes do MEF a guias de ondas dielétricos em
que a anisotropia e/ou a inomogeneidade se devem 2
permissividade elétrica, a formulagdo variacional mais
apropriada ¢ expressa em termos do vetor campo
magnético, e os modos esplrios s3o as solugdes do
problema discretizado que violam a condigdo de
solenoidalidade de H. O espago das aproximagdes gerado
pela forma variacional discretizada ndo corresponde ao
espago das solugdes da equagdo diferencial original e
obtem-se, assim, pares de autovalores e autovetores nao-
fisicos.

Ao longo de mais de duas décadas, vdrios autores t€m
tentado explicar as origens desse problema e buscado
formas de garantir a confiabilidade das solug¢Bes obtidas.
Inicialmente, o procedimento consistia na identificacio a
posteriori das solugdes espiirias € sua consequente
remocdo. As dificuldades de automatizagdo destes
processos, além de seu elevado custo computacional,
levaram a investigacdo de métodos para eliminar a priori
0s autopares espurios.
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Neste trabalho, os diferentes procedimentos propostos
visando a eliminagdo a priori de modos espirios em
problemas de ondas guiadas, foram classificados em 3
categorias distintas, a saber: modificagdo do funcional
bésico, uso de outras formulagdes variacionais e uso de
novos elementos. De cada uma dessas categorias, foi
escolhido um método para ser implementado, com o
objetivo de se efetuar uma comparagdo entre seus
desempenhos computacionais.

Da primeira categoria, foi implementado o método da
penalidade [5,6], com uma modificacdo recentemente
introduzida [7,8] que permite pré-fixar o valor do
pardmetro de penalidade, garantindo a eliminagdo dos
modos espurios do intervalo espectral de interesse sem
afetar significativamente a precisdo dos modos fisicos.
Este método, chamado de penalidade com integracao
reduzida, tem implementacdo simples € mantém a
esparsidade das matrizes, uma caracteristica
computacional importante do método da penalidade.
Dentro da segunda categoria, foi escolhido o método das
componentes transversais de Hayata e Koshiba [9], devido
a simplicidade de sua formulaco tedrica e por eliminar os
modos espiirios de todo o espectro.

Na terceira categoria, a denominag@o genérica "elementos
vetoriais tangenciais” caracteriza a classe cujas fungdes de
base tém os graus de liberdade associados as arestas e ndo
aos vértices dos elementos, como nos tradicionais
elementos Lagrangeanos. Nesta classe, cuja propriedade
mais importante € a continuidade imposta apenas a
componente tangencial do campo, o conjunto mais
simples é composto pelos elementos de aresta (edge
elements). Na formulagdo aqui implementada, a
componente axial do campo - que deve ser sempre
continua nas interfaces entre materiais diferentes - foi
aproximada por elementos nodais, mas para a componente
transversal - que pode apresentar descontinuidade normal
nessas interfaces - foram usados elementos de aresta. Com
isso, € possivel impor aos campos apenas a continuidade
fisicamente requerida, por meio de uma formulagéo
simples ¢ eficiente. Através dos resultados obtidos em
diversos experimentos numéricos, busca-se identificar as
vantagens € as desvantagens dessas trés abordagens, no
sentido de garantir a confiabilidade das solugGes. Em
particular, comprova-se a eficiéncia ¢ a simplicidade do
método da penalidade com integracdo reduzida,
analisando-se seu desempenho computacional em
comparacdo com outros j4 estabelecidos.

Na se¢do 2, a formulagio em termos do campo vetorial
magnético para o problema de autovalores de guias de
ondas longitudinalmente uniformes é apresentada e, em
seguida, desenvolve-se a forma variacional equivalente e a
sua discretizagdo pelo MEF. Na secao 3, apds uma
discussdo geral sobre a eliminagdo de modos esptirios em
guias de ondas, sdo descritos os métodos escolhidos para
ser implementados, obtendo-se, para cada um deles, a
equacdo matricial global do MEF. A seg@o 4 descreve
brevemente as implementagSes computacionais e sua
validagio, apresentando, em seguida, os resultados
obtidos com os métodos de eliminagdo de espurios para
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alguns tipos de guias de ondas dielétricos. Compara-se,
entdo, o desempenho destes métodos em termos de
precis@o, tempo de computagdo e quantidade de meméria
requerida, concluindo-se as vantagens relativas de cada
um.

2 FORMULACAO DO PROBLEMA

2.1 O Problema de Autovalores

Seja um guia de ondas sem fontes, uniforme na dire¢do z e
com segdo reta arbitrdria 2 no plano xy, como mostra a
ura I, onde €ey sdo, respectivamente, a permissividade
elétrica e a permeabilidade magnética relativas do meio
interno ao guia, e uma dependéncia temporal harmdnica
da forma exp(jw t) é assumida, sendo ® a freqiiéncia
angular. A fronteira do guia se particiona, no caso mais
geral, em um condutor elétrico perfeito (8Qg ) ¢ um
condutor magnético perfeito (8Qy). Devido ao interesse
em aplicagbes a guias inomogéneos e anisotrépicos,
assumindo 4 = 1 e €=¢ (xy) como o tensor
permissividade relativa, obtem-se das equagdes de
Maxwell a equagdo vetorial de Helmholtz para o campo
magnético:

rot [¢! rot H] -k H= 0 (D

sendo ko = aXHio €)' 0 niimero de onda no espago livre e
tendo como condi¢des de contorno:

nXH=0 em 3Qy (2)
nax(g'rotH)=0 em & 3)

onde n denota o vetor unitdrio normal a fronteira. Na

interface entre dois materiais distintos, identificados pelos

fndices i e j, o campo magnético deve satisfazer ainda as
condigdes de continuidade:

l’lX(Hi-Hj)=O (4)

nx (&' rot Hy-¢' rotHj ) = 0 (5)

sendo n, aqui, o vetor unitdrio normal a interface entre os

meios. A condigdo de solenoidalidade do campo
magnético estd implicita em (1) quando ki 0, o que

Figura 1 - Geometria da Se¢ao reta (arbitraria) do
guia de ondas.
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pode ser facilmente comprovado tomando-se o divergente

- . - 2
daquela equagdo, ou seja, as solugdes de (1) com kg~ O,
também satisfazem a div H = 0.

A equagdo (1) tem solugdes ndo-triviais apenas para
uma colegio enumerdvel de autovalores {A;= ko jz }.e
a cole¢do{v; = H;} das autofungdes normalizadas
correspondentes forma um conjunto ortonormal completo
em {L, ()}, onde L, () € o espago de Hilbert de
fungbes de quadrado integravel definidas em . A
determinag@o dos autopares (A; ,v;) constitui 0 problema
de autovalores (PAV) associado a (1), (2) e (3), definido
de forma mais compacta como:

(PAYV)

Achar (A ,v) talquevE S(rot,Q),v Oedivv=0 emQ,
Lv=Avem Q,nxv=0em 82 e nXx(&'rotv)=0 em 8Qum

(6)
onde

A=ky, Lv=rot(e'rotv)e
S(rot, Q) ={vE@L, )’/L vE L.,
nxv = 0 em 8¢ e
nx (€' rotv)=0em 8Qy }

Seria possivel, em alguns casos, obter solugdes
aproximadas diretamente do PAV, como no Método de
Diferengas Finitas, mas a abordagem utilizada aqui serd a
do MEF, que se baseia na formula¢do variacional (ou
fraca) descrita a seguir. Esta op¢do se define,
basicamente, na escolha do esquema de computagdo que
se deseje aplicar.

2.2 Formulagao Variacional

Seja v uma solugdo forte (ou cldssica) do PAV
representado em (6). Entdo:

(L vyw)=A(v,w),wE S(rot, Q)

onde (.,.) denota o produto interno em L, () e w
representa as chamadas fungdes teste admissiveis que, por
pertencerem a S ( rot, Q), satisfazem as mesmas
condigbes de contorno da solugdo. Nas aplicagbes do
MEF a problemas de Eletromagnetismo, o PAV a ser
resolvido ¢, inicialmente, substituido por uma formulaggo
fraca (ou variacional) equivalente para a qual se busca,
entdo, uma solugdo aproximada. No caso do PAV
formulado em (6), o uso do produto interno complexo em
(7) e a aplicagdo de algumas identidades vetoriais leva a
formulagéo fraca [7] :

Achar { A,v}E RxV (rot,Q)talquev O e
(€'rotv,rotw)= A(v,w), WEV (rot, Q) (8)

onde

V (rot, Q)= {vE (L, (Q))’ /rot v E (L, ())’,
n.v=0em 8Q¢ e nxv=0 em 0Q y }

Esta formulagdo facilita a obtengdo de solugdes
aproximadas por ser, na grande maioria dos problemas,
mais simples de tratar numericamente do que a equagdo

original . O procedimento geral consiste em escolher um
subespago de dimensdo finita Vy

V e nele buscar as solugdes de (8). O MEF, descrito a
seguir, se encarrega de construir este subespago.

2.3 Discretizacao por Elementos

Finitos

A formulagdo fraca pode ser usada para obter solugdes
aproximadas para o PAV, uma vez escolhido o conjunto
de fungdes teste conveniente. O método de Rayleigh-Ritz
[10] consiste em escolher um nimero finito de fungdes
teste ay , k = 1,..,N e, dentre todas as suas possiveis
combinagdes lineares, identificar aquela que torna o
funcional estaciondrio. Na chamada aproximacio de Ritz,
os coeficientes desconhecidos s@o determinados por um
sistema de equagdes, e a escolha das fungdes teste ird
definir a maior ou menor complexidade na construgio
desse sistema, especialmente quando o problema envolve
dominios irregulares e condigdes de contorno néo-triviais.

A aproximagao de Galerkin € a mais usual dessas técnicas
de discretizagdo e se caracteriza pela escolha do mesmo
espago V,, (de dimensao finita) para aproximar as solugdes
e as fungdes teste. O MEF fornece uma técnica
conveniente para a geragdo sistemdtica das fung¢des ay do
espago de aproximagd@o. Consiste, inicialmente, em
particionar a regido estudada 2 num conjunto de E
elementos finitos €,

Q=uf Q QNQ#D paraizj (9

e?

O conjunto finito de fungdes teste ay gera Vy, que, por sua
vez, é subespago de V. O indice h estd associado ao
tamanho e, consequentemente, ao nimero total E de
elementos usados para discretizar Q2. Uma vez escolhido o
espago de fungdes de interpolagio a, E V, . cada
componente da solugdo fraca € aproximada pela
combinagao linear:

N
vy = 24,8, (10)
k=1

Usando o mesmo conjunto de fungles para as fungdes
teste w (Galerkin), é possivel escrever a formulagdo (8)
discretizada por elementos finitos:

Achar { (kg )y Vs } E RXV, talque vy 20 e

(" rot vy, rot wy) = (ko"Jn (Va,Wn), WhE Vi (1)

No problema considerado, a onda EM propaga-se na
diregdo z com um campo magnético da forma:

H (x,y,z) = H (x,y) exp (- jBz (12)

e asolugdo v=H E V (rot,Q2) do PAV em (6) coincide
com o ponto estaciondrio do funcional:

F(H) = [[rotH" - (¢ rot H) =k, H' -HlJdQ  (13)
Q
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associado a (8), com w = H E V ( rot,QQ). Dividindo a
secdo reta Q do guia em elementos com n nds, o campo
magnético em cada elemento pode ser escrito em termos
dos seus valores nodais:

H. = [N]"h.exp(-jB (14)
onde
Ne O 0
[NJ=l 0 Ne O (15)
0 0 jNe
e
he = [hy hy h, ] (16)

Aqui, N, representa o vetor das fungdes de base nodais,
h,, hy e h, sdo os vetores formados pelos n valores nodais
das componentes do campo vetorial magnético em cada
elemento, 0 € o vetor nulo e T denota transposigio.
Usando-se a expressdo aproximada para H em (14) no
funcional (13) ¢ as técnicas usuais do MEF [11], obtém-se
a equacgdo matricial global:

[STh -k’ [T1h =0 (17
onde
[s1= Y, [(BI1*e *(B1"dxdy (18)
e Qe
[TI= Y, [INI*[N]"dxdy (9
e Qe
0 -jBN, —dN,/dy
[Bl=| jBN, 0 dN_/dx |(20)
dN,/dy -dN_,dx 0

h € o vetor formado pelos valores nodais das componentes
do campo vetorial magnético em Q ¢ ¥ simboliza o
4
processo de soma das contribui¢des de cada elemento nas
matrizes globais [S] e |[T]. Vale ressaltar que
desenvolvimento andlogo pode ser feito para o campo
elétrico, chegando-se ao mesmo tipo de sistema matricial.
Infelizmente, esta formulagio gera solugdes esptrias, que
violam a condi¢cdo de solenoidalidade do campo H,
entremeadas as solugdes corretas, correspondentes aos
modos fisicos do guia considerado. A seguir, serdo
analisadas técnicas para tratar esse problema.

3 METODOS DE ELIMINAGAO
DOS MODOS ESPURIOS

Desde as primeiras aplicagdes do MEF ao célculo de
campos vetoriais EM, observou-se a ocorréncia de modos
espirios. Ao longo das duas dltimas décadas, vdrios
autores tém procurado investigar as causas deste problema
e buscado formas de garantir a confiabilidade da solugdo
final.
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As formulagGes vetoriais mais utilizadas em problemas de
guias de ondas sio a equagio de Helmholtz para as
componentes longitudinais E, ¢ H, (equa¢do dos modos
hibridos) e a equag@o vetorial de Helmholtz para as trés
componentes dos campos E ou H. Em 1970, Cendes ¢
Silvester [12] relatam o surgimento de "solugbes ndo-
fisicas" na determinago dos modos de guias parcialmente
carregados com dielétricos, usando uma formulagio
variacional baseada na equag¢do dos modos hibridos, ¢
propoem a observagdo do comportamento dos campos
como forma de distinguir entre modos fisicos e espurios.
No contexto da equagdo vetorial de Helmholtz
envolvendo as trés componentes do campo, os modos
esplirios comegaram a ser estudados na segunda metade
da década de 70. Em 1976, Konrad [13] apresenta os
primeiros resultados para esta equagdo em que aparecem
modos espurios, reconhecendo-os por violarem a
condi¢do de divergéncia nula e n3o satisfazerem as
condigdes de contorno.

A identificagd@o a posteriori das solugdes espurias consiste
em utilizar o funcional (13) sem modificagdo e, a partir
dos resultados, selecionar os autopares corretos através do
pOs-processamento dos autovetores ou por simples
inspegdo. O custo computacional elevado e a dificuldade
na automatizagdo desses procedimentos justificam a
necessidade de se investigar métodos que possam garantir
a priori a eliminagdo dos autopares espurios. Tal objetivo
pode ser alcangado por diversos procedimentos. que serao
aqui agrupados em 3 categorias distintas, a saber :

1. Modificacdo do funcional : a idéia consiste em
adicionar a formulagdio variacional correspondente a
equacdo vetorial de Helmholtz um termo que incorpore,
de alguma forma, a condicdo de solenoirdalidade. E
possivel, por exemplo, impor essa  condi¢do
aproximadamente, através de multiplicadores de Lagrange
ou no sentido dos minimos quadrados. Este dltimo
procedimento configura o método da penalidade [5,6],
que serd tratado mais adiante;

2. Uso de outras formulacdes varigcionais : a
necessidade de garantir solugdes livres de modos espiirios
levou vérios autores a investigar formulagoes variacionais
alternativas. Hayata, Koshiba er a/ [9] expressaram. para
problemas de guias de ondas, a componente H, tou E,) em
termos de Hy ¢ H, (ou E ¢ E,). através da prépria
equagdo da divergéncia discretizada. reduzindo o sistema
global obtido pelo MEF a uma fungdo apenas das
componentes transversais € apresentaram resultados sem a
presenca de modos espdrios. Mais recentemente,
Fernandez e Lu [14] também apresentaram resultados
livres de modos espurios, partindo das expressdes gerais
do campo em fungdo das componentes transversais e
obtendo uma formulagdo variacional em termos de H, e
H, . Angkaew et alli [15], Chew ¢ Nasir [16] e diversos
outros autores desenvolveram formulag¢des alternativas,
mas todas, inclusive as aqui mencionadas, envolvem um
acréscimo consideravel de procedimentos computacionais
em comparagao com a formulag@o bdsica (13) ;

3. Uso de novos elementos : nesta categoria encontram-se
os métodos que mantém a formulag¢do variacional béasica e
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modificam a natureza das fun¢des de base, criando novos
tipos de elementos capazes de garantir um espago de
solucbes com divergéncia nula. Aqui se incluem as
abordagens de Crowley, Silvester e Hurwitz [17],
Kobelansky ¢ Webb [18] e Hano [19] , entre outras. Os
chamados elementos covariantes [17,20] sdo elementos
curvilineos isoparamétricos que usam fungdes de base de
ordens diferentes para as componentes transversal e
longitudinal dos campos e s3o capazes de resolver
problemas de geometria complexa. Kikuchi [21] utiliza os
elementos de baixa ordem propostos por Nedelec [22]
para garantir que todas as solugdes numéricas sejam
aproximagdes de modos fisicos. Bossavit ¢ Mayergoyz
[23] discutem as vantagens de usar os chamados
elementos de aresta em problemas de espalhamento.
Recentemente, Aubourg e Guillon [24] usaram elementos
mistos nas solugdes de microstrips com perdas e
afirmaram que eles coincidem com os elementos
retangulares de Hano [19] e com a classe de elementos
que Bossavit [25] gera através das formas de Whitney.

Dentre os vérios procedimentos aqui mencionados, foram
escolhidos para serem analisados e implementados 3
métodos bem distintos, que exemplificam cada uma das
categorias acima descritas :

- o método da penalidade : 0 mais frequentemente
utilizado dentre os métodos da categoria 1, tem uma
formulagdo matemdtica abrangente e aplicagdio em
diversas dreas da Engenharia. Neste trabalho, além do
método de penalidade tradicional, serd discutida e
aplicada a problemas de guias de ondas dielétricos a
técnica de integracao reduzida seletiva [26], que
melhora significativamente o desempenho do método,
como sera comprovado adiante;

- o método das componentes transversais de Hayata e
Koshiba : dentro da categoria 2, seu grande atrativo €
garantir a completa eliminagio dos modos espiirios em
todo o espectro com uma formulagio tedrica simples;

- elementos de aresta : a mais recente das técnicas de
eliminacdo de modos espirios, propde uma abordagem
que embute as caracteristicas fisicas do campo
eletromagnético (continuidade tangencial,
descontinuidade normal) aos tipos de elementos e suas
func¢des de interpolagio.

A seguir, esses métodos para eliminagdo de
modos esplirios serdo apresentados e suas implementagdes
no problema de guias de ondas dielétricos serdo descritas
na préxima segao.

3.1 Método da Penalidade

O método da penalidade, empregado inicialmente em
aplicacdes do MEF a problemas de Mecénica e Anilise
Estrutural, consiste em acrescentar a formulagfo
variacional bdsica do problema um termo que impde a
condigdo de solenoidalidade no sentido dos minimos
quadrados, isto € :

F(H) =FH) + s P(H) 2h

onde F(H) é o funcional em (13),

P(H)=[(divH*.divH) dQ (22)
Q

e s € um numero real positivo chamado constante de
penalizagdo - a medida que s aumenta, cresce a restrigdo
imposta aos modos esplrios [5]. A equagdo matricial
global, obtida apds a discretizagdo de (21) pelo MEF, se
escreve:

([S]+s[U)h-ko' [TTh=0 23
onde
[Ul=3 JccT de (24)
€ Qe

¢ a matriz global correspondente ao termo de penalizagdo
e

C = [dN./dx dN./dy BN.1T (25

onde N, ¢ o vetor das funcbes de base. Na implementagio
do método da penalidade, que serd descrita adiante, foram
escolhidas fungbes de base lLagrangeanas de segunda
ordem {11].

Os resultados publicados até o momento com o uso do
método da penalidade em problemas de guias de ondas
apresentam como principal limitagdo a incapacidade de
eliminar os modos espurios de uma regifo arbitraria do
espectro. Se o valor de s for muito pequeno, vao aparecer
espurios na regido de interesse, ¢ se for grande, os
autovalores fisicos perdem precisdo. Na verdade, para
cada modo o valor 6timo de s é diferente, sendo
impossivel a determinagdo a priori deste valor para um
dado intervalo de freqliéncias, o que compromete o
desempenho global do método. Um procedimento simples
que permite estipular o valor de s arbitrariamente grande,
eliminando os espirios do intervalo espectral de interesse
e sem que a precisdo dos modos fisicos fique
comprometida serd apresentado a seguir.

3.2 Penalidade com integracao
reduzida : o método RIP

Idealmente, o coeficiente de penalizacio s deveria poder
crescer livremente para que os modos nao-fisicos fossem
afastados da regido espectral de interesse. Na pratica, isto
nao € possivel, e a discretiza¢@o por elementos finitos de
(21) ndo funciona a contento. O problema surge porque o
funcional P(H) em (22) é um termo de penalizagio
apropriado para o problema variacional continuo, isto ¢, a
determinacdo das fungdes que tornam o funcional F(H)
em (13) estaciondrio, com a restricao da divergéncia nula.
Isso, entretanto, ndo garante que a aproximagao por
elementos finitos de P(H), para um tamanho de malha
arbitrdrio, também seja um termo de penalizagdo
apropriado para F,(H). Para estar qualificado a ser um
funcional de penalizagdo, P(H) precisaria ser positivo
semi-definido [27] e, em geral, este aparece como positivo
definido. O problema &, entdo, dito "trancado”
(overconstrained ou locked).
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As integrais na aproximagdo por EF s3o normalmente
calculadas por integracdo numérica e, quando 0s
integrandos sdo polindmios, existem férmulas que
fornecem valores exatos para estas integrais. Foi
constatado, no contexto de problemas de Andlise
Estrutural, que se a regra de integragdo utilizada para o
termo de penalizacdo for de ordem menor que a
necessdria para uma integracdo exata, o funcional
discretizado Fy(H) se torna positivo semi-definido,
evitando o "trancamento” da solugdo [27]. O conceito de
integragdo reduzida seletiva (onde apenas algum termo ¢
integrado com ordem menor que a exata) aplicado ao
método da penalidade - RIP (Reduced Integration
Penalty) - foi inicialmente empregado por Doherty et alli
[28] em problemas de Engenharia Civil.

Para ilustrar o procedimento do método RIP, denota-se
por I.( f) a regra de quadratura usada para aproximar a
integral da fungio f em cada um dos E elementos finitos
que constituem a malha definidaem Q, ou seja:

E
I(f) =3 L (f) (26)

e=l

onde

L
I (f) =Y p f(&),

=1

1<e<E (27)

e, portanto
e (f)= [fdQ (28)
Qe

onde p; > 0 sfo os pesos da integragdo e &° sdo os pontos
da regra de quadratura de Gauss utilizada dentro de cada
elemento [10]. Se f for polinomial, € possivel escolher
uma ordem L para a regra I, tal que a igualdade se
verifique em (28), isto €, a integragdo seja exata. A
aproximagio do funcional (23) pelo método RIP consiste
em encontrar 0s autopares {(koz)hs, '} ER X Vj que
tornam estaciondrios o funcional:

E, (v’ )= [l rotv,*, rotwy)-(ko®)y' (v, wy )l Q+
Q

+sI(divv,®,divwy), V w,E v,

(29)

sendo I uma regra de integragio numérica uma ordem
inferior & usada para calcular numericamente as outras
integrais em (29). Com isso, a matriz de penalizagdo [U]
em (24) passa a ser positiva semi-definida, evitando o

"trancamento” do sistema [27].

A grande vantagem de se usar RIP é que o valor do
coeficiente de penalizagdio s pode ser pré-fixado
arbitrariamente grande, garantindo um intervalo espectral
livre de modos espirios sem, entretanto, afetar
substancialmente a precisdo dos autovalores fisicos. O
método RIP introduz, assim, uma forma eficiente de
garantir a eliminagdo dos modos espurios do intervalo
espectral de interesse, eliminando a necessidade de
procurar um coeficiente de penalizagdo 6timo.
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3.3 Meétodo das Componentes
Transversais de Hayata e Koshiba

O método das componentes transversais, desenvolvido
por Hayata ¢ Koshiba [9], aqui designado por H-K,
consiste em eliminar do funcional F(H) em (13) a
componente longitudinal H, , utilizando para isto a
condigio div H = 0. Assumindo uma vartagfo longitudinal
da forma exp(-jBz), obtém-se daquela condigZo:

oH
o x

oH,
H, =(1/j8)|0 +—= (30)
dy
Aplicando a técnica de Galerkin a esta relag@o e usando a
expressdo (14), apds somar-se as contribuigdes das

matrizes elementares é possivel escrever o vetor de
incégnitas nodais h como :

h=[D]h, 3D
onde
hy=[h, hy]T (32)
[D]= - } (33)
[D,17'[D,]
[Dz] = Y [N, N,Tdxdy (34)
€ Qe

oN."T oN_T
D = N, e N L 35
[D,] 2({ e N5 (35)

¢ [I] € a matriz unitdria. Substituindo-se (31) em (17) e
pré-multiplicando por D], obtém-se a equagdo matricial
global que tem como incdgnitas as componentes
transversais hy:

[Sklh - ko’ [Tulh, = 0 (36)
onde

[Sc]1=[DI'[S][D] (37)
[+

[Te] =[D]'[T][D] (38)

Desta forma, a condig@o de solenoidalidade € imposta as
solugBes numéricas, os modos espirios sdo eliminados de
todo o espectro ¢ o nimero de incdgnitas nodais diminui
de 1/3 em relagio ao sistema original. Perde-se, porém, a
esparsidade nas matrizes [Si] e [Ti], o que acarreta em um
grande aumento na demanda computacional, como sera
visto na préxima segao.

3.4 Elementos de Aresta

A denominagdo "elementos vetoriais tangenciais" € usada
para identificar uma classe de elementos finitos que se
caracteriza por ter fungbes de base cujos parimetros
(graus de liberdade) estdo associados as arestas e nio aos
vértices dos elementos, como nos elementos
Lagrangeanos (ou nodais). Uma propriedade importante
dessa classe € que a componente tangencial do campo €
continua através da fronteira entre elementos, mas a
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componente normal pode ser descontinua. Em termos dos
campos  eletromagnéticos, essa  propriedade €
extremamente conveniente, uma vez que permite impor
aos vetores apenas a continuidade fisicamente requerida
(tangencial), eliminando a exigéncia de continuidade
normal

que também ¢é imposta pelas fungdes de base
Lagrangeanas.

Dentro da classe de elementos vetoriais tangenciais, o
conjunto de mais baixa ordem é constituido pelos
chamados elementos de aresta ( edge elements ), que
correspondem 2 familia de mais baixa ordem dos
elementos introduzidos por Nedelec [22]. Neste trabalho
foram utilizados os elementos triangulares de aresta,
identificados por Bossavit [23, 25] com as formas
diferenciais de Whitney de ordem 1.

Considerando um elemento triangular genérico de vértices
1, 2 ¢ 3, a forma de Whitney de ordem 1 (ou elemento de
aresta) associada 2 aresta {j, k} € definida por:
W.=W.(j,k) = Aj grad A - Ay grad A
(39

onde os indices i, j e k assumem os valores 1, 2 e 3,
ciclicamente com médulo 3, e A; = A; (x,y) € a coordenada
baricéntrica relativa ao vértice j de um ponto de
coordenadas (x , y) do elemento , isto é:

-1

»

A Xp X2 X3

A=y Y2 V3
As 1 1 1

(40)

— <

sendo x; e y; as coordenadas do vértice j. De (39) e (40),
vem:

We= (1/2A.) [(yi - y)ax+ (x - x;)a,]
@n

onde a, e a, sdo os vetores unitdrios nas diregdes xe y e
A, € a drea do elemento triangular . As duas propriedades
fundamentais destes elementos so as seguintes:

Y i

/)

Figura 2 - Campo Vetorial W, (1,2) do
elemento de Whitney.

1) aintegral de linha de W', tem valor 1 ao longo da
aresta {j, k} e zero nas outras arestas do elemento;

2) a componente tangencial de W', é continua através
das 3 arestas do elemento, tendo valor nulo nas
arestas ligadas ao vértice 1.

A representagdo de um campo vetorial por uma
combinag@o linear destes elementos tem como graus de
liberdade as chamadas varidveis de aresta, que estdo
associadas as integrais de linha do campo ao longo de
cada uma das arestas do tridngulo. A Figura 2 mostra o
comportamento do campo vetorial W(1,2). No caso dos
guias de ondas tratados aqui, subdividindo a segdo reta
em elementos triangulares, o campo magnético em cada
elemento pode ser decomposto em componentes
ortogonais H, e H; , sendo esta iltima a soma de H, e
Hy. Como a componente H, é sempre tangencial as
interfaces entre materiais diferentes, ela deve ser continua
¢ pode ser aproximada por fun¢des de base Lagrangeanas

H, = jN"h, (42)

onde h, € o vetor de incdgnitas nodais de H, e N € o vetor
formado pelas coordenadas baricéntricas definidas em
(40). Por outro lado, a componente H, deve apresentar
apenas continuidade tangencial nas interfaces entre
materiais e, para assegurar esta caracteristica, foram
usados elementos de aresta na sua aproximagio, de forma
que as componentes transversais s30 expressas por:

H, = P.h, (43)

H 44)

I
Q
4

Y
onde

P=C(1/2A)[-a1+ay a-cy a-czy]l (45)
Q=(l/2Ac)[b1-clx -b2+C2X -b3+C3X] (46)

sendo ay =Ly Ym,bk=Lyxn eck=Ly,ondek lem
progridem com mddulo 3, isto é, ciclicamente em torno
dos vértices 1, 2 e 3, Ly é o comprimento da aresta
correspondente, x, € yi sdo as coordenadas dos vértices do
elemento e h, é o vetor formado pelas varidveis de aresta
em cada elemento.

Definidas as fungdes de base para as 3 componentes de H,
a expressdo final do campo magnético aproximado em
cada elemento € obtida de (42), (43) e (44):

H, = [N,] h, (47)
onde
PT 0
IN,I1=|Q" © (48)
0 jNT

e hy,={h, h,]éo vetor formado pelas incégnitas nodais
de H, e pelas varidveis de aresta associadas a H,. A Figura
3 ilustra um elemento triangular tipico que combina
interpolacdo Lagrangeana para a componente longitudinal
e elementos de aresta para as componentes transversais. A
substituicio de (47) em (13) resulta, apds os
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procedimentos usuais do MEF, na equagdo matricial
global:

[Swlhy - ko’ [Twlhy = O (49)

Expressdes explicitas para as matrizes globais [ Sy, ] e
[T.] podem ser encontradas em [7].

Apesar do grande ntmero de trabalhos que vém sendo
publicados utilizando as diversas formas de elementos
tangenciais, ainda nd3o fol estabelecida uma teoria
consistente para justificar seu desempenho. Os elementos
de aresta usados aqui, por exemplo, tém fungdes de base
que garantem a solenoidalidade do campo em cada
elemento, o que é diversas vezes citado como justificativa
para a eliminagdo dos modos espurios. Estas fun¢des, no
entanto, nio asseguram div H= 0 globalmente. Além
disso, jd foram descritos elementos de aresta que ndo t€m
divergéncia nula e ainda assim eliminam os modos
espurios [29]. Outra discussdo freqiiente € a que trata dos
efeitos de usar fun¢des de base de ordens diferentes para
as diferentes componentes do campo, num mesmo
elemento. Muitos autores consideram essa propriedade
essencial para a elimina¢do de espiirios, mas no caso de
elementos quadrangulares, sua aplicagdo nao € suficiente
para garantir apenas solugdes fisicas no MEF [29].

4

Yi

Figura 3 — Elemento Combinado Incégnitas Nodais
’ Variaveis de Aresta.

RESULTADOS NUMERICOS E
CONCLUSOES

Tabela 1 - Autovalores k02 de um guia de ondas oco de dimensées 7.112 mm e 3.556 mm, para B = 0.5 rd/m, obtidos cor
formulacio basica do MEF e com os métodos da penalidade (MP), RIP, H-K e ELA.

Modo | Sol. exata| MEF bidsico MP (s=1.1) MP(s=100) |RIP(s=100) H-K ELA
k- ko’ ko’ DIV  ROT ko’ ko’ ko’ ko”

Sx» (35) 0.2750 0.2500 0.71E-1

TEo 0.4451 0.4452 0.4452 0.54E-4 0.4452 0.4473 0.4472 0.4455 |0.4476
St (6) 0.4897 0.4451 0.55E-4

TEo 1.0305 1.0308 1.0308 0.88E-4 1.0307 1.0361 1.0349 1.0314 | 1.0403
TEy 1.0305 1.0355 1.0363 0.0014 1.0347 1.0896 1.0820 1.0368 | 1.0708
Sx 2) 1.1339 1.0307 0.97E4

TE 1.2256 1.2262 1.2286 0.32E-3 1.2283 1.2435 1.2365 1.2326 | 1.2359
™), 1.2256 1.2277 1.2288 0.0010 1.2276 1.2668 1.2558 1.2294 | 1.2626
Sh (6) 1.3514 1.2273 0.0013

TE»; 1.8110 1.8228 1.8355 0.0017 1.8335 1.9365 1.8726 1.8609 | 1.8273
TMy 1.8110 1.8239 1.8376 0.0112 1.8253 2.0464 1.9638 1.8355 |1.9610
Sa (2) 2.0185 1.8183 0.0180

TEsg 2.0061 2.0593 2.0639 0.0139 2.0486 2.3540 2.2901 2.0632 |2.2153
Sz 4) 2.2676 2.0505 0.0121

TM;, 2.7866 2.8657 29219 0.0504 2.8664 3.2590 2.9565 2.9077 |2.8487
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&

B/k

0.5 W=2t

g,=1.5

£,=1.0

0.0 b

Figura 4- Diagrama de Dispersao de um
Guia de Ondas Parcialmente Carregado,

para = 10 rd/m RIP (s=100) — HK “
eELA °.

Os resultados apresentados nesta se¢do foram obtidos de
computagdes efetuadas numa estagdo de trabalho IBM
RISC-6000. Os problemas de autovalores expressos pelas
equagdes matriciais globais obtidas na se¢@o anterior
foram resolvidos pelo método da iteragdo em subespagos,
usando uma estrutura de dados de matrizes com
armazenamento esparso. Elementos triangulares de
segunda ordem foram empregados nas implementagdes
dos métodos da penalidade (MP), penalidade com
integragdo reduzida (RIP) e das componentes transversais
de Hayata e Koshiba (H-K), com um esquema de
Integragdo numérica com 7 pontos de quadratura em cada
tridngulo, enquanto que no método RIP, a integragdo
reduzida foi executada usando uma regra com 3 pontos
por tridngulo. O método que emprega os elementos de
aresta (ELA) foi implementado a partir das expressdes
analiticas em [7], com as fun¢des de base nodais de
primeira ordem.

Na validagao dos cddigos computacionais desenvolvidos,
foram considerados 2 aspectos relativos aos resultados
obtidos : a verificagdo de que os autovalores sdo
calculados corretamente e os modos espirios, eliminados,
e a taxa de convergéncia dos cdlculos numéricos. No
primeiro problema tratado, um guia de ondas retangular
dco, os resultados gerados com a formulagdo bésica (17)
do MEF comprovaram o aparecimento de vdrios modos
espirios, espalhados pela regido espectral analisada, como
se pode observar na Tabela I, onde o nimero de espdrios
(identificados por Sy, ) anteriores a0 modo correto estd
entre parénteses. Estes modos apresentam elevados
valores do pardmetro DIV (associado a div H) e pequenos
valores de ROT (associado a rot H), ao contrario dos
modos fisicos. Com o acréscimo do termo de penalidade ¢
um coeficiente s = 1.1, o ndmero de espurios reduziu-se

0.0 r . ——
f LSM,, +
-1.0 .
8 ™
$ 1
o
o
-
-20 -
| —RIP
— ELA
—HK
r <
__3'0 ) B ) P L e ‘_f

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Log(NEL)

Figura 5- Convergéncia dos Autovalores do Guia
Parcialmente Carregado (§ = 10 rd/m).

drasticamente, mas sé com um valor de s = 100 foi obtida
a sua eliminacdo total até o0 modo TMs; . Os métodos HK
e ELA apresentaram resultados sem nenhum modo
espurio nessa faixa espectral .

O segundo caso analisado foi o de um guia quadrado
carregado até a metade com um dielétrico de
permissividade relativa 1.5. Novamente aqui, o uso da
formulagdo bdsica (17) gerou um grande nimero de
espirios na regido espectral considerada. O método da
penalidade com s = 1.1 logrou remover a maioria destes.
mas ainda restaram dois, identificados por S & Sio. A
Tabela 2, que compara os autovalores k,°, para p = 10
rd/m, obtidos pelos métodos MP, RIP, HK e ELA, com os
fornecidos pela solugdo numérica das equagdes
transcedentais em [30] com 6 casas decimais exatas
(TRAN), mostra ainda que em todos 0s outros casos, a
faixa do espectro considerada ficou livre de espurios. Os
resultados obtidos com o método RIP e s = 10000 foram
incluidos aqui para evidenciar a influéncia desprezivel
deste pardmetro sdbre a precis@o dos autovalores quando
se usa integracdo reduzida. Finalizando esta etapa da
validagdo dos cédigos, a Figura 4 mostra a excelente
concordancia nos diagramas de dispersao dos 5 primeiros
modos do guia, obtidos pelos métodos RIP, HK e ELA.

A taxa de convergéncia dos resultados € um critério
fundamental para se avaliar o desempenho de um método
numérico e, no caso do MEF, esta é fungdo da estratégia
de incremento dos graus de liberdade. Um estudo
sistemdtico da convergéncia das formulagdes descritas na
se¢do anterior foi efetuado para os guias de ondas dco e
parcialmente carregado, usando a técnica de refinamento
sucessivo da malha (convergéncia-h). As taxas de
convergéncia obtidas com todos os métodos foram
bastante préximas das previstas teoricamente [7, 31]. A
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Figura 5 compara as convergéncias dos métodos RIP
(com s = 10), HK e ELA no célculo dos autovalores k,
(para B = 10 rd/m) do modo LSM;; do guia parcialmente
carregado, mostrando o erro relativo e% = 100[(k, - ko
)k, ] no autovalor computado (ko € o autovalor com seis
decimais exatas) em fungdo do ndmero (NEL) de
elementos finitos da malha utilizada. O mesmo
comportamento foi observado para outros valores de p e
também para 0 modo LSE;; , confirmando as taxas de
convergéncia esperadas.

Uma vez validados os cdédigos computacionais e
comprovada a convergéncia dos métodos investigados,
foram analisadas algumas estruturas mais complexas.
Primeiramente, foram calculados os modos de um guia de
ondas  retangular  dielétrico,  isotrépico, com
permissividade relativa de 2.25, envolvido pelo ar. A
Figura 6 mostra as curvas de dispersdo dos dois primeiros
modos deste guia obtidas com os métodos RIP (s = 100),
H-K e ELA, podendo-se observar a excelente
concorddncia entre estes resultados. Nenhum modo
esptrio foi observado nestas computagdes.

A seguir, na Figura 7, mostra-se as caracteristicas de
dispersio dos dois primeiros modos de um guia de ondas
retangular dielétrico, anisotrépico, obtidas com os trés
métodos de eliminagdo de espirios considerados.
Observa-se, novamente, uma excelente concordincia entre
os resultados, ndo tendo surgido nenhum modo espirio
nas computagdes. Para este exemplo e o anterior, foram
utilizados guias de dimensdes normalizadas 2 e 1, ¢ uma
blindagem externa, perfeitamente condutora, de
dimensdes normalizadas 6 e 4, de modo a nio interferir
nos campos.

Vale ressaltar que as malhas de eiementos finitos usadas
nas andlises dos guias metdlicos 6co e parcialmente
carregado foram estruturadas, enquanto que para os guias

TR e —

o 05 - W=2t
. £,=2.25

&,=

I —RIP
«ELA
s HK

0.0 Y
0.0 0.5

Figura 6- Caracteristicas de Dispersao de um Guia
Dielétrico Isotrépico (RIP com s= 1000).

vkot(e, —£) 21 € b=|(Blky) e, )i, ~ &)
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dielétricos isotrépico e anisotrépico, foram nio-
estruturadas. O gerador de malhas utilizado (ARANHA)
emprega o algoritmo de Delaunay, em procedimentos
adaptativos [7]. Foram testadas vdrias malhas,
procurando-se aumentar o ndmero de elementos nas
regides mais criticas de cédlculo. Os resultados obtidos
com os trés métodos n3o demonstraram sensibilidade
particular as variagdes de geometria das malhas. Este fator
¢ muito mais marcante nas diferencas de precisio entre os
modos, j4 que a malha escolhida pode ser mais apropriada
para autovetores com determinadas caracteristicas
geométricas.

O cdiculo dos autovalores do guia de ondas parcialmente
carregado da Figura 4 foi usado como referéncia para
comparar os desempenhos computacionais dos métodos
de eliminagdo de espirios. Como se sabe, o volume de
cidlculo numérico necessiric para se resolver
iterativamente um sistema linear é proporcional ao
nimero (NZ) de elementos ndo-nulos da matriz global do
sistema - mesmo no caso de métodos de solugio direta,
este € um fator critico. A ura 8 mostra a variagdo de NZ
em fungdo do nimero (NGL) de graus de liberdade , ou
incégnitas do sistema, para os métodos RIP (igual a MP),
H-K ¢ ELA, evidenciando que o método RIP tem a
vantagem, em relacdo ao H-K, de lidar com matrizes bem
mais esparsas € apresentar a mesma taxa de variagdo que
o método ELA, bastante inferior a2 do H-K.

A Tabela 3 mostra a ocupagdo de memdria, em Kbytes, e
o tempo de computag@o, em segundos, requeridos pelos
trés métodos para calcular os autovalores do guia
parcialmente carregado, em termos do nimero de
elementos na malha (NEL) e do ndmero de graus de
liberdade do sistema global (NGL). Tendo em vista que o
método ELA apresenta interpolagdo de primeira ordem,
diferentemente dos outros dois, que utilizam elementos de

2.30° . T . -
- L_ j
F [ ! 1
. €L 8, ]
225 L 7 v |t
L w=2t
2.20 [ &=¢&=2.31
>3 £,=2.19
§ [ £,=2.05
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Figura 7- Caracteristica de Dispersio de um Guia
Dielétrico Anisotrépico (RIP com s= 1000).
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segunda ordem, a comparagdo entre os desempenhos deve
se basear no pardmetro NGL, mais diretamente
relacionado aos requisitos de tempo e armazenamento do
que o parametro NEL. Isto fica claro quando se observa
na Figura 5 que o nimero de elementos necessarios para
se atingir uma mesma precisdo nos autovalores ¢ bastante
diferente nos trés métodos. Decidiu-se, entdo, plotar os
erros relativos nos autovalores obtidos pelos trés métodos
em fungdo da quantidade de meméria (Kbytes) requerida
nos célculos. A Figura 9 mostra estes resultados para os
dois primeiros modos do guia, podendo-se observar que 0
método RIP apresenta o melhor desempenho (menor
ocupagdo de memoria para uma mesma precisdo) para o
primeiro modo (LSM;; ), € um desempenho intermedidrio
para o segundo. Ji o método ELA apresenta o pior
desempenho para o primeiro modo ¢ o melhor para o
segundo. Isto se deve a configuragdo do campo magnético
do modo LSM,; (H, = 0), que ndo permite tirar proveito
das caracteristicas especiais dos elementos de aresta aqui
implementados.

De posse dos resultados aqui apresentados, € possivel
concluir que o método H-K, apesar de fornecer a melhor
precisdo para uma mesma malha de EF, demanda o maior
custo computacional para um dado grau de precisdo. Sua
implementagao € trabalhosa, envolvendo a fatoragdo e a
resolucdo de vdrios sistemas matriciais, além da
desvantagem de ndo ser aplicdvel a problemas
estritamente  tridimensionais como, por exemplo,
ressoadores. J4 o método ELA demanda os menores
tempos de computagdo para uma dada precisdo, mas sua
implementagdo exige procedimentos nao-usuais em EF,
que implicam em mudangas na estrutura de dados e na
construgdo das matrizes. Este método também ndo &
aplicdvel a problemas tridimensionais, apesar de haver
outras implementagdes de elementos de arestas que o s@o.

Finalmente, o método RIP apresenta taxas de

convergéncia similares as do H-K, com a vantagem de
lidar com matrizes esparsas, exigindo muito menos tempo
de computagdo e quantidade de memdria. Sua
implementagdo utiliza  elementos Lagrangeanos
tradicionais, ndo implicando em alteracGes na estrutura de
dados e nos procedimentos dos pacotes bdsicos, 0 que
permite o uso direto das bibliotecas de EF j4 existentes. O
método €, ainda, aplicavel a problemas tridimensionais,
sem qualquer altera¢do na sua formulagdo. Assim, o
método RIP se apresenta como uma solugdo de
compromisso entre a qualidade das aproximagdes obtidas
com o método H-K e a economia computacional do
método ELA, resgatando a utilizacdo do método da
penalidade com os atrativos que esta técnica proporciona.
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