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Resumo: O uso de fungdes base especiais € investigado na
solugdo de equagdes integrais, utilizando-se o Método dos
Momentos, para a andlise do espalhamento eletromagnético
por objetos condutores elétricos perfeitos com simetria de
revolugdo. O desempenho em termos de acurdcia relativa e
requerimentos computacionais de duas classes de funcdes
(B-splines e fung¢des limitadas em banda) € avaliada contra
aquele apresentado pelas fungdes base comumente utilizadas
— fungdes trigonométricas globais e fungdes locais. Atengdo
particular € dada ao comportamento resultante da corrente
induzida préxima as bordas. Questdes relativas a localizacdo
espacial e espectral das fun¢Oes base sao consideradas.
Exemplos incluem o espalhamento por antenas refletoras.

Abstract: The use of special base functions is investigated
in the solution of integral equations by the Method of
Moments for the analysis of electromagnetic scattering
produced by perfectly conducting objects with circular
symmetry. Performance with respect to relative precision
and computational requirements for two classes of functions
(B-spline and band-limited) is evaluated in comparison with
that achieved by local and global trigonometric functions. In
particular, behavior caused by near-edge induced currents is
investigated. Also considered are issues related to spatial
and spectral localization of base functions. Examples are
given which include scattering by reflector antennas.

Palavras Chaves: Espalhamento Eletromagnético, Método
dos Momentos, Equagbes Integrais, Antenas Refletoras,
Antenas Axialmente Simétricas

1. INTRODUCAO

O tratamento numérico de problemas de espalhamento e/ou
radiagio de fronteira aberta no dominio da frequéncia é
usualmente feito empregando-se uma formulagio baseada
em equagdes integrais. O Método dos Momentos (MM) é
um procedimento geral de redugdo de uma equagio integral
(linear) para um sistema de equages lineares, através da
projecdo do problema original em um espago de Hilbert
para um espago de dimensio finita C* [1]. A matriz
associada do sistema (matriz impedincia) entretanto, é

usualmente demsa e de inversio computacionalmente
intensiva. Para a redugdo do custo computacional (espaco de
meméria ¢ tempo de CPU), um aspecto crucial do MM € a
escolha adequada das fung¢des base e testes adequadas. Duas
classes principais de fungbes base comumente empregadas
no MM podem ser identificadas: fun¢des base de dominio
local (suporte compacto) [2-4] e fun¢Ses base globais [4-6].
Fun¢bes base de dominio global tém um cardter mais
especializado, sendo utilizadas em problemas especificos
para atingir maior eficiéncia computacional. Necessitam, no
caso do espalhamento por objetos suaves, de uma taxa de
amostragem (o) equivalendo a cerca de duas a trés fungdes
base por comprimento de onda. Fun¢des base locais, por sua
vez, s30 geometricamente mais flexiveis, sendo mais
prdticas para a andlise de geometrias mais gerais. Em
compensacdo, elas necessitam de uma taxa de amostragem
bem mais alta, de cerca de dez fungdes base por
comprimento de onda (¢ = 10) como regra geral, o que
torna proibitiva a andlise de objetos espalhadores de grandes
dimensdes elétricas.

Para certos tipos de problemas de espalhamento por
condutores elétricos perfeitos [4,5], a maior eficiéncia
computacional obtida com o emprego de fungdes base
globais estd relacionada com as caracteristicas espectrais da
corrente elétrica induzida. De particular interesse, devido a
sua importincia prética, sdo o0s objetos espalhadores de
geometria suave, i.e., cujo raio de curvatura local € maior
que um comprimento de onda. Para tais objetos, uma
hipétese razodvel constitui-se assumir que as corrente
induzidas possuem um espectro essencialmente limitado em

ndmero de onda), podendo ser

frequéncia espacial (‘k
aproximadas por fungGes de espectro confinado a um

<k,,) (especialmente no contexto

ndmero de onda ky (‘E

do espalhamento em campo distante). Argumentos ainda
heurfsticos s3o destacados em [7]. O problema da
localizagdo espectral da radiagdo eletromagnética ja foi
extensivamente discutido em [8]. As fungbes base de
domfnio global usualmente empregadas (e. g., fungdes
senoidais) possuem um espectro concentrado em baixas
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freqii€ncias, tornando-se, portanto, candidatas naturais a
uma expansao eficiente das correntes incégnitas (ndmero
reduzido de fun¢des base por comprimento de onda).

Quando comparadas as fungdes base globais, a redugdo
da regido de suporte € uma das caracteristicas atraentes das
funcdes bases. Esta caracteristica implica na diminui¢io do
tempo de computa¢do para o célculo das integrais que
compdem os elementos da matriz impedancia, pois somente
uma pequena regido do objeto espalhador é envolvida por
cada par funcio base/fungdo teste (relacionado
biunivocamente com determinado elemento da matriz).
Além disto, devido ao fato de que o dominio das fungdes
globais envolve todo o objeto espalhador, o tempo de CPU
requerido para o cdlculo de cada elemento €, neste caso,
dependente das dimensdes elétricas do objeto. Isto resulta
no aumento da complexidade computacional do problema
em funcdo do tamanho elétrico/frequéncia de O(D? para
O(D*), onde D é a dimens&o caracteristica do problema.

Destas observacdes pode-se tragar o interesse no
desenvolvimento de um esquema numérico capaz de
combinar os aspectos atrativos das fungdes locais e globais e
evitar suas deficiéncias. Este esquema corresponderia ao uso
de fun¢bes base de suporte espacial limitado e,
simultaneamente, de espectro limitado. Idealmente, este
objetivo ndo é realizdvel, visto que a transformada de
Fourier de qualquer fun¢io de suporte compacto possui,
necessariamente, suporte infinito. Dentro do contexto do
espalhamento por condutores elétricos perfeitos com
simetria de revolucio, este trabalho apresenta a aplicagdo de
duas estratégias que tem como objetivo otimizar ©
COMPromisso entre suporte € espectro.

A primeira estratégia consiste no emprego de funcdes
base limitadas em banda [7,9,10], que sd3o basicamente
funcdes do tipo sampling (de espectro por natureza
limitado) adaptadas para possibilitar truncamento no
dominio espacial sem que isto introduza componentes
relevantes de alta frequéncia e sem que a degradagio da
ortogonalidade tenha conseqiiéncias praticas.

A segunda estratégia consiste no emprego de B-splines
[11], que possuem localiza¢do quase Stima no espago de

fase ¥ Xk (com convergéncia assintStica para fungdes
Gaussianas, otimamente localizadas) e simplicidade
analitica que permite a extra¢io exata das singularidades
que surgem nas integrais envolvidas.

Para caracterizar a redu¢do computacional obtida, € feita
uma comparagdo do desempenho de cada opgdo quando
aplicada a diferentes geometrias. Particular énfase é dada ao
caso de espalhamento por geometrias representativas de
antenas refletoras axialmente simétricas (corpo de revolucio
aberto). Tais geometrias sdo extremamente populares devido
a facilidade de fabricagdo e montagem, e por satisfazerem
condi¢des usualmente impostas sobre o diagrama de
radiagdo (e. g., niveis de isolamento para polarizagdo
cruzada). Particularmente a primeira caracteristica conduz
ao emprego de superficies axialmente simétricas ndo s6 em

antenas de configuragdes axialmente simétricas [12], como
também em configuragOes mais gerais, como em sistemas

off-set [13].

2. SOLUGAO DO ESPALHAMENTO POR
CORPOS DE REVOLUGAO PELO
METODO DOS MOMENTOS

Nesta se¢do a formulacdo da andlise do espalhamento por
objetos condutores perfeitos com simetria de revolucdo pelo
MM no dominio da frequéncia é resumidamente discutida.
Para um discussio mais detalhada, recomenda-se a consulta
da referéncia [2].

Um corpo de revolugdo (CR) € gerado através da rotagéo
do arco gerador C em torno do eixo z. Na implementagio
numeérica, o arco C ¢ aproximado por uma seqiiéncia de
segmentos lineares &; . Qualquer ponto sobre a superficie do
CR pode ser descrito por duas coordenadas (ortogonais): o
angulo azimutal ¢ e o comprimento de arco t ao longo da
curva C (normalizado com relagio ao comprimento de onda
do espaco livre). As Figura 1(a) e (b} ilustram a geometria
tipica de um refletor com simetria de revolug@o € o sistema
de coordenadas utilizado para representagio do CR.

(a) Geometria do Refletor

(b) Sistema de Coordenadas

Figura 1. (a) Geometria tipica de refletor com simetria de
revolugido; (b) Parametrizagio em t e ¢ para corpo de
revolugdo.
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Dado um campo elétrico incidente Einc sobre o CR, a

solu¢do do problema (determinagdo da corrente elétrica
induzida sobre a superficie) segue pela aplicagdo da
pertinente condi¢do de contorno do problema (campo
elétrico tangencial total sobre a superficie condutora igual a
zero) e pela expressio do campo elétrico espalhado em
funcdo da comrente induzida (incégnita). A equagado
resultante denomina-se Equacio Integral para o Campo

Elétrico (EICE) e relaciona a corrente induzida J ac campo
elétrico incidente E;, . através de uma equagdo integral
(vetorial) de Fredholm do primeiro tipo:

N

XE,, =Ax L{J)y=Ax jw,u'”j(?’)G(?, 7yds’ + L7 xVyJ-
we -

ey

ondeI é o vetor unitdrio normal a superficie ,wé a
freqgiiéncia em radianos, u € a permeabilidade do meio, ds’ o
elemento de drea sobre S, L(J) o operador integro difrencial
e G( 7,7’ )é afungio de Green do espago livre:

— jko|F—7|

G(F,;’)=_—_.,‘ )
47Z'|r—r

A decomposi¢do da corrente induzida nas suas

componentes (ortogonais) ao longo de 0 e t, resulta em um
conjunto de duas equagdes integro-diferenciais acopladas
descritas como:

(LFF+ L0+ LG + L06) - (J, + 1 40) = EPT + EX9 (3)

onde 7 e ¢ sdo vetores unitdrios na diregdo azimutal e
tangencial e L? s3o os operadores escalares integro-
diferenciais (p,q = t,0). Para a aplicagdo do MM a este
conjunto de equagdes expressa-se, primeiramente, a
corrente incégnita em termos de um conjunto adequado de

fungdes base Bgm (t,0) previamente escolhidas:

_ N[N No 1
36,00 = Y | D Tabhi(t,0) + > 18,52, (t,0)
m=-M | i=1 i=1
I .
bl (t.®) = Bilt) jmo 4)
p(t)

onde IP; sdo os coeficientes a determinar. O fator 1/p(t) na
componente t cancela o fator p(t) que surge devido ao
elemento de superficie dS = p(t)dédt. A equacdo integro-
diferencial em (1) é transformada em uma equacio matricial
inserindo-se (4) em (3) e promovendo um produto interno
das equagbes resultantes com um conjunto de fungdes
(teste), complexas conjugadas as funcdes base (método de
Galerkin). O produto interno € operacionalmente definido
como sendo a integral sobre a superficie espalhadora do
produto escalar de duas fungdes vetoriais. Com a escolha de
dependéncia harménica no angulo de azimute e pela
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simetria rotacional do problema, ocorre um desacoplamento
natural entre os diferentes modos (indices m) em (4). O
sistema linear resultante exibe uma estrutura diagonal por
blocos e cada modo pode ser calculado separadamente,
reduzindo consideravelmente o esfor¢o computacional para
a solugio completa do problema. O sistema linear para o m-
€simo modo € dado por:

tt th It Vt
(meq )g‘ - <L(B?Dj)’6§;> ©
() - 52

onde <> denota produto interno. As submatrizes Z?r?

compdem a matriz impedéincia do problema. O vetor no
lado direito de (5) € o vetor excitagdo. Expressdes explicitas
para os elementos da matriz impedéncia e para os vetores
excitacdo sio encontradas em [25]. A solugdo para a
equacdo (5) determina a corrente induzida dada por (4).

O numero de modos necessdrios para expressar
adequadamente um problema especifico pode ser
determinado através de um estudo de convergéncia. Pode-se
mostrar [14] que, no caso de ondas planas com dire¢do de
incidéncia formando um 4ngulo 8 com o eixo de simetria do
CR, o n@mero minimo necessirio de modos serd dado
por M = 2n(p,/A)send, , onde A é o comprimento de onda e
Pm € a maxima extensdo radial do CR. No caso de onda
plana com incidéncia axial, apenés os modos m = *1 serdo
excitados.

3. FUNCOES BASE CONVENCIONAIS

As fungdes base bit (t)e b? (t) comumente utilizadas neste

tipo de problema incluem fun¢Ses base locais e fung¢des base
globais.

Funcdes  base  locais empregadas  consistem
essencialmente de dois tipos distintos. O primeiro consiste
de pulsos deslocados (staggered pulses) [3], cuja
caracteristica fundamental € a grande flexibilidade
geométrica que proporciona em problemas mais gerais. O
segundo consiste de pulsos na componente ¢ e tridingulos na
componente t [2]. Este € o conjunto mais simples para evitar
aproximagdes  (diferencas  finitas) nos  operadores
diferenciais em (1). Em termos de eficiéncia computacional
ambos 0s tipos apresentam essencialmente o mesmo
desempenho. Neste trabalho, para fins de comparago serd
adotado o segundo tipo, definido em [2].

Funcdes base globais, aqui adotadas, sdo fungBes
senoidais definidas sobre toda a curva C como em [5],
consistindo de senos para a componente ¢ € cossenos para a
componente t.
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4. FUNCOES BASE LIMITADAS EM
BANDA

Nesta secao discute-se o emprego de fungdes base limitadas
em banda para a dependéncia na coordenada t. Para CR,
utiliza-se uma versao adaptada das func¢des introduzidas em
[7] no contexto de expalhamento bidimensional, sendo
escritas como:

bi(t) = p—(tt)-sinc[ocRN ((t/ ) — ;) Jsinc[Ry ((t/ T) - 7,)]

s 1 =1,..,N, (8a)

bY (1) = sinc[ocRN((t/T) - T )]SinC[RN ((t/T)- Ti)};
= 1,..N, (8b)

onde sinc(x) = sen(mx)/TX .

A Figura 2 ilustra este tipo de funcéo base.. O fator Ry =
N, esta associado a taxa de amostragem, dada por 6 =N,/ T
¢ a localizagio das fungdes base é definida por 7; = (i —
)Ry . T € o comprimento total do arco gerador C. O
conjunto acima forma uma expansio exata de qualquer
fungdo de espectro limitado a (1 — )5/2, 0 < (0 < 1 e dessa
forma estd amostrada a uma taxa 1/(1 — ¢) maior que a taxa
de Nyquist. O fator o controla 0 compromisso entre 0 grau
de superposi¢do entre as fungdes base (que afeta o tempo
necessdrio para calcular a matriz impedancia) e a taxa de
amostragem requerida (relacionada com a memdria
necessdria para armazenar a matriz impedancia). A escolha
o = 0.3 é utilizada em todo este trabalho [7].

1 ' [ T 1 4 1 ! T

1.0

0.8

0.6

" 0.4

0.2

0.0 ;
-0.2 |

—Sinc(p x)Sinc(x) ; p=0.3
Cees Sine()

B L AL
MO BEU B B

Figura 2. Fun¢®es limitadas em banda

O decaimento quadratico que estas fungdes apresentam
possibilita um truncamento no primeiro zero do fator

sinc[aRN ((t/T) -1, )] sem que se

componentes relevantes de alta freqiincia. Este
truncamento, por sua vez, permite que o cdlculo das
integrais que definem os elementos da matriz impedancia
seja feito sobre um regido limitada do objeto, 0 que torna o
tempo de célculo de cada elemento independente do
tamanho elétrico do objeto, da mesma forma que no caso de
fung¢do base local. A escolha de Ry = N, (um inteiro) implica
a priori uma componente longitudinal da corrente elétrica

introduza

nula na borda da superficie (como € exigido pelas condi¢Ges
de contorno). Esta expansdo € suficientemente geral para
tratar uma variedade muito grande de superficies abertas
(refletores). Um grau adicional de flexibilidade pode ser
obtido ao variar-se localmente a taxa de amostragem G,
permitindo-se assim, uma amostragem mais critica em
regides do corpo espalhador onde se espera componentes de
mais alta frequéncia (regiGes de grande curvatura ou
descontinuidades geométricas como bordas).

5. B-SPLINES COMO FUNCOES BASE

A localizagdo em freqiincia espacial envolve um
compromisso com a localizacfio espacial da fungdo base
(pelas propriedades da transformada de Fourier). O emprego
de funcdes base globais ou fun¢des base limitadas em banda
acarreta uma localizagio reduzida com um maior grau de
superposi¢do. Este fato inevitavelmente leva a um
COmPpromisso entre os requerimentos em termos de espago
de memoéria (localizag@o na frequéncia espacial) e tempo de
CPU para o cilculo da matriz impedincia (localizagdo
espacial). Uma alternativa que surge naturalmente destas
observagdes ¢ a utilizacdo de funcdes base que tenham

localizagdo 6tima no espago de fase I, R)

A primeira vista, fungdes gaussianas seriam uma escolha
natural, visto que apresentam = exatamente  estas
caracteristicas através de um produto de varidncias no

€spago (f, k) minimo. Entretanto, a aplicagdo deste tipo de
funcio resulta na necessidade de truncamento em algum
ponto. Este procedimento pode ser evitado observando-se
que fungdes gaussianas podem ser bem aproximadas por B-
splines, que possuem suporte compacto. B-splines
convergem assintoticamente para gaussianas quando a
ordem da spline n — oo . Em verdade, B-splines cibicas (n
= 4) ja sdo quase Otimas em termos de localizagdo 1z 2s7z::
de fase, possuindo um produto de variincias apenas 2%
superior a aquele especificado pelo principio da incerteza
[15] e dentro de um erro de aproximagio nio superior a 3%
em relagdo a fungdo gaussiana, conforme ilustrado na Figura
3. Uma vantagem adicional das B-splines estd relacionada
com a extracdo pseudo-analitica das singularidades que
surgem no célculo das integrais na matriz impedancia. Esta
extragdo é realizada com o emprego de uma aproximagio
polinomial local para as fungdes base (cf. apéndice C). Esta
aproximagdo pode ser feita exata, no caso de B-splines, pelo
fato de que estas func¢des sdo localmente expressas como
polinémios.

Para a construgdo de B-splines cibicas (n = 4) em um
dominio de interesse [a,b], o primeiro passo € definir uma
particdo de K+1 pontos nodais (krnots): {t; }i-ox » sendo a =
ty < ...< tx = b. Pontos nodais adicionais sdo colocados nos
pontos extremos do intervalo (knozs multiplos): t; =t =1
1 =aand tgy =gy =tz =b.

Definindo
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1l

Yo(st)=(s—02" )

(s—)%! s>t
0 s<t

A B-spline (normalizada) de ordem n € dada pela n-ésima
diferenca dividida de y,(s;t) para s em t;, ..., typ para um t
fixo [16], 1. e.,

Bri (D) =(tisn — t)¥Yn (s tipst) paratodoi (10)

T T T T T T T Ty

0.9 T

0.8 4
B-spline cubica

07~

Gaussiana

08
0.5
04~
03 r
o2

0

0.0 b

Figura 3. B-spline cibica e a aproximagdo Gaussiana
correspondente: W(x) = (I.S/Tt)mexp(—l.SxZ) .

A Figura 4 apresenta B-splines cibicas (ordem n = 4) no
intervalo unitério ([a,b] = [0,1]) com espagamento uniforme
{que seré o caso de todos os exemplos aqui tratados) e K =
8. Expressdes explicitas para (10), podem ser encontradas
em [17]. Cabe observar que a transfomada de Fourier da B-

spline central de ordem n ¢ dada por B, (t) <> sinc"(f),

corroborando a localizagiio espectral no dominio de
freqiiéncia espacial.

Uma terceira caracteristica atrativa destas fungbes € o
baixo grau de superposi¢io em qualquer ponto da superficie
(exceto préximo as bordas com miiltiplos knots), onde no
méiximo trés B-splines sdo nfo nulas. Préximo a borda, com
o emprego de knots miultiplos, as funcOes tendem a
aumentar sua localizagdo e a possuir componentes de mais
alia frequéncia. Isto é exatamente o que é necessdrio para
uma melhor descri¢do da corrente induzida neste ponto
(onde se espera comportamento singular [23]).

A expressdo para as fungdes base em (4) aqui utilizadas
em termos das B-splines cubicas é escrita como:

bi(t) = tBy;_y(t) i=1..K-1=N, (11a)

bP(1) = By () i=1..K=N, (11b)

cuja particio uniforme correspondente é dada por (onde

8 = T/(K-2)):

110

-26'1- 5 1= _3,...,_1
b= (3-2)81;1=0,..,K
T; i=K+1,... ,K+3

A parti¢do acima implica que o maximo da primeira funcéo
base b;(z), i = 1 coincide com o ponto t = 0. As trés

primeiras funcOes ilustradas na Figura 4 (indicadas pori= -
3,-2,-1 na figura) nfio estdo incluidas na expansdo (11)
acima. O fator t em (1la) impde a condigdo J, (t=0) =0 a
priori (como no caso das func®es limitadas em banda
anteriormente definidas) no caso de uma borda neste ponto

1.0F ' ' ‘
0.8% , i

0.6

1
"
.

Bai ()

0.4: \

—

0.2

Q.0
0.0 02

0.4

t

Figura 4. B-splines ciibicas por definidas sobre o intervalo
[0,1], K = 8 e espagamento uniforme.

06 08 1.0

(p(t=0) # 0) e cancela o fator 1/p(t) no caso de p(t=0) = 0.
Também evita a instabilidade devido ao acoplamento da
componente ¢ da corrente em regides onde a componente J,
domina ambas as equag¢des de (3) [18], como serd ilustrado
na préxima se¢ao.

6. RESULTADOS E APLICAGAO A
ANALISE DE ANTENAS REFLETORAS

A andlise do espalhamento por antenas refletoras é
usualmente feita através de aproximacOes que ndo
satisfazem as equagbes de Maxwell, como a Otica fisica
(PO), a otica geométrica (GO) e métodos assintdticos
(GTD, PTD e correlatos). Tais aproximagdes sio
satisfatérias em problemas de sintese de refletores [19,20] e
para a maioria das aplicagdes de andlise, principalmente
quando a regido de interesse do campo espalhado envolve
apenas o lébulo principal e os primeiros 16bulos laterais [21,
22]. Entretanto, para melhor precisar o nivel de 16bulos
mais afastados e/ou os efeitos da presenca de estais e/ou de
interacio mutua (como, por exemplo, no caso de duplo
refletores ou da interacdo refletor/alimentador em refletores
compactos) a formulacio do problema por equacdes
integrais torna-se necessaria.
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O primeiro exemplo a ser analisado nesta segio
corresponde ao caso mais simples de CR aberto: um disco
condutor elétrico perfeito infinitamente delgado e com 44
de didmetro, sobre o qual incide (axialmente) uma onda
plana de polarizagdo linear. Assumindo, sem perda de
generalidade, polarizagdo na direcdo x. a componente t é
calculada no corte ¢ = 0° e a componente 6 no corte ¢ = 90°.
As Figs. 5(a) e (b) ilustram as correntes induzidas
(componentes t e ¢ respectivamente), calculadas com fungao
base globais, limitadas em banda e B-splines para uma
mesma taxa de amostragem ¢ = 9.25, correspondendo a
N/N, = 18/19. O tempo de CPU necessério (normalizado)
para célculo da matriz impedancia em cada caso encontra-se
na Tabela 1. A 6 ilustra esquematicamente a
distribuicao de correntes sobre o disco. Da Figura 5 ,
observa-se a claramente a tendéncia de comportamento
prevista para a corrente na borda [23.24]: componente ¢
singular (e sobre a maior parte do objeto corretamente
aproximada pela corrente da PO) e componente t nula (e
sobre a maior parte do objeto oscilando em torno do valor
estimado pela corrente da PO). A Figura 5(c) mostra o
resuitado da andlise (componente ¢) com as mesmas fungdes
base a uma taxa de amostragem menor, ¢ = 5.25 (N/N, =
10/11). Observa-se a excelente concordincia com a andlise
anterior, em especial se isolado o comportamento singular
préximo a borda. A mesma andlise para a componente t com
esta taxa de amostragem apresenta um resultado
relativamente ainda mais préximo ao da Figura 5(b) devido
a auséncia de comportamento singular. A excecio do
comportamento préximo a  borda da componente ©
portanto, o espectro das correntes € essencialmente

riguld

localizado em baixas freqiiéncias ((IE[ < ko) o que destarte

torna as representacdes que fazem uso deste fato mais
eficientes em termos da taxa de amostragem necessiria. Em
linhas gerais, este mesmo tipo de comportamento estard
presente nos refletores analisados a seguir.

Funcio Base (N/N, = Tempo de CPU
18/19) normalizado
Global 100.0
Limitada em banda 10.9
B-spline ciibica 6.3

Tabela 1. Tempo de CPU para cidlculo da matriz
impedéancia na analise do disco condutor por funcdes base
globais, limitadas em banda e B-splines com Ny/IN, . = 18/19.
Como o nimero de fungdes base € igual, os requerimentos
de meméria sdo idénticos.

O segundo exemplo consiste de um paraboldide
(superficie mais comum em antenas refletoras simples) com
didmetro D = 10A e distdncia focal f =4A. A excitagdo
corresponde a uma onda esférica incidente que simula o

diagrama de um alimentador corrugado com distribuigdo de
poténcia do tipo cos™®. n = 2, cujo centro de fase coincide
com o foco do paraboldide. A distribuicdo de corrente
(componentes t e ¢) resultante se encontra nas Figuras 7 (a)
e (b) calculada para diversos tipos de fungles base e
diferentes taxas de amostragem, juntamente com um
resultado de referéncia obtido através da anélise com um

T/ /N
2l - . _‘__j_x_l
- ;
——— B-solines '::\
1 . ---- Giobais \k |
... ... Limitadas em banda ::
---.PO 4
o}l s : : '
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
t/h
(a)
6L
5 —— B-splines
[ Globais
4L . ... limitadas em banda
= L
-~ 3L T
L 1 1 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
t/}\,
(b)
6L
——— B-splines
Sk Globais
4L - - Limitadas em banda
xI
S~ 3
S
2
1
o]
0.0
/A
(©)

Figura 5. (a) Componente t da densidade de corrente
induzida sobre disco condutor com D = 4A para diversas
fungBes base e ¢ = 9.25 (N/N, = 18/19); (b) Componente ¢
da densidade de corrente induzida sobre o disco condutor
com D = 4A para diversas func. s base e 6 = 9.25 (N/N, =
18/19).
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Figura 6. Ilustracdo esquemitica da distribuigio de
densidade de corrente induzida sobre disco condutor D = 44
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Figura 7. (a) Componente t da densidade de corrente
induzida sobre refletor paraboloidal com D = 10A para
diversas fun¢Ges base e taxas de amostragem. (b)
Componente ¢ da densidade de corrente induzida sobre
refletor paraboloidal com D = 10A para diversas fungdes
base e taxas de amostragem.
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Figora 8. Convergéncia da componente longitudinal Z:
corrente utilizado ao empregar-se funcdes base limitelz: =~
banda desde 6= 1.9 até 6 =3.8.

MM de alta densidade (c = 20 fungdes base locziz -:-
comprimento de onda). Pode-se observar que as comzris.
induzidas apresentam as caracteristicas bdsicas .
observadas no caso do espalhamento pelo disco. = =.:
8 ilustra o processo de convergéncia da comporneniz
longitudinal da corrente ao variar-se a taxa de amosiragerm
no caso das func¢bes limitadas em banda desde ¢ = 1.9
(NYN, = 10/11) até uma taxa duas vezes superior ¢ = 3.8
(N/N, =20/21).

i

Pela estacionariedade da integral de radiagdo, variagdes
e/ou discrepincias de primeira ordem na corrente induzida
terdo um efeito apenas de segunda ordem sobre o campo
espalhado e, consequentemente, sobre o radiado. Isto €
ilustrado através do diagrama obtido para o paraboldide na
Figura 9, onde a concordincia entre o campo radiado
(plano E) calculado utilizando-se um MM de alta densidade
(o = 20 fungdes base locais por comprimento de onda) e um
MM com fungbes base limitadas em banda ou B-splines
com taxa de amostragem tdo baixa quanto ¢ = 2.7
(NFT/NFPHI = 15/16) apresentam excelente concordancia.
O diagrama previsto pela PO embora bastante preciso para
os primeiros l6bulos secunddrios, ji apresenta maiores
discrepancias para 16bulos mais afastados, em especial ao
redor de 8 = 90°. O resultado para o plano H apresenta uma
concordancia ainda maior entre os diversos esquemas
numeéricos, ndo sendo aqui apresentado.

A terceira configurago consiste de outro exemplo
representativo de geometria empregada em antenas
refletoras: uma superficie hiperboloidal com D = 10A, com
excentricidade e = 2. e distdncia interfocal 2¢ = 18.334A. O
hiperboldide é comumente empregado, por exemplo, como
sub-refletor em sistemas de duplo-refletores Cassegrain,
configuracio largamente utilizada em antenas de estagdes
terrenas para comunicagdes via-satélite. O campo incidente
€ o mesmo do caso anterior. A distribui¢do de corrente
resultante sobre o hiperboldide (componentes t e ¢) se
encontra nas Figs.10(a) e (b). O campo espalhado no plano
E (campo primério nio incluido) é representado na Figura
11. As mesmas observagdes efetuadas para o caso do
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refletor paraboloidal aqui se aplicam, sendo que a
iluminacio mais intensa da borda no caso do hiperboléide
provoca uma variagdo mais abrupta da componente t da
corrente do que no caso anterior. Este fato (devido as
componentes de mais alta frequéncia ai geradas) responde
pela discrepincia ligeiramente maior observada entre as
diversas representagdes. A Tabela 2 apresenta os
requerimentos computacionais na analise dos refletores.

30 S
20
10
0
-10

——— MM referéncia (Local 89/20)
------- B-spline 15/16 )
Lim banda 15/16

Poténcia, dBi

T T T T 7 T T T T T

0 45 a0 135 180
0, graus

Figura 9. Diagrama do campo radiado (primdrio +
espalhado) pelo refletor paraboloidal no plano E.
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Figura 10. (a) Componente t da densidade de corrente
induzida sobre refletor hiperboloidal com D = 10A para
diversas funcdes base e taxas de amostragem. (b)
Componente ¢ da densidade de corrente induzida sobre

refletor hiperboloidal com D = 10A para diversas fungBes
base e taxas de amostragem.

Das Figs. 9 e 11, observa-se uma acuricia ligeiramente
superior no cdlculo do campo espalhado através da
representacdo por B-splines do que aquele por fungdes
limitadas em banda. Isto pode ser explicado pelo
comportamento da corrente observado nas bordas, onde as
B-splines reproduzem melhor (através do emprego de knots
miltiplos) o comportamento singular da componente ¢ (que
¢ aquela que, em dltima andlise, influencia o resultado do

10 . - — , . , .
L —— MM referéncia (Local 88/20)
...... B-spline 15/16

....... Lim banda 15/18

0

Poténcia relativa (dB)

180

Figura 11. Campo espalhado (campo primério ndo
incluido) pelo refletor hiperboloidal no plano E.

campo no plano E). Novamente, os resultados para o plano
H ndo sio aqui apresentados pois mostram 0s campos
gerados pelas diversas representagbes com —maior
concordancia. Este fato pode ser justificado observando-se
que a componente t (que influencia o resultado no plano H)
nao apresenta comportamento singular na borda, tendo, por
conseguinte, espectro mais localizado do que a componente

0.

Fungdo | NyN, Espaco de Tempo de
base memoéria CPU para
ocupado pela calculo da
matriz matriz
impedincia(*) | impedincia
- kbytes (normalizado)
Local 89/90 500.64 0.056
Local 39/40 97.52 0.033
Global 11/12 8.27 100.0
Limitada | 15/16 15.02 0.833
em banda
B-spline | 15/16 15.02 0.473
cibica

Tabela 2. Requerimentos computacionais para a anélise dos
refletores paraboloidal e hiperboloidal com diferentes
fungdes base e taxas de amostragem
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Com respeito ao espaco de memdria ocupado,
diretamente proporcional ao ndmero de fungdes base
necessirio, observa-se que, para niveis de convergéncia
similares, fun¢es base globais sdo mais econdmicas. O
emprego de apenas 11/12 fungdes base foi capaz de gerar
resultados similares aqueles apresentados com 39/40
funcbes base locais. Entretanto, como j4 observado na
discussdo introdutéria, o tempo de CPU necesséirio para o
célculo da matriz impeddncia é dramaticamente superior ao
empregar-se fun¢bes base globais. As Tabelas 1 e 2
ilustram este fato, bem como o compromisso (em termos de
tempo de CPU vs. espago de meméria requerido) obtido ao
se utilizar as diversas fung¢des base.

O tltimo exemplo considerado  envolve um cilindro
circular aberto com 1A de didmetro e raio a=1/k; sobre
o qual incide uma onda plana linearmente polarizada com
direcdo de propagagdo ao longo do eixo de simetria. Neste
exemplo, o forte acoplamento existente entre as duas
componentes da equagdo (3) e o0 comportamento dominante
da componente t pode acarretar oscilagOes espdrias (ndo
fisicas) na componente © calculada numericamente,
conforme ja observado em [18]. Isto ocorre, por exemplo ao
empregar-se B-splines sem o fator t na expressio (11a) (e,
em geral qualquer expansio local). Em contraste, o0 emprego
da expansdo (11) minimiza o comportamento dominante da
componente t, estabilizando a componente 0, conforme
ilustrado na Figura 12.

7. CONCLUSOES

A escolha adequada do par de fungdes base e teste é de
grande importdncia na convergéncia e eficiéncia
computacional do MM na solugdo de problemas de
espalhamento eletromagnético. Apesar da pletora de
escolhas possiveis, dois requerimentos bdsicos devem ser
satisfeitos por uma escolha eficiente, quais sejam, possuir
caracteristica espectral (na frequéncia espacial) similar
aquela apresentada pela corrente induzida (gerando assim
uma solugdo convergente com poucos termos) e ser capaz
de prover um tempo de CPU reduzido para o célculo das
integrais envolvidas.

Neste trabalho, diferentes escolhas de fungdes base foram
investigadas no contexto do espalhamento por condutores
elétricos perfeitos com simetria de revolugdo. Conceitos
como localizag@o espacial e espectral foram considerados.
Mostrou-se que fungdes base de espectro limitado podem
gerar representagdes bastante eficientes no

caso de objetos suaves embora 0 comportamento singular
préximo a bordas seja em certa medida negligenciado. Neste
aspecto, o emprego de B-splines com knots miltiplos
provou ser mais adequado para uma representa¢do mais
correta das correntes do que fung¢des base globais ou
limitadas em banda.

A comparag@o do tempo de célculo da matriz impedancia
evidenciou uma limitacdo bdsica das fungdes globais.
Mesmo para refletores com didmetro da ordem de 10A, o
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tempo requerido por estas fungdes foi significativamente
superior. Para refletores maiores, esta limitagdo serd ainda
mais evidente, pela dependéncia deste tempo com ©
tamanho caracteristico D do objeto ser mais critica no caso
das fungdes globais (D) do que nas outras opgdes (D)

A possibilidade de eliminar o comportamento espirio da
corrente devido ao forte acoplamento nas componentes em

-(3) da equacdo integral do problema (1) também foi

investigada. Em particular, o emprego de um fator linear

16

— B-splines com fator t

. .. B-splines sem fator t
----- Globais

12+

1.0

YA

Figura 12. Componente ¢ da densidade de corrente
induzida sobre um cilindro condutor aberto por uma onda
plana axialmente incidente.

para a representagio por B-splines € potencialmente capaz
de estabilizar a solugao, ao mesmo tempo que simplifica as
expressdes resultantes devido a operadore diferencias no
nicleo da equagio integral em (1).

Duas observagSes adicionais podem ser feitas com
respeito a implementacdo de B-splines como funcdes base.
Em primeiro lugar, tais fungdes sdo facilmente adaptaveis a
utilizagdo de técnicas de AMG (adaptative mesh grading),
ao se redistribuir a posi¢do dos knots. A motivagdo principal
¢ a possibilidade de concentrar maior nimero de knots em
regides criticas (de alta curvatura ou descontinuidades
geométricas) onde se esperam componentes espectrais de
mais alta freqiiéncia. Isto poderia ser feito, por exemplo,
através de uma

parametriza¢ao dada pela média ponderada do comprimento
de arco, curvatura local e proximidade de bordas. Em
segundo lugar, B-splines também estdo presentes no
contexto da Andlise de Multiresolugdo (MRA). Utilizando
B-splines como ponto de partida (fun¢des de escala) uma
seqiiéncia de sub-espagos wavelet podem ser gerados [17],
com convergéncia assinttica a fungdes de Gabor [15]
(também otimamente concentradas no espago de fase). No
caso de um objeto espalhador complexo, incorporando tanto
regides de geometria suave como regides de alta
descontinuidade geométrica, a complementagio da expansio
por B-splines com wavelets nas regides criticas €
potencialmente atrativa, pelo fato de fungbes wavelet
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minimizarem a interagdo mitua, 0 que por sua vez torna
esparsa a regido correspondente da matriz impedancia.

APENDICE A - EXPRESSOES PARA OS
ELEMENTOS DA MATRIZ IMPEDANCIA

A seguir apresenta-se as integrais que definem os elementos
da matriz impedincia em (6):

G® o () 9b; (t,m (Al)
mn & &/

,, 0 1
(z: J'dz J'dt[l“mz, @pi )+ o

(Zgﬁ) - 'Tl:dt'}d{p’rm l t)bo ) _m_G(3 at}
Y 0 0 we

R0 o)

4 )

m "1

(), -

O'—v—'}

P 5 abt-(t’)\l 3
, ) )9 (1) — (A3)
dt{d[l‘ F(Obi(t) - 5G t? ()

ot 2 Ad

z% dvfd po T2 (b (1) + Z=G D2 (t)p° (v (A4)

m 1 ]

L J we

com
p'=pt)

re= ja)/z(senvsen VG +cosvcosv'G,(n3))

I'? = -wesenvGP

o _ o)
I =wesenvG,,

LY = jouG,’

GY = [d5 cosé cos(m& G(R)
0

G? = Jdé cos & sen(md G(R)
0

G? = Jd5 cos(md JG(R)
0

G(R) = exp(~ jkR)/R

7

v é o angulo formado entre a dire¢do do unitdrio t € o eixo

= -7= +rt=2rr cosS

z, sendo positivo se t aponta para fora do €ixo € negativo

se aponta contra O eixo. bip (t) representam as funcdes

base em (4) e tP(t) denotam as funcdes teste. No método
1

de Galerkin (alternativa aqui adotada) estas funcGes sao
iguais. As integrais acima s@o calculadas numericamente.
Detalhes sobre os procedimentos de cédlculo podem ser
obtidos em [23] Apenas metade dos elementos precisam ser
calculado devido as relagdes de simetria:

(AS)

As integrais em (Al)-(A4) apresentam singularidades
quando os pontos de fonte e observacido coincidem, i. e,
quando R = 0. Nestes pontos deve ser efetuada uma
extragio das singularidades antes da integragdo numérica
(apéndice C).

APENDICE B - VETORES EXCITACAO

Para o caso de o campo elétrico incidente ser uma onda
plana linearmente polarizada (LP) na direcao P e

propagando-se na dire¢io K, , tem-se:

Emc = eXp\— ]Rz f/i_)

com

27, . )
k =7(xsen¢9, cos@, + ysend, sen g, +zcos@r)

7
v

(8, . @, ) define a direcdo de incidéncia e vetores unitarios

ortogonais a Et . Qualquer polarizagdo P pode ser
decomposta na dire¢go definida por 6, e na dire¢io definida
por 0. No caso de campo incidente LP na dire¢cdo ¢, , 0
vetor excitagio definido em (7) serd dado por:

T A6
(Vr‘n)i = —jmnexp(—jm(pt)J tf(z)senv(Jm_l(C)+Jm_l(c))exp(-j‘/)dt (AS)
)

XJ m+l (Q (A7)

(V;;)i =jm+1ﬂ;exp( de) J. ( ))CXP(—JY)dt

sendo { = kpsenB, e v = kzcos,. I() € a fungio de Bessel
(primeira espécie) de ordem m. No caso de campo incidente
LP na direco 0, a excitac@o € escrita como:

(Va) = Prexp(=jmo,)- (A8)

4 (t)(j senvcos8, (Jy.1(0)- Jm_l(g)) -2 cosvsenerlm@)‘)exp(—jy)dt

ot—

(7) = " mextt- )| 22008 U a1, Oexptinie (A9)

Para incidéncia axial, apenas os modos m = *l serdo
excitados.

Um modelo de campo radiado bastante Util na
representacdo de alimentadores para antenas reletoras € o de
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uma onda esférica com distribuicdo de poténcia definida em
dois planos como func¢io do angulo de elevacio:

i (Bcos0F¢ (6)— bsendFy(6) Jexp(~ kR)/R; 0<e<m2 (ALD)
* oy esmp2

onde Fg e Fy representam o diagrama do alimentador nos
planos ¢ = 0 e ¢ = 71/2 respectivamente. Esta fonte irradia na
direcdo +z e estd localizada na origem do sistema de
coordenadas. Nesta situa¢io, os vetores excitacio sdo dados
por (somente modos m = * ! sdo excitados):

(V=)

T 2
= nJ. t{ (t)Fg (8)(cos8, senv — senB, cosv)@dt (AlD)
0

exp( JkR)

(va) = Jmnj ot (1) (6) L gt (A12)

No caso de expansbes mais gerais de ondas esféricas que
incluem o comportamento em campo préximo pode ser
necessario a adi¢do & (All) de termos correspondentes ao
campo radial em (A10), dado por:

Ej| = fcosoFg(8)exp(-jkR)/R (A13)

inc'r
A integral (All) possuird entdo o termo adicional dado por:

T .
(V;;]) = n:J. t;(t)Fg (0Y(send,senv + cosB, cos V)M— a4 (A14)

0

APENDICE C -EXTRACAO DAS SINGULA-
RIDADES

Sao dois os objetivos deste apéndice. O primeiro € rever o
procedimento pseudo-analitico utilizado para a extracio de
singularidades nas integrais que definem os elementos da
matriz impedéncia. O segundo € mostrar como esta extragdo
pode ser feita de uma maneira mais apropriada utilizando-se
B-splines como fungdes base.

As integrais singulares que aparecem no cdlculo dos
elementos da matriz impedancia tém a seguinte forma
genérica:

_}kR

T T T
1= J(;dtJ(; dt’ou, (£)0L, (1) £ ddcosdcosno

sendo
1/2

R= [(p —0)? +(z-2)* +4pp’sin’¢ / 2

e0(t),0(t) funcBes que dependem da escolha de
funcdes base em particular. A integral acima possui uma
singularidade em p=p’,Z2=2",0 =0 que nio permite
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uma integracio numérica adequada. Ela pode ser reescrita
como:

—jkR

1 (" e 1 Tdo
I= J;dt'c[ dt’al(t)az(t’)udd)(cow cosnd -~ {?] =1,+1,

Desta forma, [} € uma integral prépria e a singularidade &

isolada em L. Definindo:
K L a7l2 24/pp’
Rlz[(p—p)“+(2—2) } . B "R
1

E=0/2; entdo:

/2

I, = 2.|‘dt.|‘ dt'o (e, () |

dé
o Riy(1+pIsin?e)

K(f,)

2

'T t'[dt a/l(t)az(t)
0 0

2,0’
R,

com R, = [(/0+/0')2 +(z—z')2}/2 Ba =

K(B3,) é a integral eliptica completa do primeiro tipo. A
integral em ¢ j4 esta resolvida mas a integral acima ainda é
singular quando P =" e Z =2’ (ou, equivalentemente,
t=1t"). O comportamento de K(f3,) para t — t’¢& dado
por:

lim K 1
,ﬂ =— [En4 +4nR, ~ Ean]
t—t R, 20
Apenas o dltimo termo acima € singular. Adicionando-o €
subtraindo-o de I, , pode-se escrever:

Iy =1y —Ip —ZJdtjdt oy (D, (¢ )[K(ﬂﬂ N £

} J’dtj‘dz a,(r)arz(z)—

L; ¢é uma mtegral prépria e pode ser calculada

numericamente I é re-escrita como:
ot
I, =_jd 1 )Zjdta2(t )enRE,
N :

onde o intervalo [0,T] foi subdividido em N sub-intervalos.
Cada sub-intervalo (se suficientemente reduzido) define um

segmento da curva C onde a dependéncia dep” e z’ com
/7
—-1;);
2, .2
—fg)" 1y

t’ pode ser linearizada: p’ = p] +a,(t’
7 ’ ’ 7 2 ’
I=5+b(-1) e R =0

7 ’ ’ 7’ ’
com 7o, = 10;(t;, 31, 0;-;,0;) € 1y =1;(255 0,44,8;) -

Em cada segmento g a fungdo O, (t") é proporcional a

funcio base bf(t'). As integrais em cada segmento g

podem ser calculadas analiticamente utilizando-se uma
aproximacao local na forma:
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0, (t) =ag +a1t’+a2t’2 +ast’” pois as integrais
do tipo

I

= J.t"én[(t —15)% + tflz’t n=0,12,3.

possuem solu¢do analitica. Com o uso de B-splines como
fun¢des base, a aproximac@o local acima € exata pois possui
localmente a mesma forma polinomial que as B-splines (os
coeficientes sio exatos), destarte ndo introduzindo erros
adicionais na aproximacao.
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