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Resumo: 0 uso de funcoes base especiais e investigado na 
solucao de equacoes integrais, utilizando-se 0 Metodo dos 
Momentos, para a analise do espalhamento eletromagnetico 
por objetos condutores eletricos perfeitos com simetria de 
revolucao. 0 desempenho em termos de acuracia relativa e 
requerimentos computacionais de duas classes de funcces 
(B-splines e funcoes limitadas em banda) e avaliada contra 
aquele apresentado pelas funcoes base comumente utilizadas 
- funcoes trigonometricas globais e funcoes locais. Atencao 
particular e dada ao comportamento resultante da corrente 
induzida pr6xima as bordas. Questoes relativas alocalizacao 
espacial e espectral das funcoes base sao consideradas. 
Exemplos incluem 0 espalhamento por antenas refletoras. 

Abstract: The use of special base functions is investigated 
in the solution of integral equations by the Method of 
Moments far the analysis of electromagnetic scattering 
produced by perfectly conducting objects with circular 
symmetry. Performance with respect to relative precision 
and computational requirements for two classes of functions 
(B-spline and band-limited) is evaluated in comparison with 
that achieved by local and global trigonometric functions. In 
particular, behavior caused by near-edge induced currents is 
investigated. Also considered are issues related to spatial 
and spectral localization of base functions. Examples are 
given which include scattering by reflector antennas. 

Palavras Chaves: Espalhamento Eletrornagnetico, Metodo 
dos Momentos, Equacoes Integrais, Antenas Refletoras, 
Antenas Axialmente Simetricas 

1. INTRODUCAO 

o tratamento numerico de problemas de espalhamento e/ou 
radiacao de fronteira aberta no dominic da frequencia e 
usualmente feito empregando-se urna formulacao baseada 
em equacoes integrais. 0 Metodo dos Momentos (MM) e 
urn procedimento geral de reducao de urna equacao integral 
(linear) para urn sistema de equacoes lineares, atraves da 
projecao do problema original em urn espaco de Hilbert 
para urn espaco de dimensao finita C· [I]. A matriz 
associada do sistema (matriz impedancia) entretanto, e 

usualmente densa e de inversao computacionalmente 
intensiva. Para a reducao do custo computacional (espaco de 
memoria e tempo de CPU), urn aspecto crucial do MM e a 
escolha adequada das funcoes base e testes adequadas. Duas 
classes principais de funcoes base comumente empregadas 
no MM podem ser identificadas: funcoes base de dominio 
local (suparte compacto) [2-4J e funcoes base globais [4-6]. 
Funcoes base de dominio global tern urn carater mais 
especializado, sendo utilizadas em problemas especfficos 
para atingir maior eficiencia computacional. Necessitam, no 
caso do espalhamento por objetos suaves, de uma taxa de 
amostragem (0) equivalendo a cerca de duas a tres funcoes 
base por comprimento de onda. Funcoes base locais, por sua 
vez, sao geometricamente mais flexiveis, sendo mais 
praticas para a analise de geometrias mais gerais. Em 
compensacao, elas necessitam de uma taxa de amostragem 
bern mais alta, de cerca de dez funcoes base par 
comprimento de onda (0 :=: 10) como regra geral, 0 que 
toma proibitiva a analise de objetos espalhadores de grandes 
dimensoes eletricas. 

Para certos tipos de problemas de espalhamento par 
condutores eletricos perfeitos [4,5J, a maior eficiencia 
computacional obtida com 0 emprego de funcoes base 
globais esta relacionada com as caracteristicas espectrais da 
corrente eletrica induzida. De particular interesse, devido a 
sua importancia pratica, sao os objetos espalhadores de 
geometria suave, i.e., cujo raio de curvatura local e maior 
que urn comprimento de onda. Para tais objetos, urna 
hip6tese razoavel constitui-se assurnir que as corrente 
induzidas possuem urn espectro essencialmente limitado em 

frequencia espacial (IfImimero de onda), podendo ser 

aproximadas por funcoes de espectro confinado a urn 

numero de onda km ) (especialmente no contexto (IfI::; km 

do espalhamento em campo distante). Argurnentos ainda 
heuristicos sao destacados em [7J. 0 problema da 
localizacao espectral da radiacao eletromagnetica ja foi 
extensivamente discutido em [8]. As funcoes base de 
domfnio global usualmente empregadas (e. g., funcoes 
senoidais) possuem urn espectro concentrado em baixas 

1 Endereco atual: Center for Computational Electromagnetics, University of Illinois at Urbana-Champaign 
2Trabalho foi financiado no ambito do contrato PUC- TELEBRA.S 
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frequencias, tornando-se, portanto, candidatas naturais a 
uma expansao eficiente das correntes incognitas (mirnero 
reduzido de funcoes base par comprimento de onda). 

Quando comparadas as funcoes base globais, a reducao 
da regiao de suporte e uma das caracteristicas atraentes das 
funcoes bases. Esta caracterfstica implica na diminuicao do 
tempo de cornputacao para 0 calculo das integrais que 
cornpoem os elementos da matriz impedancia, pois somente 
uma pequena regiao do objeto espalhador e envolvida por 
cada par funcao base/funcao teste (relacionado 
biunivocamente com deterrninado elemento da matriz). 
Alem disto, devido ao fato de que 0 domfnio das funcoes 
globais envolve todo 0 objeto espalhador, 0 tempo de CPU 
requerido para 0 calculo de cada elemento e, neste caso, 
dependente das dimensoes eletricas do objeto. Isto resulta 
no aumento da complexidade computacional do problema 
em funcao do tamanho eletrico/frequencia de O(D2

) para 
O(D4

) , onde D ea dimensao caracteristica do problema. 

Destas observacoes pode-se tracar 0 interesse no 
desenvolvimento de urn esquema numerico capaz de 
combinar os aspectos atrativos das funcoes locais e globais e 
evitar suas deficiencias. Este esquema corresponderia ao uso 
de funcoes base de suporte espacial lirnitado e, 
simultaneamente, de espectro lirnitado. Idealmente, este 
objetivo nao e realizavel, visto que a transformada de 
Fourier de qualquer funcao de suporte compacto possui, 
necessariamente, suporte infinito. Dentro do contexte do 
espalhamento por condutores eletricos perfeitos com 
simetria de revolucao, este trabalho apresenta a aplicacao de 
duas estrategias que tern como objetivo otirnizar 0 

comprornisso entre suporte e espectro. 

A primeira estrategia consiste no emprego de funcoes 
base lirnitadas em banda [7,9,lOJ, que sao basicamente 
funcoes do tipo sampling (de espectro por natureza 
lirnitado) adaptadas para possibilitar truncamento no 
dominio espacial sem que isto introduza componentes 
relevantes de alta frequencia e sem que a degradacao da 
ortogonalidade tenha consequencias praticas. 

A segunda estrategia consiste no emprego de B-splines 
[IIJ, que possuem localizacao quase 6tima no espaco de 

fase r X k (com convergencia assint6tica para funcoes 
Gaussianas, otimamente localizadas) e simplicidade 
analitica que perrnite a extracao exata das singularidades 
que surgem nas integrais envolvidas. 

Para caracterizar a reducao computacional obtida, e feita 
uma comparacao do desempenho de cada opcao quando 
aplicada a diferentes geometrias. Particular enfase edada ao 
caso de espalhamento por geometrias representativas de 
antenas refletoras axialmente simetricas (corpo de revolucao 
aberto). Tais geometrias sao extremamente populares devido 
a facilidade de fabricacao e montagem, e por satisfazerem 
condicoes usualmente impostas sobre 0 diagrama de 
radiacao (e. g., niveis de isolamento para polarizacao 
cruzada), Particularmente a primeira caracteristica conduz 
ao emprego de superficies axialmente simetricas nao s6 em 

antenas de configuracoes axialmente simetricas [12J, como 
tambern em configuracoes mais gerais, como em sistemas 
off-set [I3J. 

2.	 SOLUCAO DO ESPALHAMENTO POR 
CORPOS DE REVOLUCAO PELO 
METODO DOS MOMENTOS 

Nesta secao a formulacao da analise do espalhamento por 
objetos condutores perfeitos com simetria de revolucao pelo 
MM no domfnio da frequencia e resurnidamente discutida. 
Para urn discussao mais detalhada, recomenda-se a consulta 
da referencia [2]. 

Urn corpo de revolucao (CR) e gerado atraves da rotacao 
do area gerador Cern torno do eixo z. Na implementacao 
numerica, 0 arco C e aproximado por uma sequencia de 
segmentos line ares Ci . Qualquer ponto sobre a superffcie do 
CR pode ser descrito par duas coordenadas (ortogonais): 0 

angulo azimutal <i> e 0 comprimento de arco t ao lange da 
curva C (normalizado com relacao ao comprimento de onda 
do espaco livre). As Figura I(a) e (b) ilustram a geometria 
tipica de urn refletor com simetria de revolucao e 0 sistema 
de coordenadas utilizado para representacao do CR. 

'~---------:- E 

y/ 
(a) Geometria do Refletor 

(b) Sistema de Coordenadas 

Figura 1. (a) Geometria tfpica de refletor com simetria de 
revolucao; (b) Parametrizacao em t e <p para corpo de 
revolucao. 
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Dado um campo eletrico incidente sobre 0 CR, aEine 
solucao do problema (determinacao da corrente eletrica 
induzida sobre a superficie) segue pela aplicacao da 
pertinente condicao de contorno do problema (campo 
eletrico tangencial total sobre a superficie condutora igual a 
zero) e pela expressao do campo eletrico espalhado em 
funcao da corrente induzida (incognita). A equacao 
resultante denomina-se Equacao Integral para 0 Campo 

Eletrico (EICE) e relaciona a corrente induzida J ao campo 

eletrico incidente atraves de uma equacao integral E ine 
(vetorial) de Fredholm do primeiro tipo: 

it X Eio< = it x Lel)= it x jW)1 JFCr')GCi', r')d/ -i- ~E it x~, Jfe~:.J)GCi',r')ds' 

(1) 

onde Ii e 0 vetor unitario normal a superficie ,CD e a 

frequencia em radianos, IJ. e a permeabilidade do meio, ds' 0 
elemento de area sobre S, U,J) 0 operador integro difrencial 

e G( r,r' )ea funcao de Green do espaco livre: 

- jkolr-r'le
Ger, 'F') == 47Z'1'F _ 'F '	 (2) 

A decomposicao da corrente induzida nas suas 
componentes (ortogonais) ao longo de <p e t, resulta em urn 
conjunto de duas equacoes integro-diferenciais acopladas 
descritas como: 

(I!'rr + I!¢t¢ + L¢< Iii + L¢¢ ¢~). (lJ + J ¢¢) = E:ncr+ E~nc ¢(3) 

onde t e (fJ sao vetores unitarios na direcao azimutal e 

U gtangencial e sao os operadores escalares integro
diferenciais (p,q == t,q». Para a aplicacao do MM a este 
conjunto de equacoes expressa-se, primeiramente, a 
corrente incognita em termos de um conjunto adequado de 

funcoes base b~ (1,<j» previamente escolhidas: 

N [Nt Nil> 
-	 t -t q, -<jl 

I 

J(t,<p) == m~M ~Imibmi(t,<P) +~Imibmi(t,<P) J 

b~Ct,<!» ==	 biCt) ejmq,t (4) 
pet) 

onde IPmi sao os coeficientes a determinar, 0 fator l/p(t) na 

componente t cancela 0 fator pet) que surge devido ao 

elemento de superficie dS == p(t)d<pdt. A equacao integro
diferencial em (1) e transformada em uma equacao matricial 
inserindo-se (4) em (3) e promovendo um produto interno 
das equacoes resultantes com um conjunto de funcoes 
(teste), complexas conjugadas as funcoes base (metodo de 
Galerkin), 0 produto interno e operacionalmente definido 
como sendo a integral sobre a superficie espalhadora do 
produto escalar de duas funcoes vetoriais. Com a escolha de 
dependencia harmonica no angulo de azimute e pela 

simetria rotacional do problema, ocorre urn desacoplamento 
natural entre os diferentes modos (indices m) em (4). 0 
sistema linear resultante exibe uma estrutura diagonal por 
blocos e cada modo pode ser calculado separadamente, 
reduzindo consideravelmente 0 esforco computacional para 
a solucao completa do problema. 0 sistema linear para 0 m
esimo modo e dado por: 

ztt z~ ~ [r:nl == [V~]	 (5)
[zE Zlj)liJ r4> J V dl 

m ill m 

(zpq) = IL(bq),bP*\	 (6)
ill ij \ ill] IDl I 

('7\(V£)i = (Eine,b~) 

onde <,> denota produto interno. As submatrizes z~ 

cornpoem a matriz impedancia do problema. 0 vetor no 
lado direito de (5) e 0 vetor excitacao. Expressoes explicitas 
para os elementos da matriz impedancia e para os vetores 
excitacao sao encontradas em [25]. A solucao para a 
equacao (5) determina a corrente induzida dada por (4). 

o mimero de modos necessanos para expressar 
adequadamente urn problema especifico pode ser 
determinado atraves de urn estudo de convergencia. Pode-se 
mostrar [14J que, no caso de ondas planas com direcao de 
incidencia formando urn angulo 8 com 0 eixo de simetria do 
CR, 0 mimero minimo necessario de modos sera dado 
por M == 2n(Pmn.)sen8t ,0nde'A e 0 comprimento de onda e 

Pm e a maxima extensao radial do CR. No caso de onda 

plana com incidencia axial, apenas os modos m == ±l serao 
excitados. 

3. FUNC;OES BASE CONVENCIONAIS 

As funcoes base b{ (1) e b? (1) comumente utilizadas neste 

tipo de problema incluem funcoes base locais e funcoes base 
globais. 

Funcoes base locais empregadas consistem 
essencialmente de dois tipos distintos. 0 primeiro consiste 
de pulsos deslocados (staggered pulses) [3J, cuja 
caracteristica fundamental e a grande flexibilidade 
geometrica que proporciona em problemas mais gerais. 0 
segundo consiste de pulsos na componente <p e triangulos na 
componente t [2]. Este e0 conjunto mais simples para evitar 
aproximacoes (diferencas finitas) nos operadores 
diferenciais em (1). Em termos de eficiencia computacional 
ambos os tipos apresentarn essencialmente 0 mesmo 
desempenho. Neste trabalho, para fins de comparacao sera 
adotado 0 segundo tipo, definido em [2J. 

Funcoes base globais, aqui adotadas, sao funcoes 
senoidais definidas sobre toda a curva C como em [5J, 
consistindo de senos para a componente <p e cossenos para a 
componente t. 
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4.	 FUNCOES BASE L1MITADAS EM 
BANDA 

Nesta secao discute-seo emprego de funcoes base limitadas 
em banda para a dependencia na coordenada t. Para CR, 
utiliza-se urna versao adaptada das funcoes introduzidas em 
[7J no contexto de expalhamento bidimensional. sendo 
escritas como: 

bf(t) = P:t) sineruRN((11T) - Ti)JSine[RN((t / T) - Ti)] 

= 1,....N,	 (Sa) 

bf (t) = sine]aR N((11 T) - Ti )]sine[RN((11 T) - Ti)J; 
i=l,....N, (Sb) 

onde sinc(x) = sen(nx)lnx . 

A Figura 2 ilustra este tipo de funcao base .. 0 fator RN = 
~l esta associado ataxa de amostragem, dada por a = N, I T 

e a localizacao das funcoes base e definida por 'Tj = (i 
1)/RN . Teo comprimento total do arco gerador C. 0 
conjunto acima forma urna expansao exata de qualquer 
funcao de espectro limitado a (l - a)al2, 0 < a < 1 e dessa 
forma esta amostrada a urna taxa 1/(1 - a) maior que a taxa 

de Nyquist. 0 fator a controla 0 compromisso entre 0 grau 
de superposicao entre as funcoes base (que afeta 0 tempo 
necessario para calcular a matriz impedancia) e a taxa de 
arnostragem requerida (relacionada com a memoria 
necessaria para armazenar a matriz impedancia). A escolha 
a =0.3 eutilizada em todo este trabalho [7J. 

1.0 
; p=O.30.8 

0.6 
y 0.4 

0.2 
0.0
 

-0.2
 

-4 -2 a 2 4 

x 

Figura 2. Funcoes limitadas em banda 

o decaimento quadratico que estas funcoes apresentarn 
possibilita urn truncarnento no primeiro zero do fator 

sinc[aRN(CtIT)-tJ sem que se introduza 

componentes relevantes de alta frequencia. Este 
truncarnento, por sua vez, permite que 0 calculo das 
integrais que definem os elementos da matriz impedancia 
seja feito sobre urn regiao limitada do objeto, 0 que toma 0 

tempo de calculo de cada elemento independente do 
tamanho eletrico do objeto, da mesma forma que no caso de 
funcao base local. A escolha de RN =N, (urn inteiro) implica 
a priori urna componente longitudinal da corrente eletrica 

nula na borda da superficie (como e exigido pelas condicoes 
de contomo). Esta expansao e suficientemente geral para 
tratar uma variedade muito grande de superficies abertas 
(refletores). Urn grau adicional de flexibilidade pode ser 
obtido ao variar-se local mente a taxa de amostragem a, 
permitindo-se assim, uma amostragem mais critica em 
regioes do corpo espalhador onde se espera componentes de 
mais alta frequencia (regioes de grande curvatura ou 
descontinuidades geometricas como bordas). 

5.	 B-SPLINES COMO FUNCOES BASE 

A Iocalizacao em frequencia espacial envolve urn 
compromisso com a localizacao espacial da funcao base 
(pelas propriedades da transformada de Fourier). 0 emprego 
de funcoes base globais ou funcoes base limitadas em banda 
acarreta uma localizacao reduzida com urn maior grau de 
superposicao. Este fato inevitavelmente leva a urn 
comprornisso entre os requerimentos em termos de espaco 
de memoria (localizacao na frequencia espacial) e tempo de 
CPU para 0 calculo da matriz impedancia (localizacao 
espacial). Uma altemativa que surge naturalmente destas 
observacoes e a utilizacao de funcoes base que tenham 

localizacao otima no espaco de fase (r, k). 

A primeira vista, funcoes gaussianas seriam uma escolha 
natural, visto que apresentam exatamente estas 
caracteristicas atraves de urn produto de variancias no 

espaco (r, k) minimo. Entretanto, a aplicacao deste tipo de 

funcao resulta na necessidade de truncamento em algum 
ponto. Este procedimento pode ser evitado observando-se 
que funcoes gaussianas podem ser bern aproximadas por B
splines, que possuem suporte compacto. B-splines 
convergem assintoticamente para gaussianas quando a 
ordem da spline n ~ 00 Em verdade, B-splines cubicas (n• 

= 4) ja sao quase otimas em termos de localizacao :12 e5::::, ~ 

de fase, possuindo urn produto de variancias apenas 2 C;C 

superior a aquele especificado pelo principio da incerteza 
[15J e dentro de urn erro de aproximacao nao superior a 3% 
em relacao afuncao gaussiana, conforme ilustrado na Figura 
3. Uma vantagem adicional das B-splines esta relacionada 
com a extracao pseudo-analitica das singularidades que 
surgem no calculo das integrais na matriz impedancia. Esta 
extracao e realizada com 0 emprego de uma aproximacao 
polinornial local para as funcoes base (cf. apendice C). Esta 
aproximacao pode ser feita exata, no caso de B-splines, pelo 
faro de que estas funcoes sao localmente expressas como 
polinomios. 

Para a construcao de B-splines cubicas (n = 4) em urn 
dominio de interesse [a,bJ, 0 primeiro passo e definir urna 
particao de K+1 pontos nodais (knots): {tj h=O,K ,sendo a = 
10 < ...< tK= b. Pontos nodais adicionais sao colocados nos 
pontos extremos do intervalo (knots multiples): l3 = lz = L 
1 = a and tK+! = tK+z =tK+3 =b. 

Definindo 
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-28T ; i = -3, ... ,-1YnCs;t)=CS_t)~-l=JCs-t)n-l s z t (9) tj= '_'7 .' los < t	 (1 . ~)~T ' 1 - 0, ... , K j
T ,	 1 - K + 1, ... , K + 3 

A B-spline (normalizada) de ordem n e dada pela n-esima 
diferenca dividida de Yn(s;t) para s em ti , ... , tj+n para um t 
fixo [16], i. e., 

~n,i(t)=(ti+n -ti)Yn(ti,···,ti+n;t) paratodoi (10) 

0.9 

0.8 

-- B·splinecubica 
07 ~ 
0.6 

0.5 

Y 
04 

0.3 

0.2 

0.1 

O.OI",,'t.....r::i":.'[lt'!"""r!'t'!r"" !,~.I I 

-24	 -2.0 -1.6 -1.2 -0.8 -04 0.0 04 0.8 1.2 1.6 2.0 2.4 

x 

Figura 3. B-spline cubica e a aproximacao Gaussiana 
correspondente: 'V(x) = (1.511t)lI2exp(-1.5x2). 

A Figura 4 apresenta B-splines ciibicas (ordem n = 4) no 
intervalo unitario ([a,b] = [0,1]) com espacamento uniforme 
(que sera 0 caso de todos os exemplos aqui tratados) e K = 
8. Expressoes explicitas para (10), podem ser encontradas 
em [17]. Cabe observar que a transfomada de Fourier da B-

spline central de ordem n e dada por ~n (t) H sinen (f) , 
corroborando a localizacao espectral no dorninio de 
frequencia espacial. 

Uma terceira caractenstica atrativa destas funcoes e 0 

baixo grau de superposicao em qualquer ponto da superffcie 
(exceto pr6ximo as bordas com multiples knots), onde no 
maximo tres B-splines sao nao nulas. Pr6ximo a borda, com 
o emprego de knots multiples, as funcoes tendem a 
aumentar sua localizacao e a possuir componentes de mais 
alta frequencia. Isto e exatamente 0 que e necessario para 
uma melhor descricao da corrente induzida neste ponto 
(onde se espera comportamento singular [23]). 

A expressao para as funcoes base em (4) aqui utilizadas 
em termos das B-splines cubicas eescrita como: 

biCt) = t~4,i-lCt) i= 1,...,K-l =N, (lla) 

bt(t) = ~4,i-l(t) i= 1,...,K= N¢ (lib) 

cuja particao uniforme correspondente e dada por (onde 

°T=TjCK-2»): 

A particao acima implica que 0 maximo da primeira funcao 

base b: (t), i = 1 coincide com 0 ponto t = O. As tres 

primeiras funcoes ilustradas na Figura 4 (indicadas par i = 
3,-2,-1 na figura) nao estao incluidas na expansao (11) 
acima. 0 fator t em (11a) impoe a condicao J, (t=O) = 0 a 
priori (como no caso das funcoes limitadas em banda 
anteriormente definidas) no caso de uma borda neste ponto 

1.0 L'~---.--,-----r-~--'--",----, 

i=-3	 i=7 
0.8 ~ / i=O i=4 \

I	 ,I
II 

....... 0.6
 

-.;t 
co, 0.4 

0.2 

O.OV/\ .A.. "x" .x. ,X., , A. d>- /'>..\1 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 

t 
Figura 4. B-splines ciibicas por definidas sobre 0 intervalo 
[0,1], K = 8 e espacamento uniforrne. 

(p(t=O) i= 0) e cancela 0 fator Ifp(t) no caso de p(t=O) = O. 
Tambem evita a instabilidade devido ao acoplamento da 
componente <j> da corrente em regi6es onde a componente J, 
domina ambas as equacoes de (3) [18], como sera ilustrado 
na pr6xima secao. 

6.	 RESULTADOS E APLICACAO A 
ANALISE DE ANTENAS REFLETORAS 

A analise do espalhamento por antenas refletoras e 
usualmente feita atraves de aproximacoes que nao 
satisfazem as equacoes de Maxwell, como a 6tica ffsica 
(PO), a 6tica geometrica (GO) e metodos assint6ticos 
(GTD, PTD e correlatos). Tais aproximacoes sao 
satisfat6rias em problemas de sintese de refletores [19,20] e 
para a maioria das aplicacoes de analise, principalmente 
quando a regiao de interesse do campo espalhado envolve 
apenas 0 l6bulo principal e os primeiros l6bulos laterais [21, 
22]. Entretanto, para me1hor precisar 0 myel de l6bulos 
mais afastados efou os efeitos da presenca de estais efou de 
interacao mutua (como, por exemplo, no caso de duplo 
refletores ou da interacao refletorfalimentador em refletores 
compactos) a formulacao do problema por equacces 
integrais toma-se necessaria. 
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o primeiro exemplo a ser analisado nesta secao 
corresponde ao caso mais simples de CR aberto: urn disco 
condutor eletrico perfeito infinitamente delgado e com 4), 

de diametro, sobre 0 qual incide (axialmente) uma onda 
plana de polarizacao linear. Assumindo, sem perda de 
generalidade, polarizacao na direcao x, a componente t e 
calculada no corte ljJ = 0° e a componente 0 no cone <;J = 90°. 
As Figs. 5(a) e (b) ilustram as correntes induzidas 
(componentes t e ljJ respectivamente), calculadas com funcao 
base globais, limitadas em banda e B-splines para uma 
mesma taxa de amostragem (J = 9.25, correspondendo a 
NtiN. = 18/19. 0 tempo de CPU necessario (normalizado) 
para calculo da matriz impedancia em cada caso encontra-se 
na Tabela 1. A r:s"U.:".l 6 ilustra esquematicamente a 
distribuicao de correntes sobre 0 disco. Da Figura 5, 
observa-se a claramente a tendencia de comportamento 
prevista para a corrente na borda [23.24]: componente <D 

singular (e sobre a maior parte do objeto corretamente 
aproximada pela corrente da PO) e componente t nula (e 
sobre a maior parte do objeto oscilando em torno do valor 
estimado pela corrente da PO). A Figura 5(c) mostra 0 

resultado da analise (componente ljJ) com as mesmas funcoes 
base a uma taxa de amostragem menor, (J = 5.25 (NtlN, = 
10/11). Observa-se a excelente concordancia com a analise 
anterior, em especial se isolado 0 comportamento singular 
pr6ximo aborda. A mesma analise para a componente t com 
esta taxa de amostragem apresenta urn resultado 
relativamente ainda mais pr6ximo ao da Figura 5(b) devido 
a ausencia de comportamento singular. A excecao do 
comportamento pr6ximo a borda da componente ¢ 
portanto, 0 espectro das correntes e essencialmente 

localizado em baixas frequencias (If! :::; k o) 0 que destarte 

torna as representacoes que fazem usa deste fato mais 
eficientes em terrnos da taxa de amostragem necessaria. Em 
linhas gerais, este mesmo tipo de comportamento estara 
presente nos refletores analisados a seguir. 

Funcao Base (NJN~ = Tempo de CPU 
18/19) normalizado 

Global 100.0 

Limitada em banda 10.9 

B-spline cubica 6.3 

Tabela 1. Tempo de CPU para calculo da matriz 
impedancia na analise do disco condutor por funcoes base 
globais, limitadas em banda e B-splines com NtiN. = 18/19. 
Como 0 mimero de funcoes base e igual, os requerimentos 
de mem6ria sao identicos. 

o segundo exemplo consiste de urn parabol6ide 
(superficie mais comum em antenas refletoras simples) com 
diametro D = 10).. e distancia focal f =4)... A excitacao 
corresponde a urna onda esferica incidente que sirnula 0 

diagrama de urn alimentador corrugado com distribuicao de 
potencia do tipo cos'B, n = 2, cujo centro de fase coincide 
com 0 foco do parabol6ide. A distribuicao de corrente 
(componentes t e 0) resultante se encontra nas Figuras 7 (a) 
e (b) calculada para diversos tipos de funcoes base e 
diferentes taxas de amostragem, juntamente com urn 
resultado de referencia obtido atraves da analise com urn 
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~ 21 e-,,"ce,j ~- Globais 

Limilacias em banda 

·PO 
,o I'---__~-_----'------'----

0.0 0.5	 1.0 

til, 
(a) 

6 

-- B-splines
5 

Globais 

4 l.imitadas em banda 
2:: PO,"'" 3 

-,_._._'- _._. .- _. ~.-2 - .-J 
o ,-I_~_..J- '!-- '-  _ II I 

0.0 0,5 1.0 1.5 2.0 

(b) 

6 

5 

4 

-  B-splines 

Globais 

Limitadas em banda 

PO 

OL-.~--'--~----'--~---I.._~--
0.0	 0.5 1.0 1.5 2.0 

t/J.... 
(c) 

Figura 5. (a) Componente t da densidade de corrente 
induzida sobre disco condutor com D = 4).. para diversas 

funcoes base e (J =9.25 (NtlN~ = 18/19); (b)Componente ljJ 
da densidade de corrente induzida sobre 0 disco condutor 
com D = 4).. para diversas func.os base e (J = 9.25 (NtlN~ = 
18/19). 
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Figura 6. Ilustracao esquematica da distribuicao de 
densidade de corrente induzida sobre disco condutor D = 41<. 
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Figura 7. (a) Componente t da densidade de corrente 
induzida sobre refletor paraboloidal com D = 10)., para 
diversas funcoes base e taxas de amostragem. (b) 
Componente Ql da densidade de corrente induzida sobre 
refletor paraboloidal com D = 10)., para divers as funcoes 
base e taxas de amostragem. 
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Figura 8. Convergencia da componente longitudinal -=.:. 
corrente utilizado ao empregar-se funcoes base Iirnitaca. ~:::

banda desde 0 = 1.9 ate 0 = 3.8. 

MM de alta densidade (0 "" 20 funcoes base 10(:::..'; 

comprimento de onda). Pode-se observar que as (:C';-:-~~.:~. 

induzidas apresentam as caracteristicas basicas 
observadas no caso do espalhamento pelo disco ..-, ?;_'. 
8 ilustra 0 processo de convergencia da compor.err;e 
longitudinal da corrente ao variar-se a taxa de amostragern 
no caso das funcoes limitadas em banda desde 0 "" 1.9 
(N/N = Will) ate urna taxa duas vezes superior 0 "" 3.8o 

(NtlN = 20121).o 

Pela estacionariedade da integral de radiacao, variacoes 
e/ou discrepancias de primeira ordem na corrente induzida 
terao urn efeito apenas de segunda ordem sobre 0 campo 
espalhado e, consequentemente, sobre 0 radiado. Isto e 
ilustrado atraves do diagrama obtido para 0 parabol6ide na 
Figura 9, onde a concordancia entre 0 campo radiado 
(plano E) calculado utilizando-se urn MM de alta densidade 
(0 "" 20 funcoes base locais por comprimento de onda) e urn 
MM com funcoes base limitadas em banda ou B-splines 
com taxa de amostragem tao baixa quanto 0 "" 2.7 
(NFTINFPHI = 15/16) apresentam excelente concordancia. 
o diagrama previsto pela PO embora bastante preciso para 
os primeiros 16bulos secundarios, j a apresenta maiores 
discrepancias para 16bulos mais afastados, em especial ao 
redor de 8 =90°. 0 resultado para 0 plano H apresenta uma 
concordancia ainda maior entre os diversos esquemas 
numericos, nao sendo aqui apresentado. 

A terceira configuracao consiste de outro exemplo 
representativo de geometria empregada em antenas 
refletoras: uma superffcie hiperboloidal com D = 10)", com 
excentricidade e = 2. e distancia interfocal 2c = 18.334).,. 0 
hiperbol6ide e comurnente empregado, por exemplo, como 
sub-refletor em sistemas de duplo-refletores Cassegrain, 
configuracao largamente utilizada em antenas de estacoes 
terrenas para comunicacoes via-satelite. 0 campo incidente 
e 0 mesmo do caso anterior. A distribuicao de corrente 
resultante sobre 0 hiperbol6ide (componentes t e Ql) se 
encontra nas Figs.lO(a) e (b). 0 campo espalhado no plano 
E (campo primario nao incluido) e representado na Figura 
11. As mesmas observacoes efetuadas para 0 caso do 
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refletor paraboloidal aqui se aplicam, sendo que a 
iluminacao mais intensa da borda no caso do hiperbo16ide 
provoca uma variacao mais abrupta da componente t da 
corrente do que no caso anterior. Este fato (devido as 
componentes de mais alta frequencia ai geradas) responde 
pela discrepancia ligeiramente maior observada entre as 
divers as representacoes, A Tabela 2 apresenta os 
requerimentos computacionais na analise dos refletores. 
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Figura 9. Diagrama do campo radiado (primario + 
espalhado) pelo refletor paraboloidal no plano E. 
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refletor hiperboloidal com D = lOA para diversas funcoes 
base e taxas de amostragem. 

Das Figs. 9 e 11, observa-se uma acuracia ligeiramente 
superior no calculo do campo espalhado atraves da 
representacao por B-splines do que aquele por funcoes 
limitadas em banda. lsto pode ser explicado pelo 
comportamento da corrente observado nas bordas, onde as 
B-splines reproduzem melhor (atraves do emprego de knots 
multiples) 0 comportamento singular da componente ¢ (que 
eaquela que, em ultima analise, influencia 0 resultado do 

10 r----.-----,--...;.,---,--..,...--r----r--, 
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co -10:s. 
ro 
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.~ -20 
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ro -30 
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Figura 11. Campo espalhado (campo primario nao 
incluido) pelo refletor hiperboloidal no plano E. 

campo no plano E). Novamente, os resultados para 0 plano 
H nao sao aqui apresentados pois mostram os campos 
gerados pelas diversas representacoes com maior 
concordancia. Este fato pode ser justificado observando-se 
que a componente t (que influencia 0 resultado no plano H) 
nao apresenta comportamento singular na borda, tendo. por 
conseguinte, espectro mais localizado do que a componente 

<». 

Funcao 
base 

NtlNlj> Espaco de 
memoria 

ocupado pela 
matriz 

impedanciat'") 
- kbytes 

Tempo de 
CPU para 
calculo da 

matriz 
impedancia 

(normalizado) 

Local 89/90 500.64 0.056 

Local 39/40 97.52 0.033 

Global 11/12 8.27 100.0 

Limitada 
em banda 

15/16 15.02 0.833 

B-spline 
ciibica 

15/16 15.02 0.473 

Tabela 2. Requerimentos computacionais para a analise dos 
refletores paraboloidal e hiperboloidal com diferentes 
funcoes base e taxas de amostragem 
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Figura 10. (a) Componente t da densidade de corrente 
induzida sobre refletor hiperboloidal com D = lOA para 
diversas funcoes base e taxas de amostragem. (b) 
Componente <p da densidade de corrente induzida sobre 
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Com respeito ao espaco de memoria ocupado, 
diretamente proporcional ao numero de funcoes base 
necessario, observa-se que, para niveis de convergencia 
similares, funcoes base globais sao mais economicas. 0 
emprego de apenas 11/12 funcoes base foi capaz de gerar 
resultados similares aqueles apresentados com 39/40 
funcoes base locais. Entretanto, como ja observado na 
discussao introdutoria, 0 tempo de CPU necessario para 0 

calculo da matriz impedancia e dramaticamente superior ao 
empregar-se funcoes base globais. As Tabelas 1 e 2 
ilustram este fato, bern como 0 compromisso (em termos de 
tempo de CPU vs. espaco de memoria requerido) obtido ao 
se utilizar as diversas funcoes base. 

o ultimo exemplo considerado envolve urn cilindro 
circular aberto com IA de diametro e raio a=Vko sobre 
o qual incide uma onda plana linearmente polarizada com 
direcao de propagacao ao longo do eixo de simetria. Neste 
exemplo, 0 forte acoplamento existente entre as duas 
componentes da equacao (3) e 0 comportamento dominante 
da componente t pode acarretar oscilacoes espurias (nao 
ffsicas) na componente <j> calculada numericamente, 
conforme ja observado em [18]. Isto ocorre, por exemplo ao 
empregar-se B-splines sem 0 fator t na expressao (lla) (e, 
em geral qualquer expansao local). Em contraste, 0 emprego 
da expansao (11) minimiza 0 comportamento dominante da 
componente t, estabilizando a componente 0, conforme 
ilustrado na Figura 12. 

7. CONCLUSOES 

A escolha adequada do par de funcoes base e teste e de 
grande importancia na convergencia e eficiencia 
computacional do MM na solucao de problemas de 
espalhamento eletromagnetico. Apesar da pletora de 
escolhas possiveis, dois requerimentos basicos devem ser 
satisfeitos par uma escolha eficiente, quais sejam, possuir 
caracteristica espectral (na frequencia espacial) similar 
aquela apresentada pela corrente induzida (gerando assim 
uma solucao convergente com poucos termos) e ser capaz 
de prover urn tempo de CPU reduzido para 0 calculo das 
integrais envolvidas. 

Neste trabalho, diferentes escolhas de funcoes base foram 
investigadas no contexte do espalhamento por condutores 
eletricos perfeitos com simetria de revolucao, Conceitos 
como localizacao espacial e espectral foram considerados. 
Mostrou-se que funcoes base de espectro limitado podem 
gerar representacoes bastante eficientes no 

caso de objetos suaves embora 0 comportamento singular 
proximo a bordas seja em certa medida negligenciado. Neste 
aspecto, 0 emprego de B-splines com knots multiples 
provou ser mais adequado para uma representacao mais 
correta das correntes do que funcoes base globais ou 
limitadas em banda. 

A comparacao do tempo de calculo da matriz impedancia 
evidenciou urna limitacao basica das funcoes globais. 
Mesmo para refletores com diametro da ordem de lOA, 0 

tempo requerido por estas funcoes foi significativamente 
superior. Para refletores maiores, esta limitacao sera ainda 
mais evidente, pela dependencia deste tempo com 
tamanho caracteristico D do objeto ser mais critica no caso 
das funcoes globais (D4

) do que nas outras opcoes (D") 

A possibilidade de eliminar 0 comportamento espurio da 
corrente devido ao forte acoplamento nas componentes em 
(3) da equacao integral do problema (1) tambem foi 
investigada. Em particular, 0 emprego de urn fator linear 
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Figura 12. Componente (j) da densidade de corrente 
induzida sobre urn cilindro condutor aberto por uma onda 
plana axialmente incidente. 

para a representacao por B-splines e potencialmente capaz 
de estabilizar a solucao, ao mesmo tempo que simplifica as 
expressoes resultantes devido a' operadore diferencias no 
micleo da equacao integral em (1). 

Duas observacoes adicionais podem ser feitas com 
respeito a implementacao de B-splines como funcoes base. 
Em primeiro lugar, tais funcoes sao facilmente adaptaveis a 
utilizacao de tecnicas de AMG (adaptative mesh grading), 
ao se redistribuir a posicao dos knots. A motivacao principal 
e a possibilidade de concentrar maior numero de knots em 
regioes criticas (de alta curvatura ou descontinuidades 
geometricas) onde se esperam componentes espectrais de 
mais alta frequencia, Isto poderia ser feito, por exemplo, 
atrayes de uma 

parametrizacao dada pela media ponderada do comprimento 
de arco, curvatura local e proximidade de bordas. Em 
segundo lugar, B-splines tambem estao presentes no 
contexte da Analise de Multiresolucao (MRA). Utilizando 
B-splines como ponto de partida (funcoes de escala) urna 
sequencia de sub-espacos wavelet podem ser gerados [17], 
com convergencia assintotica a funcoes de Gabor [15] 
(tambem otimamente concentradas no espaco de fase). No 
caso de urn objeto espalhador complexo, incorporando tanto 
regioes de geometria suave como regioes de alta 
descontinuidade geometrica, a complementacao da expansao 
por B-splines com wavelets nas regioes criticas e 
potencialmente atrativa, pelo fato de funcoes wavelet 
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minimizarem a interacao mutua, 0 que por sua vez torna 
esparsa a regiao corresponaeme da matriz impeaimci«. 

APENDICE A - EXPRESSOES PARA OS 
ELEMENTOS DA MATRIZ IIVIPEDANCIA 

A seguir apresenta-se as integrais que definem os elementos 
da matriz impedancia em (6): 

T T [ I Jt' ( ) db'(t')it(2"),.=fdt'fdt ['"t'(t\z..l(t')+_G(]J_i_-)~- (AI) 
ml) 0 0 ml~P) jWE m Jt Jt') 

com 

p' = pet') 

r; = jWJ..l(sen V sen v'G~) + cos V cos v'G~3) ) 

r tlP = -WEsen vG(2)
m m 

r- = WE sen v'G(2)
m m 

r~IP = jWJ..lG~) 

G~l) = f7r 

drS cosrS cos(mrS'p(R) 
o 

G~2) = f7r 

drScosrSsen(mrS'p(R) 
o 

G~Z) = f7r 

drS cos (mrS 'peR)
 
o
 

G(R) = exp( - jkR)jR
 

R == Ir' - rl = .J - - rz 2r- - - srS

r 
r'z-+ - -- - r' co- 

v e 0 angulo formado entre a direcao do unitario teo eixo 

z, sendo positive se t aponta para fora do eixo e negativo 

se aponta contra 0 eixo. b f (t) representam as funcoes 

base em (4) e tf(t) denotam as funcoes teste. No metoda 

de Galerkin (alternativa aqui adotada) estas funcoes sao 
iguais. As integrais acima sao calculadas numericamente. 
Detalhes sobre os procedimentos de calculo podem ser 
obtidos em [25] Apenas metade dos elementos precisam ser 
calculado devido as relacoes de simetria: 

(AS) 

As integrais em (Al)-(A4) apresentam singularidades 
quando os pontos de fonte e observacao coincidem, i. e., 
quando R = O. Nestes pontos deve ser efetuada uma 
extracao das singularidades antes da integracao numerica 
(apendice C). 

APENDICE B ~ VETORES EXCITACAO 

Para 0 caso de 0 campo eletrico incidente ser uma onda 

plana linearmente polarizada (LP) na direcao 15 e 

propagando-se na direcao k, ' tem-se: 

com 

'( = 2)~ (x sen Bt cos ¢t + Ysen Bt sen ¢t + Zcos Bt ) 

(8t , <ilt ) define a direcao de incidencia e vetores unitarios 

ortogonais a k, . Qualquer polarizacao 15 pode ser 

decomposta na direcao definida par 8t e na direcao definida 

por <ilt. No caso de campo incidente LP na direcao <Pt , 0 

vetor excitacao definido em (7) sera dado por: 

T (A6)
(v~)j = - jmn exp(- jrn'!>,)J t; (t)sen v(J rn- l (i;)+ J m-I(i;))exp(- jy)dt 

o 

sendo S = kpsend, e y = kzcosfl.. Jm(S) e a funcao de Bessel 
(primeira especie) de ordem m. No caso de campo incidente 
LP na direcao 8 t a excitacao e escrita como: 

(v~)j =jmltexp(-jrn'!>,)' (AS) 
T 

j t[(tXjsenvcos8,(J m e l (i;)- Jm-I(i;)) - 2ccsvsene.J m(i;))exp(- jy)dt 
o 

T 

(~)j =F:rexf-jnrA)ff1t~ )co1], (Jm+J;)+}m-l (())expfjY)dt (A9) 
o 

Para incidencia axial, apenas os modos m = ±l serao 
excitados. 

Urn modelo de campo radiado bastante util na 
representacao de alimentadores para antenas reletoras e 0 de 
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uma onda esferica com distribuicao de potencia definida em 
dois pianos como funcao do angulo de elevacao: 

E = {(ecos<t>Ii(e)-~sen<jllll(e))eXP(-jkR)/R; 0s e s n!2 (AlO) 
IDe 0; e> n/2 

onde FE e FH representam 0 diagrama do alimentador nos 
pianos <j> =0 e <j> =TI/2 respectivamente. Esta fonte irradia na 
direcao -t-Z e esta localizada na origem do sistema de 
coordenadas. Nesta situacao, os vetores excitacao sao dados 
por (somente modos m =± I sao excitados): 

T 

(V~)i = 11:fti(t )%(8)(cos8t senv - senG, cosv) exp(- jkR) dt (All) 
o 

T 
p(V~)i = jmnf Pt t (t )Frr (8 ) ex (- j kR ) dt (A12l 

o 

No caso de expansoes mais gerais de ondas esfericas que 
incluem 0 comportamento em campo proximo pode ser 
necessario a adicao a (All) de termos correspondentes ao 
campo radial em (AlO), dado por: 

Eincl = fcos<j>~(8)exp(-jkR)/R (AI3) 
r 

A integral (All) possuira entao 0 termo adicional dado por: 

(V~\ = nf	T 

ti(t)~(eXsenetsenv+cos8tCOSV)exp(-jkR) dt(AI4) 

o 

APENDICE C -EXTRACAO DAS SINGULA
RIDADES 

Sao dois os objetivos deste apendice. 0 primeiro e rever 0 

procedimento pseudo-analitico utilizado para a extracao de 
singularidades nas integrais que definem os elementos da 
matriz impedancia, 0 segundo e mostrar como esta extracao 
pode ser feita de uma maneira mais apropriada utilizando-se 
B-splines como funcoes base. 

As integrais singulares que aparecem no calculo dos 
elementos da matriz irnpedancia tern a seguinte forma 
generica: 

T T 11: -jkR 

1= fdtf dt'a1(t)a2(t') fd<pcos<pcosn<PT 

000 

sendo 

1/2
R =[(P - p/)2 + (z - z/)2 + 4pp /sin2

<j> /2] 

e(Xl(t),U2(t) funcoes que dependem da escolha de 

funcoes base em particular. A integral acima possui urna 

singularidade em p = p', Z = Z/, <j> = a que nao permite 

,'6 

uma integracao numerica adequada. Ela pode ser reescrita 
como: 

T T (1t -jkR 1 1t d']
1= fdtf dt'O:I (tlo:z(t'llf d<!>(Cos¢cosn¢T - R) + f : = I) + 1z 

o 0 0 0 

Desta forma, II e uma integral propria e a singularidade e 
isolada em Iz. Definindo: 

, 2 2]112 2~pplI 

R1 = [(p - p) + (z - z ) , B1 = R1 e 

~ = <j> / 2; entao: 

T T 12 
r d~

I 2 = 2f d t f dt ' a / <; "-, ,11:
,ucx.,(t') I R1~(l+~rsin2~)o 0 J
 

T T 0
 

= 2f dt f dt' (Xl (t)(Xz(t') K(/3z) 
o 0 Rz 

comRZ=~p+p')Z+(Z-Z')ZYZ ;/30= 2~pp' 
" Rz 

K(~z) e a integral eliptica completa do primeiro tipo. A 

integral em <j> ja esta resolvida mas a integral acima ainda e 

singular quando p = p' e Z = Zl (ou, equivalentemente, 
1 

t = r ). 0 comportamento de K(B 2 ) para t -7 t. e dado 

por: 

lim K(/3z) =_I_~n4+£nRz -£nRI]t --7 t'	 R2 2p 

Apenas 0 ultimo termo acima e singular. Adicionando-o e 
subtraindo-o de 12 , pode-se escrever: 

T T r , [ K (/30) . £nR1 ] T T • • £nR112 =121 - 122 =2SdtSdt a 1(t)a2 (t) ----p:=- T -7- - SdtSdt at (t)a2 (t )- 
o 0 2 -fJ 0 0 o 

IZI e urna integral propria e pode ser calculada 
numericamente. h2 e re-escrita como: 

T NIf (XI(t)"'f' , z122 = '2	 dt --LJ dt (Xz (t )£nRI,j 
o P	 i=1 e, 

onde 0 intervalo [O,TJ foi subdividido em N sub-intervalos, 
Cada sub-intervalo (se suficientemente reduzido) define urn 

segmento da curva Conde a dependencia de p' e Zl com 
l

t pode ser linearizada: p' = p; +a, (t' - r;) ; 
, , b ") z (' )z zZ = z, +	 j(t -tj e Rl,i = t -to; +tl i 

com tOi =toi(t;,::.;,p;,aj,bJ e tIi =tIi(z;,p;,ai,bi). 

Em cada segmento tj a funcao (X2 (t") e proporcional a 

bf (t /).funcao base As integrais em cada segmento £j 

podem ser calculadas analiticamente utilizando-se uma 
aproximacao local na forma: 
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( ') t,,2,3.U2 t :::::aO+al +a2t +a3t pois as integrais 

do tipo 

=ft n£n[u - to) 2 + t? ~t n=0,1,2,3.I 22i 

possuem solucao analitica, Com 0 uso de B-splines como 
funcoes base, a aproximacao local acima eexata pois possui 
localmente a mesma forma polinomial que as B-splines (os 
coeficientes sao exatos), destarte nao introduzindo erros 
adicionais na aproximacao. 
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