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Resumo: Este trabalho revisa a aplicacao de predicao linear 
para a estimacao de frequencias em meios ruidosos, 
estabelecendo uma formulacao unificada. Descreve-se urn 
metodo, proposto pelos autores, que otimiza a predicao 
linear no sentido dos mfnimos quadrados totais, bern como 
sua solucao pelo subespaco de sinal. Seu desempenho e 
competitivo com aquele de componentes principais. 
Descrevem-se tambern metodos recentes que otimizam a 
predicao linear no sentido dos minimos quadrados totais e 
que, considerando a estrutura da matriz de dados, alcancam 
o desempenho de maxima verossimilhanca. Demonstra-se a 
equivalencia entre esses metodos e se comparam seus 
desempenhos. 

Abstract: This work establishes a unifying framework to 
the use of linear prediction for estimating the unknown 
frequencies of signals corrupted by additive noise. A 
method is proposed that optimizes linear prediction in total 
least squares sense. Also presented is a signal subspace 
approach to the method. This method is shown to be 
competitive in relation to that of principal components. In 
order to make linear prediction perform like maximum 
likelihood, recent methods take into account the structure 
imposed by the linear prediction filter on the data matrix. 
These methods are shown to minimize the same objective 
function and yield equivalent solutions. 

Palavras-chave: estimacao de frequencies, predicao linear, 
minimos quadrados totais, maxima verossimilhanca. 

1. INTRODUCAO 

A estimacao de sen6ides contaminadas por ruido branco tern 
recebido especial atencao em processamento digital de 
sinais, por se tratar de urn problema classico com imimeras 
aplicacoes, dentre as quais destacamos radar, sonar, 
ressonancia nuclear magnetica, arranjos de antenas [1]. 

o problema basico consiste em estimar as frequencias das 
sen6ides, considerando urn numero finito de amostras do 
sinal. Este problema torna-se crftico quando a diferenca 
entre essas frequencias e inferior ao reciproco do intervalo 
de observacao do sinal e amedida em que a relacao sinal
ruido (SNR) diminui. Nestes casos, os metodos tradicionais 
baseados na transformada de Fourier nao oferecern 
resolucao suficiente [2]. 

o melhor desempenho para tal estimacao e alcancado por 
rnetodos de Maxima Verossimilhanca (11L), porem sob 
grande esforco computacional. Na tentativa de se obter 
metodos com desempenho pr6ximo aquele da 11L, porem 
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com esforco computacional inferior, Tufts e Kurnaresan 
utilizaram Predicao Linear (LP) e 0 criterio dos Minimos 
Quadrados (LS), para desenvolver 0 metodo FBLP 
Modificado [3]. Este metodo realiza a otimizacao conjunta 
dos filtros de predicao linear progressiva (forward) e 
regressiva (backward), atraves do procedimento conhecido 
como "Forward - Backward Linear Prediction" (FBLP) [2]. 
Utilizando a decomposicao em valores singulares (SVD), 
define os subespacos de sinal e de rufdo para os dados 
disponiveis e gera uma matriz de dados corrigida, baseada 
apenas no subespaco de sinal, com consequente eliminacao 
da parcela referente ao sub- espaco de ruido. A solucao do 
FBLP Modificado baseia-se nessa matriz, tomando este 
metodo computacionalmente mais econ6mico e com 
desempenho proximo ao do ML para valores de SNR nao 
muito pequenos. 

Em 1980, Golub e Van Loan [4] introduziram 0 criterio de 
Minimos Quadrados Totais (TLS) que otimiza a predicao 
linear de uma forma mais amp la, considerando perturbacoes 
nao s6 no sinal desejado, como efetuado no criterio LS, mas 
tambem no sinal de entrada do preditor [2]. 

Associando essas duas ideias, Lemos eLopes [5] 
propuseram a otirnizacao do metodo FBLP segundo 0 

criterio TLS, originando 0 metodo TLS-FBLP. 
Posteriormente, este metoda foi modificado pelos autores 
para utilizar apenas 0 subespaco de sinal [6] e se 
demonstrou analiticamente que a solucao TLS corresponde 
na verdade a uma solucao LS na qual a matriz de dados e 0 

vetor desejado sofrem restricao conjunta ao subespaco de 
sinal. 0 metodo TLS-FBLP mostrou-se competitivo com 0 

FBLP Modificado, porem seu desempenho, assim como 0 

deste ultimo, ainda e significativamente inferior ao da 
Maxima Verossimilhanca. 

Tal comportamento se deve ao fato de que tanto 0 FBLP 
Modificado quanta 0 TLS-FBLP nao preservam a estrutura 
da matriz de dados, inserida pelo filtro de predicao linear. 
Quando se descarta a contribuicao do subespaco de ruido, 
produzindo urna matriz de dados corrigida, descarta-se 
tambem sua estrutura original. Embora esta correcao 
proporcione significativa melhora no desempenho da 
estimacao de frequencies, ela desestrutura 0 esquema de 
predicao linear. 

No sentido de conduzir 0 desempenho da predicao linear ate 
o mais pr6ximo daquele obtido com a Maxima 
Verossimilhanca, foram propostos diversos metodos, 
baseados no criterio TLS, que perrnitem preservar a 
estrutura da predicao ao descartar a contribuicao do 
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subespaco de ruido, Hua e Sarkar propuseram 0 metodo 
Minimos Quadrados Totais Branqueado (WTLS) [7J; 
Abatzoglou e Mendel apresentaram 0 metodo Minimos 
Quadrados Totais Restrito (CTLS) [8J e De Moor introduziu 
o metodo Mfnimos Quadrados Estruturado (STLS) [9J. 
Estes metodos consistem em sofisticacoes da abordagem 
TLS, considerando a existencia de dependencias lineares 
entre as linhas da matriz de dados estendida. 
Alternativamente, Bresler e Macovski derivaram uma 
expressao exata para 0 criterio de Maxima Verossirnilhanca 
em termos do polin6mio de predicao do sinal isento de 
ruido, originando 0 rnetodo Maxima Verossirnilhanca 
Quadratica Iterativa (IQML) [10]. 

Recentemente, Lemos eLopes [11] demonstraram que os 
metodos WTLS, CTLS, STLS e IQML minimizam a norma 
do mesmo erro e, sob as mesmas restricoes, produzem 
solucoes equivalentes. 

Este trabalho apresenta uma revisao de todos estes metodos, 
estabelecendo uma formulacao unificada em termos de 
notacao, abordagem e desenvolvimento. Descrevemos 
detalhadamente os metodos citados e estabelecemos 
comparacoes entre suas estruturas e desempenhos. Na secao 
:2 discutimos as bases da estirnacao de frequencias por 
predicao linear, descrevendo 0 rnetodo FBLP Modificado. 
Na secao 3 introduzimos 0 metodo TLS-FBLP e na secao 4 
comparamos os desempenhos dos metodos FBLP 
Modificado e TLS-FBLP. Na secao 5 descrevemos a 
utilizacao do criterio de Maxima Verossimilhanca em 
estimacao de frequencias. Nas secoes 6, 7, 8 e 9 
apresentamos os metodos IQML, CTLS, STLS e WTLS, 
respectivamente, bern como demonstramos a equivalencia 
entre eles. 0 desempenho destes metodos equivalentes e 
apresentado na secao 10. Por fim, as conclusoes gerais 
cornpoem a secao 11. 

2. METODO FBlP MOO\F\CAOO 
No sentido de obtermos urna formulacao mais geral para 0 

problema de estimacao de frequencias, utilizaremos 
exponenciais complexas ao inves de sen6ides. Sejam N 
amostras de urn sinal x]»], composto pela soma de M 
exponenciais complexas corrompidas por ruido branco 
aditivo complexo gaussiano, dado por: 

M 

x[n]= ~>k expu(wkn+cPk)]+y[n], n=O,oo.,N-l (1) 
k=I 

onde ak sao as amplitudes, OJk sao as frequencias angulares 

(t'1JJc = 21tfk, e fk e a frequencia normalizada em relacao a 
frequencia de amostragem) e cA sao as fases das 
exponenciais. Assumimos que 0 ruido y[n] tern media nula e 
partes real e imaginaria descorrelacionadas, cada qual com 

variancia ~ / 2 . 

Ao longo do restante deste trabalho estaremos supondo que 
o numero M de exponenciais complexas e conhecido. A 
determinacao do mimero M e urn problema importante e 

bastante tratado na literatura [2], mas escapa do escopo 
deste trabalho. 

A predicao linear permite extrair as frequencias do sinal a 
partir do vetor de coeficientes w' de urn filtro de erro de 
predicao (FEP), otimizado de forma a minimizar 0 erro 
quadratico medic de predicao [12]. 

Ulrych e Clayton [12] e Nuttal [13] utilizaram a otimizacao 
simultanea de filtros de erro de predicao (FEP) forward e 
backward, segundo 0 procedimento conhecido como 
"Forward - Backward Linear Prediction" [2J. Eles 
demonstraram que este procedimento fornece melhores 
resultados que a otimizacao do filtro forward ou do filtro 
backward isolados. 

Aplicando as N amostras de x[nJ ao filtro de predicao 
forward-backward de ardem L, compomos a matriz A de 
dados e 0 vetor b desejado, associados a predicao linear 
[2], como: 

[
bf]e b = --- (2) 
b, 2(N-L)xl 

tal que os Indices "f' e "b" correspondem a predicao 
forward e backward, respectivamente. 

As matrizes A f e A b sao dadas por: l

A f = 

x[L-)J
x[L] 

: 

x[L-2] 

x[L-l] 

x[O] 

x[l] 
(3) 

x[N -2] x[N -3] x[N -L-l] 

x[l] x[2] x[L] 1 
A.: :::c 

x[2] x[3] x[L+ J.J 
(4) 

x[N  L] x[N -L+IJ .,-1]] 

onde "* " simboliza 0 complexo conjugado. 

Os vetores b, e b, sao dados por: 

(5) 

Devido apresenca do ruido y[n], podemos relacionar A e b 
apenas atraves de [2]: 

Aw' =b (6) 

onde w' = [WI'" WL] e 0 vetor de coeficientes de predicao. 

o vetor w' resultante da otimizacao forward-backward 
aplicada a (6) define urn polinomio W(z) de ordem L: 
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-1 -2 -LW()Z =-1+W1Z +W2Z + ... +WLZ (7) 

Na ausencia de ruido, segundo Antunes [14], W(z) tern M de 
seus zeros sobre a circunferencia de raio unitario (CRU), 
denominados zeros de sinal. Os restantes, denominados 
zeros estranhos, distribuem-se com alguma unifonnidade no 
interior da CRU, conforme mostrado na Fig. 1 para 0 caso 
em que utilizamos L = 24, M = 2, N = 25 amostras e as 
seguintes amplitudes, frequencias e fases: 

al 1,0, (1) (1,00) rt 91 =(-l,OO)n; 

a2 1,0, OJ]. (1,04) n rh. =(-0,79) n . 
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As posicoes angulares dos M zeros sobre a CRU 
detenninarn as frequencias das exponenciais complexas. 
Estas sao as caracteristicas basicas do metodo FBLP para 
estimacao de frequencias. 

A contarninacao do sinal x[n] pelo ruido aditivo y[n] 
provoca perturbacoes sobre os zeros de W(z), produzindo 
flutuacoes dos mesmos ao redor de suas posicoes ideais e 
degradando 0 desempenho da estimacao. A Fig. 2 evidencia 
este comportamento, apresentando a superposicao dos 
resultados de 50 experimentos nas mesmas condicoes da 
Fig. 1, porem para a relacao sinal-ruido, definida como 
"potencia de cada exponencial complexaJ potencia do ruido 
complexo aditivo y[nj" (SNR), de 10 dB. 

Enquanto a SNR apresenta valores da ordem de algumas 
dezenas de dBs, a degradacao de desempenho se deve 
apenas as flutuacoes aleat6rias dos M zeros de sinal ao redor 
de suas posicoes ideais sobre a CRU. Porem, a medida que a 
SNR decresce, as flutuacoes dos zeros geram a 
possibilidade de que algum zero estranho se situe mais 
pr6ximo da CRU do que os zeros de sinal. Quando isto 
ocorre, esse zero estranho e interpretado como urn zero de 
sinal e urn grande erro de estimacao e produzido. 0 
desempenho degrada-se rapidamente, caracterizando urn 
efeito de limiar. 

A Fig. 3 permite observar esse comportamento mostrando 0 

inverso da variancia do erro de estimacao em funcao da 
SNR. Estao ai apresentados 0 limite te6rico de desempenho 
(Limite de Cramer-Rae) e 0 desempenho do metoda de 
Maxima Verossimilhanca (ML), para efeito de comparacao. 

Observamos que as curvas pontilhadas, para SNRs altas, 
estao muito pr6ximas daque1a .associada a ML. Ambas 
decaem com a reducao da SNR ate que surge 0 fenomeno de 
limiar, com a queda brusca do desempenho. 

No sentido de se ter uma igualdade em (6), 0 criterio de 
Mfnimos Quadrados (LS) considera perturbacoes apenas em 
b, ou apenas em A, partindo, por exemplo, de: 

(A+M)w'=b (8) 

onde M tern dimensoes 2(N-L) x Lee a matriz de 
perturbacoes de A. Assim, a otimizacao recai sobre uma 

matriz A= A + M , que e uma aproximacao da matriz A, 
buscando 0 vetor w' que minimize a norma de M e 
assegure: 

mi~IMIIF' tal que b E J(A +M) (9) 

onde J( A + M) e 0 conjunto imagem de (A + M). A 
solucao generica para este problema e obtida utilizando-se a 

pseudo-inversa da matriz A[14]: 
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(10) 

onde " # " simboliza a aplicacao de pseudo-inversa. Na 
presenca de ruido, a solucao w' no sentido LS e obtida 

simplesmente trocando A por A: 

(11) 

A aplicacao da Decomposicao em Valores Singulares 
(SVD) amatriz de dados A, permite escrever (11) como: 

(12) 

onde o. U, e v, sao os valores e os vetores singulares de A, 
respectivamente. 

No caso sem ruido A tern posto incompleto e igual a M, 
possuindo apenas os M primeiros valores singulares nao 
nulos, correspondentes ao sinal, denominados valores 
singulares de sinal. No caso ruidoso, A tern posto cheio, 
possuindo outros min[2(N-L),LJ-M valores singulares nao 
nulos, correspondentes a parcela ruidosa, denominados 
valores singulares de ruido. 

o metodo FBLP Modificado consiste em desprezar os 
valores singulares de ruido no calculo de w, na tentativa de 
aproximar 0 caso nao ruidoso. Isto equivale a fazermos de 

A urna aproximacao de posta reduzido para A. 
Considerando que os valores singulares de sinal sao os M 
maiores valores singulares de A, 0 vetor w' preconizado par 
este rnetodo ecalculado como: 

(13) 

Esta estimativa de w' nao mais atende ao criterio LS, porem 
sofre menor influencia de rufdo, Com isto, atraves da Fig. 4, 
verificamos que os zeros de W(Z)Mod. tendem a se organizar 
como no caso sem rufdo, As curvas continuas da Fig. 3 
permitem observar a reducao dos valores de SNR de limiar 
e 0 aurnento da precisao das estimativas, em relacao aos 
resultados alcancados pelo metodo FBLP. Podemos 
observar ainda que os melhores valores de SNR de limiar 
ocorrem em valores de L distintos: L=:8 para 0 FBLP e 
L=:17 para 0 FBLP Modificado [3J. 

3. METODO TLS-FBLP 

No sentido de obter a igualdade em (6), 0 criterio Minimos 
Quadrados Totais (TLS) pressupoe perturbacoes tanto no 
vetor desejado b quanta na matriz de dados A, otirnizando 
w' atraves de urn sistema homogeneo de equacoes, como no 
metodo de Pisarenko [4]. 

Dessa maneira, descrevemos a predicao linear como: 

(A + M)w' = (b+ Lib) (14) 

Rearranjando (14), obtemos: 

'FBLP .:cy:-. 
':S 

5 10 15 20 25 
SNR. [dB] 

Figura 3. Comparacao de desempenho entre os metodos 
ML, FBLP e FBLP Modificado. 
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Figura 4. Zeros da funcao de transferencia FBLP 
Modificado, N = 25 amostras, L = 17, SNR lOdE. 
Superposicao dos resultados de 50 experimentos. 

(15) 

Seja X = [A;b] e LiX = [Lib;M] com dimensoes 2(N-L) x 

(L+l). A solucao TLS consiste em encontrar w' que 
assegure: 

mi~ILiXII~ , tal que (b + Lib)E J(A + M) (16) 

Seguindo os passos desenvolvidos por Golub e Van Loan 
[4], a estimativa TLS sera obtida a partir da SVD de X: 

(17) 
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onde: 

LXI =diag(O"X(1)'O"X(2)""'O"X(M)' com 

0"X(l) 2': 0"X(2) 2':..• 2': 0"X(M) > 0"X(M+I) 

L X2 =diag(O"X(M+I)""'O"X(L+I) = O"X(L+l)1 

U X1 ={UX(I)"",UX(M)} e U X2 = {U X(M+l)"",U X(2(N-L»)} 

VX1 = {V X(1)"",V X(M)} eVX2 = {VX(M+I)"",VX(L+I)} 

o minimo e atingido fazendo-se [4]: 

i1X = -XvvH (18) 

onde v e qualquer vetor unitario no subespaco S, definido 
pel a combinacao linear de {VX(M+I), ... , VX(L+I)}, isto e, dos 
vetores singulares a direita de X correspondentes a O"X(L +1)' 

A solucao TLS pode ser escrita como: 

W~LS =---;;y 
(19) 

na qual 0 escalar a e 0 vetor YLXI resultam quando VX2 e 
submetida uma transforrnacao H de Householder tal que: 

0 ;a] 
(20)VX2H =[iT): 

Procedendo aseguinte particao de VX2: 

pv (21) 
L Y~2..J 

onde pT, com dimensoes lX(L+ I-M), e a primeira linha e 
V~2' com dirnensoes Lx(L+I-M), sao as outras linhas de 

VX2, concluimos que H deve satisfazer: 

T [ ] . H x (22)p H = 0,··· .0.a, Oil seja, P = lI~:' 
onde HH = H. Definindo er-M+l =[0,... ,0,lLxL-M+l' a 

transformacao de Householder pode ser escrita como: 

H = 1-2 SSH (23)
SHS 

na qual S = p' - a'e L-M+I e a' e calculado como: 

a' = + PL-M+l M (24)
Ip L-M+ll 

Para a solucao TLS, utilizamos apenas a ultima col una 

de VxzH = VX2[h1;h 2 ;••• ;hL - M +1] , dada por: 

96 

[~] (25)VX2h L _ M +1 =

Como S~-M~l = PL-M+l- a e SHS= 2a'(a- PL-M+J, 

temos: 

2S~_M+l S 
h L-M+l = e L-M+l SHS 

2(PL-M+I -a) (p' -a'e ) (26)=e L - M +1 L_ M+ 1 

2a*(a- PL-M+I) 

p 
- . 

Q 

Dai obtemos: 

V~2P • 
(27)Y= a' 

e, dado (19), temos que: 

Y V~2P' V~2P'--. - --H- (28)w~s 
a aa P p 

Esta e a solucao TLS com base no subespaco de ruido. 
Podemos encontrar tambem sua versao com base no sub
espaco de sinal. Para tanto, fazemos a seguinte particao de 
v, 

IgT : : p T] 
v. =[VX1 ; VX2 ]=LV~l-rVC (29) 

Enfim, a partir de VHV I, (28) pode ser escrita 
altemativamente como: 

V~lg' 

w~ = 1- gHg (30) 

que constitui a versao com base no subespaco de sinal para 
a solucao TLS. 

As expressoes (28) e (30) podem ser aplicadas de forma 
direta, pois a transformacao de Householder esta implicita 
em ambas. Estas duas expressces fornecem a mesma 
estimativa. Entretanto, conforme as dimensoes dos 
subespacos, aconselha-se 0 uso daquela que envolver 0 

menor mimero de operacoes. 

4, COMPARANDO OS DESEMPE
NHOS 

Aqui comparamos os desempenhos dos metodos TLS-FBLP 
e FBLP Modificado atraves do calculo das curvas de 
desempenho para todas as ordens de predicao cabiveis. 0 
procedimento para a obtencao dos pontos do grafico foi 0 

mesmo adotado na Fig. 3. Entretanto, apresentamos aqui 
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superficies de desempenho (Figs. 6 e 7), as quais permitem 
acompanhar a variacao da performance dos metodos em 

40 

20 
25 

SNR [dB] 

L ~ ordemde predlt;~o 

Figura 5. Superficie de desempenho para 0 rnetodo 
TLS-FBLP (perspectiva aesquerda). 

20 
25 SNR [dB] 

L ~ ordem00 predj<;:~o 

Figura 6. Superficie de desempenho para 0 metodo 
FBLP Modificado (perspectiva aesquerda). 

funcao da ordem de predicao e da SNR. Podemos verificar 
tambem onde ocorre 0 melhor desempenho, 0 pior, ou entao 
acompanhar a variacao das SNRs de limiar pelo formato da 
borda da superficie a partir da qual 0 desempenho sofre 
maior degradacao, 

Atraves das Figs. 5 e 6, podemos observar que os 
desempenhos gerais do TLS-FBLP e do FBLP Modificado, 
para grandes valores de SNR, oscilam conforme a ordem de 
predicao, sendo melhores para as ordens impares e piores 
para as pares. Entretanto, 0 FBLP Modificado em ordens 
pequenas apresenta vales profundos mesmo para grandes 
SNRs. Ja no caso Kumaresan-Prony (KP), L = 24, tanto 0 

FBLP Modificado quanto 0 TLS-FBLP, fornecem a mesma 
curva de desempenho. 

Nas Figs. 7 e 8 tracamos tambem as curvas de myel para as 
superficies apresentadas, gerando alternativas para a 
visualizacao do contorno de lirniar. Nas regioes onde as 
superficies sao mais Ingremes, as linhas ficam mais 
pr6ximas entre si, definindo 0 limiar de desempenho e, 

consequenternente, as respectivas SNRs de limiar para cada 
ordem de predicao. 

No TLS-FBLP verificamos que 0 desempenho acima do 
limiar varia mais suavemente com a ordem e que 0 contorno 
de limiar e mais suave, ou seja, a variacao dos valores de 
SNR de limiar e muito pequena para ordens L de 8 a 18. 
Neste caso. 0 menor valor de SNR de limiar 
encontrado foi 8 dB e ocorreu em L = 16, conforme pode 
ser observado na Fig. 7. 

Observando 0 FBLP Modificado, podemos constatar que 0 

contorno de limiar e mais agudo. bern como 0 melhor 
desempenho ocorre na regiao de L = 14 a L = 18, piorando 
bastante fora deste intervalo. Portanto, 0 metodo TLS-FBLP 
e mais robusto it variacao da ordem de predicao L do que 0 

FBLP Modificado, sendo superior a este ultimo para ordens 
baixas. Pela Fig. 8 percebemos que a menor SNR de limiar 
para 0 FBLP Modificado tern 0 valor de 7dB e verifica-se 
para L = 17. Este resultado difere do valor L = 18, obtido 
por Tufts e Kumaresan, devido ao maior detalhamento das 
simulacoes aqui apresentadas.' 

Figura 7. Linhas de nivel para a superficie de 
desempenho TLS-FBLP (vista de topo). 

10 12 14 16 16 20 22 
L - ordem de predi9ao 

Figura 8. Linhas de myel para a superficie de desempenho 
FBLP Modificado (vista de topo). 
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Os melhores desempenhos tanto para 0 TLS-FBLP quanto 
para 0 FBLP Modificado ocorreram quando, 
respectivamente, as matrizes de dados X ou A tornaram-se 
aproximadamente quadradas. Assim, a medida empfrica de 
Tufts e Kumaresan [3], para a ordem de menor SNR de 
limiar do FBLP Modificado, definida como L = (3/4)N, 
pode ser substituida pela medida analitica que afirma que a 
ordem otima e aquela que fa: com que a matriz de dados 
torne-se 0 mais pr6ximo daforma quadrada. 

90 I 
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70 

=a 
-; 60 

",0 ~~-....
~~rti!-<'-"--- ~E50 0""te~Y~-"--:

»> ... -- :TLS-FBLP 
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Figura 9. Comparacao entre os melhores desempenhos 
TLS-FBLP e FBLP Modificado. 

Na Fig. 9 destacamos as curvas correspondentes aos 
menores valores de SNR de limiar para os rnetodos TLS
FBLP e FBLP Modificado, ou seja, as curvas relativas aos 
melhores desempenhos. 

Assim, verificamos que 0 desempenho do TLS-FBLP 
revelou-se competitivo com 0 FBLP Modificado, embora 
tenham apresentado SNRs de limiar cerca de 4 dB acima da 
Maxima Verossimilhanca. Isto se deve ao truncamento da 
SVD, empregado na solucao por esses metodos, 0 qual nao 
preserva a estrutura das respectivas matrizes de dados. Nas 
pr6ximas secoes discutiremos metodos de Maxima 
Verossimilhanca e alguns avances recentes introduzidos na 
formulacao do criterio TLS, de maneira a perrnitir que 
levemos em conta a informacao de estrutura no processo de 
otimizacao, alcancando 0 desempenho ML. 

5. MAxIMA VEROSSIMILHANCA 
lnicialmente vamos recordar a aplicacao do criterio de 
Maxima Verossimilhanca, preparando 0 terreno para a 
formulacao do metodo IQML. Comecamos rescrevendo (1) 
na forma vetorial como: 

x =Ea, +Y (31) 

onde E e urna matriz de Vandermonde sobre expj jci.s] 

com dimensoes NxM, a, e urn vetor de amplitudes 

complexas com dimensoes Mx 1 eye urn vetor com 

dimensoes Nxl e com partes real e imaginaria 

descorrelacionadas, cada qual com variancia 0; /2 . 

Sob a hip6tese de que 0 ruido e branco e gaussiano, as 
estimativas ML para as frequencies CUi e para as amplitudes 

aci, i = 1,..., M, do sinal x[n] sao dadas pela solucao do 
seguinte problema de minimos quadrados nao-lineares [J5]: 

2 
minllx- EaJI = min(x-EaJH(x-EaJ
E,a c E,a r 

=min[xH(x-EaJ-a;EH(x-EaJ] (32)
E,a c 

= min[x H(x - Eae) - a; (EHx - EHEa e)]
E,a c 

Para qualquer matriz E dada, a busca de urn a, 6timo 
correspondente e urn problema de minimos quadrados 
lineares cuja solucao obtem-se por [15]: 

a
e 

= E#x = (EHEtEHx (33) 

Podemos substituir (33) em (32), obtendo: 

II 11 2 IxH(x - EaJ+ l
 
min x - Ea = min
 I 

E II e E l- a~(EHx - EHE(EHEtEHX)J 

= ~n[xH(x - EaJ] (34) 

= min[xHx - xHE(EHE)-lEHxJ 
E 

Dai, podemos escrever (32) em duas formulacoes 
equivalentes: 

~n(x-EiiJH (x -EiiJ = ~n{xH[I - E(EHE)-lEH}x} (35) 

ou 

mjn(x - Eaet (x - EaJ = m;x[xHE(EHE)-lEHx] (36) 

Entretanto, como (35) e (36) sao nao-Iineares nas 
frequencies ca., minimizar (35) ou maximizar (36) exigiria 

uma busca sobre urn espaco M-dimensional. Tal busca 
demanda elevado esforco computacional, 0 qual pode se 
tomar proibitivo para grandes valores de M. 

6. METODO MAxIMA VEROSSIMI
LHANCA QUADRATICA ITERATI
VA -IQML 

No sentido de substituir os criterios ML (35) e (36) por 
expressoes mais trataveis, muitos pesquisadores propuserarn 
transformar 0 espaco de parametres, passando de 
frequencias para parametres AR. Isto e possrvel observando 
que, como urna soma de exponenciais complexas pode ser 
modelada como a resposta ao impulso de urn filtro causal 
ARMA com p610s na circunferencia de raio unitario (CRU), 
podemos equivalentemente deterrninar as frequencias a 
partir das posicoes angulares destes p610s. A localizacao dos 
p610s e funcao dos parametres AR. Para compreender esta 
transformacao, escrevemos 0 polinomio de predicao linear 
como: 
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Na ausencia de ruido, ele tern raizes sobre a CRU em 
z; = exp[jOJ i J , ou seja: 

(38) 

Entao, atraves da definicao da matriz com dimensoes 
(N-L)xN: 

w W 
L_ 1 WI Wa 0 0 

r ' 
H 0

W = 
wL 

W 
L_1 W 1 Wa 

0 
(39) 

0 0 wL 
W 

L_ I WI Wo 

Da teoria de projecoes, temos que [15J: 

a partir de (38) podemos escrever: 

WHE=O 
(40) 

(41) 

Utilizando (41) em (35) encontramos: 

(42) 

Ao definirmos a matriz X = [b; A] na forma: 

x[LJ x[L -IJ x[OJ 

X = x[L.+ IJ x[.LJ . x[IJ 
(43) 

rx[N' - lJ x[N'- 2J ... x[N  L-1J 

e 0 vetor de coeficientes w = [Wo WI'" WLf, atraves da 
comutatividade da operacao de convolucao, temos que: 

(44) 

Substituindo (44) em (43), finalmente encontramos: 

(45) 

A expressao (45) constitui-se no erro a ser iterativamente 
rninirnizado no metoda IQ:N1L. Esclarecemos que 0 IQ:N1L, 
por simplicidade, utiliza L = M e que ao menos a "restricao 

de nao-trivialidade" deve ser aplicada a w: {w: w"* o}. 

Concentrando-nos no metodo IQ:N1L, alem da restricao de 
nao-trivialidade, impoem-se sobre w as seguintes restricoes 
conforme as caracteristicas dos sinais: 

Restricao de estabilidade, para 0 caso de exponenciais 
complexas amortecidas: {w: w tern raizes sobre ou dentro 
da CRU}; 

Restricao para 0 caso de exponenciais complexas nao

amortecidas: {w:Wi = WtL-i)' i = 0,... , L}; 

Restricao para 0 caso de sen6ides reais amortecidas: {w: 
Im(w) = O}; 

Restncao para 0 caso de sen6ides reais nao-amortecidas: 

{w: Im(w) = 0 e Wi = W(L_i)' i = O, ... ,L}. 

Devemos observar que a restricao 2 nao pode ser atendida 

se impusermos Wo = -1. Assim, utilizaremos Ilwll = 1 no 

caso de exponenciais complexas nao-amortecidas. A 
restricao 2, de simetria dos coeficientes do polin6rnio W(z), 

pode ser implernentada explicitamente sobre w ou, de 
maneira implfcita, sobre X. A implementacao implicita 
converte 0 problema atual em outro sem restricoes e reduz 
sua dimensao pela metade. A formulacao desta restricao 
pode seguir por dois carninhos, conforme a paridade de L. 
Aqui apresentamos 0 caso L par. 

Para L par, temos que L = 2q. Assim, 0 vetor w, que tern 
dimensoes (L + 1)x l , possuira mimero fmpar de elementos. 

Portanto, para que a simetria Wi = W(L_i)' i = 0,... , L se 

verifique, e necessario que 0 elemento central de w seja real. 
Dai, particionamos w e X de forma que: 

w - [w ... W W W ... W ]T = [w :W :W]T (46)- a q-l q q+l 2q I: q: 2 

e 

Definindo a matriz j de reflexao lateral: 

o 0 1~ 
_ 0 1 0 
1= . . .. ..... , .. 

r1 ... 0 0 
Esta restricao assegura a invertibilidade de (WHW). (48) 

a relacao de simetria sobre w pode ser representada por 

w = j w , ou seja: 
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W: = Iw; (49) 

que nos permite escrever: 

Xw =XlWl + XqWq + X)w; 

=[x,+X)}Re(wJ+ j{X l - x2y}rm(WI)+XqWq 

Re(WI)l (50) 

= [(Xl + X 2I) i x : j(X I - x 21)1--~~--Jq ["~F~) 
=Xc 

Assim, como wq deve ser real, tambem 0 vetor c sera real. 
Portanto, apes substituir (50), a minimizacao (45) sujeita a 
(49) corresponde a: 

m}n{cTXH (WHW)-IXC} (51) 

onde devernos impor Co = L para evitar a solucao trivial c = 
O. ~o sentido de garantir que c seja real, fazemos: 

m}n{cT Re(X H(WHW)-IX)c} (52) 

o que impede que residuos imaginaries do produto matricial 
danifiquem 0 calculo de c. 

Agora, definindo a matriz: 

Hex = Re(X (WHWr1x) (53) 

podemos escrever (52) na forma de uma expressao de 
solucao iterativa como: 

min{(c(k+I))T e(k) (k+I)1 (54)
C(hl) xC r 

) 

onde C~k+l) = L Propomos transformar (54) em urn problema 

TLS, pois fazendo sua derivada igual a zero obtemos: 

e(k)C(k+I) - 0 x - (55) 

cuja solucao pode ser obtida segundo 0 criterio TLS. Assim, 

a partir da SVD de e~), dada por: 

e(k) =U(k~(k)(V(k»)H (56)x wCx Cx 

calculamos c(k+I) atraves de [4]; 

(k) 
v w(L+l)C(k+l) = 
(k-) (57) 

vw(L+l.l) 

(k) , 'I . I d V(k) (k)oned VW(L+I) eautlmacouna ewe vw(L+1,1 ) 0 

primeiro elemento de V~(L+l)' Obtido C(k+l), reconstrufrnos 

WI e depois w. Os procedimentos (50) a (57) sao repetidos 
ate a convergencia, 

Portanto, no caso de exponenciais complexas puras, 
devemos impor a restricao 2, 0 que foi conseguido atraves 
dos passos (50) a (57). 

Outro ponto que devemos observar e que, embora a matriz 

W tenha posto completa, tanto ela quanto (WHW) sao 

mal-condicionadas por construcao. Isto pode levar a 

imprecisoes no calculo da inversa (WHWr l
, prejudicando 

o calculo de e~) e, consequentemente, 0 de w. A seguir, 

descrevemos 0 metodo de Clark e Scharf [16] que nos 

permite obter (WHWr I sem calcular diretamente a 

inversa. 

Primeiramente, definimos a matriz: 

l

Wa 0 .. · 0 W L ... w: WI -I·
 

T H = ~I ~')a.O :.. 0 ~L : .. ~2J (58) 

W ... WI W 0 ... 0 W
L_ 1 a L 

tal que podemos construir a matriz circulante com 
dirnensoes N x N: 

H ITH l 

G =lwH'J (59) 

Isto nos permite definir ainda a seguinte matriz circulante: 

Q = GHG = [}-:~!L~~~.] (60)
WHT;WHW 

Decompondo Q em autovalores e autovetores: 

Q =UQAQU~ (61) 

podemos calcular sua inversa facilmente atraves de: 

Q-I -I H=UQAQU Q (62) 

Agora, particionamos Q'I como: 

[r :s~J (63)Q -1 = ~H-:t 

onde r, set tern dimens6es L xL, L x (N-L) e (N-L) 
x (N-L), respectivamente. Como Q-I e tambem uma matriz 

circulante, sua inversa, ou seja, Q,pode ser escrita como: 

r·· -----~----T] (64)Q = l~'~ (t- SH r-lsr 

Aqui mostramos somente 0 bloco inferior direito, po is e 0 

de interesse na solucao. Comparando (64) a (60), finalmente 
podemos concluir que: 

(w-w)" = t- SHr-ls (65) 
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.':"'ssim, esta expressao garante maior estabilidade ao metodo 

~:!:.1L, pois permite calcular a inversa de (WHW) sem 

:-.:.ze-lo diretamente. Alem disso, ela tambem permite reduzir 
s.gnificativamente a complexidade computacional, pois a 
~lOr inversa exigida passa a ser a de r , que e Toeplitz e 
.em dimensoes L x L. 

7. METODO MINIMOS aUADRADOS 
TOTAlS RESTRITO - CTLS 

A partir da equacao de predicao linear para 0 caso ruidoso: 

Xw:=O (66) 

onde X= [b: A], a otimizacao TLS de w leva em conta 

perturbacoes tanto em A quanta em b. Assim, escrevemos: 

(X+L1X)w = 0 (67) 

A solucao TLS classica onmiza w sujeito a (67), pela 
minimizacao do produto L1Xw sem qualquer consideracao 
adicional, 0 metodo CTLS surge como urna melhoria do 
TLS, por levar em conta a estrutura da matriz de dados 
estendida X na otirnizacao, ou seja, se ela eToeplitz (FLP), 
Hankel (BLP), Hankel-Toeplitz (FBLP), etc. Isto e 
especiaimente interessante quando as entradas ruidosas da 
matriz de dados sao linearmente dependentes. Neste caso, a 
solucao TLS classica pode nao produzir estimadores 
estatisticos otimos, 

Como urna perturbacao em urna amostra qualquer passa 
peio filtro de predicao juntamente com a propria amostra, 
t:..X e estruturada da mesma forma que X. No sentido de se 
obter estimativas mais precisas, a informacao de estrutura 
dos componentes do ruido e fatorada em urn vetor de 

perturbacoes t:..x e em urn conjunto de matrizes {F;} de 

posta incompleto e com a mesma estrutura da matriz de 
~dos estendida original. Esta restricao define a metodo 
lLS Restrito (CTLS) [8J: 

(68) 

onde t:..x e formado pelas K amostras de ruido suficientes 
para compor L1X (se t:..x nao for branco, faz-se seu 
branqueamento). Assim, escrevemos (68) como: 

(69) 

L 

Podemos verificar que W H = LF;w; , [11]. Logo: 
i=Q 

(70) 

Assim, rninirnizar 11L1XIIF sujeito a (67) e equivalente a 

minimizar 11t:..xll sujeito a (70). Entao, t:..x edado por: z 

(71) 

A norma minima de t:..x e obtida fazendo-se: 

W HSe tern posta completo, entao podemos escrever (72) 
como: 

(73) 

Portanto a solucao CTLS e dada pelo vetor w que rninirniza 
(73). Devemos observar que (73) tern a mesma forma que 
(45), exceto que na formulacao TLS normalmente se impoe 

Wo = -1, enquanto que no 1QML impoe-se Ilw[[ =1. Pelo 

lema a seguir mostramos que isso nao afeta a minimizacao 
[17J: 

A E C g x h C hX1 cg x g Lema 1: Seja , Z E , Qz E onde os 

elementos de Q sao juncoes quadraticas dos componentes z 

de z. Seja f uma funcdo multivariavel de z: 

fez) =~AHQ;IAz. Portanto f(az) = fez), v a '* O. 

Prova: A partir da definicao da funcao f, temos que 

f(az) = (azt AHQ;~A(az). Como os elementos de Q saoa z 

funcoes quadraticas dos componentes de a z , temos que 

Qa z = (a'a}:!z' Assim, substituindo Qa z em 

f(az) ,temos: 

f(az)=a'~AH(a'afQ;lAaz =~AHQ;IAz = fez), va,*O. 

• 
Logo, existe urn escalar a =-wZ1 que pondera w no 

sentido de se obter QWo = -1, sem afetar a rninimizacao 

conseguida. Isto significa que se atinge 0S !:'i:'.i!"no d~ (73\ 
e de (45) com urn mesmo vetor w de coeficiemes. Assim, 
podemos afirmar que (73) e iguai a (45) e que, portanto, 
CTLS e 1QrvIL minimizam 0 mesmo erro, produzindo a 
mesma solucao. 

8. METODO MINIMOS aUADRADOS 
TOTAlS ESTRUTURADO - STLS 

Como dito antes, 0 criterio TLS nao produz estimadores 
estatisticamente otirnos quando as entradas ruidosas da 
matriz de dados estendida sao linearmente dependentes, ou 
seja, quando ela e estruturada. Para que a estrutura de 
(X+ L1X) seja a mesma de X, 0 metodo CTLS impoe esta 
estrutura sobre L1X. Ja 0 metoda Mlnimos Quadrados 
Totais Estruturado (STLS) imp6e a estrutura diretamente 
sobre (X+ L1X). 

Definindo X =(X + L1X) e x =x + t:..x , a partir da escolha 

de urn conjunto adequado de matrizes fixas Xi 
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E e(N-Llx(L+l) , i = 0, ..., K-l, compostas por "O"e "1", 

podemos descrever a informacao de estrutura de X atraves 
de: 

K-l 

X=Lx;X;+X K (74) 
;=0 

e impomos esta mesma estrutura sobre a matriz X 
decompondo-a no mesmo conjunto de matrizes: 

x-: 
X=Lx;X;+X K (75) 

;=0 

Normalmente, K = N, ou seja, consideramos todas as N 

amostras disponiveis ao construirmos X eX. Podemos 
agora escrever 0 problema STLS como: 

K-I 

reinL(xi - xJ(xi - Xi) tal que Xw = 0, wHw = 1 (76) 
.\." i=O 

sujeito a (74) e (75). 

No sentido de solucionar 0 problema de minimizacao, 
tomamos 0 Lagrangiano de (76) como em [9]: 

u-: 
L(x, w,l,A) = L(xi -xJ'(x; - x;) -IHXw + A(l- wliw)(77) 

i=Q 

eCN onde I E - L) x 1 e urn vetor de multiplicadores de 

Lagrange e A E e eurn rnultiplicador de Lagrange escalar. 

Igualando a zero todas as suas derivadas, obtemos: 

oL(i,w,I,A) = 0 
~ Xw=O (78)

01 

oL(X,w,l,A) =0 
~ XHI= WA (79) 

ow 

oL(i,w,I,A) = 0 Hw=l 
~ w (80)

OA 

OL(X,W,l,A)=O ~ (xi-x;)=(IHXiw)* (81)
ox; 

para i = 0, ...., N-l. A partir de IHXw = 0 concluimos 
diretamente que A = O. Tambem, de (81) temos que: 

u-: N-l 

(X- x)w = L(x; -xi)X;w = L(IHXiw)*Xiw (82) 
i=O i=Q 

e, de (78), conclufmos que: 

Xw = ~(IHXiW)'XiW = ~ {[(IHX;W)' Xiwrr 
n-: 

= L(Xiw)(XiWt l (83) 
;=0 

=D",.l 

Similarrnente, podemos encontrar: 

n-:
 

XHI = L(X~IXx~lt w
 
(84)

i=O 

=D/w 

Assirn, definindo Z = 1111111 e T = 11111. escrevemos as 

seguintes relacoes: 

Xw =D",ZT tal que ZH Z= 1 
(85)

XHz=D.WT tal que wHw = 1 

Definindo Z = u / II u II ' w = v /Ilvil e T = 0'11 u 1111vI1 ' 

encontramos: 

Xv =DvuO' tal que uHDvu = 1 
(86)

XHu =D, YO' talque v HD 
uv=l 

N~ N~ 

para Duv= LX~(UHX;V)u e Dvu= LX;(UHXiV)V. A 
i=O i=O 

relacao (86) e conhecida como "SVD Riemanniana" [9]. 

A partir de (83), podemos escrever: 

1= D:1Xw (87) 

Agora, utilizando (81), (83) e (87) podemos escrever a 
funcao objetivo do metodo STLS como: 

N-l N~ 

L(xi - x;t (Xi - Xi) = IHL(IHX;w)' x.« 
i=O i=O 

=IHDwl (88) 

= WHXHD:1Xw 

Assirn, de (68) e (81), obtemos: 

v-i 

(X - X) = - LSx,X; =-~ = -[FoLll;F1Lll; .. ·;FLLll] (89) 
i=O 

ou seja, 

N-l 

[FoLll:FrLll:"'; FLLll] =L fu;X j (90) 
;=0 

Entao, se representarmos a k-esima coluna de Xi por Xi(:, 
k), para k = O.... , L, podemos escrever: 
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N-l 

FkLlx =Lfu:;X;(:,k) 
;:0	 (91) 

= [Xo(:,k): x,(:,k): ...iX(N-l) (:,k)]Llx 

Logo, para qualquer Llx, temos que: 

(92) 

Agora, de (83), podemos escrever D; como: 

N-l 

D; =LX;w(XiWt 
j;;:O 

= [Xow!",!X(N_l)W][Xow> :X(N_l)Wr 
L 

porem, utilizando (92) e W H = LF;wj , encontramos: 
j:;::O 

" [ L ; L l
[Xow ! "'! X(N_l)W]= ~Xo(,k)wk ... : ~X(N-l)(,k)wkJ 

L 

=I[Xo(,k)! ... [X(N-l)(,k)}.vk (94) 
k:O 

L 

=IFkwk 
k~O 

=W H 

Logo, segue-se que: 

(95) 

Assim, substituindo (95) em (88), fmalmente escrevemos a 
funcao objetivo do metodo STLS como: 

N-l 

rnJn L(xi -xJ(x; - xJ =~n{wHXH (WHWrlxw} (96) 
;:0 

Novarnente, (96) e igual a (73) e (45) e, portanto, 0 metodo 
STLS rninirniza 0 mesmo erro e produz a mesma solucao 
ML que obtemos com os metodos CTLS e IQML. 

9. METODO MINIMOS QUADRADOS 
TOTAlS BRANQUEADO - WTLS 

Devido ao ruido, em geral nao temos urna igualdade em 
(66), levando a urn erro de predicao dado por: 

Xw=e	 (97) 

A partir de (44), podemos escrever (97) como: 

(98) 

Outra melhoria a abordagem TLS surge da observacao de 
que este vetor erro nao ebranco [7]: 

E{eeH }=E{WHXXHW} 
(99) 

=WHE{xxH}W 

Substituindo (31) em (99), obtemos: 

E{eeH}=E{WH(Ea c +Y)(Ea c +ytW } 
(100) 

= WHEaca~EHW + WHE{yyH}W 

Entretanto, utilizando (40), podemos escrever (100) como: 

(101) 

pois Y ebranco de variancia a~ . 

Como 0 vetor erro de predicao otimo e necessariamente 
branco, 0 erro TLS jamais sera otimo a menos que ele seja 
branqueado. Assim, podemos branquear 0 vetor e 

simplesmente multiplicando-o por (W HWf/2 para obter: 

H	 )-1/2 H 
( W	 W W x=ew (102) 

ou seja, 

(103) 

Consequentemente, rninirnizar a norma de e w corresponde 

a: 

(104) 

Outra vez, (104) e igual a (96), (73) e (45). Portanto. 
concluimos que os metodos WTLS, STLS, CTLS e IQlvIL 
rninimizam 0 mesmo erro e produzem a mesma solucao 
ML. 

10.	 RESULTADOS EXPERII\IIEN
TAIS 

No sentido de avaliar 0 desempenho destes metodos para a 
estimacao de frequencias, escolhemos 0 mesmo caso 
utilizado anteriormente. A Fig. 10 apresenta os seguintes 
desempenhos: da Maxima Verossimilhanca teorica (ML, 
linha pontilhada), do IQML (para L = 2, 1inha continua 
grossa), do FBLP Modificado (para L = 17, linha continua 
fina), do TLS-FBLP ( para L = 16, linha tracejada) e 0 

limite de desempenho de Cramer-Rae. Recordarnos que os 
metodos CTLS, WTLS e STLS sao equivalentes ao IQML. 
A convergencia ocorreu normalmente em nao mais que 20 
iteracoes, sendo em media 5 iteracoes para SNR de 30 dB, 9 
para 10 dB e 19 para 3 dB. 

Podemos verificar que os metodos de predicao linear nao
iterativos, como 0 FBLP Modificado e 0 TLS-FBLP, 
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Figura 10. Desempenhos dos metodos estudados e suas 
respectivas ordens de predicao. 

estimam satisfatoriamente as frequencias somente em SNRs 
superiores a 7 dB e 8 dB, respectivamente. Porem, os 
metodos de predicao linear iterativos, que levam em conta a 
estrutura da matriz de dados, apresentaram desempenho 
satisfat6rio ate SNR = 3 dB, aproximando 0 desempenho da 
Maxima Verossimilhanca te6rica. 

Portanto, podemos afirmar que ja dispomos de metodos 
baseados em predicao linear que permitem alcancar 0 

desempenho da Maxima Verossimilhanca. Estes metodos 
52.0 iterativos e, portanto, apresentam maior complexidade 
:C'T~uta:ional do que os metodos FBLP Modificado e TLS
FBLP. Porem, ainda assim 0 esforco computacional exigido 
pelos metodos iterativos e significativamente inferior aquele 
da Maxima Verossimilhanca. 

11. CONCLUSOES 
o criterio de Minimos Quadrados Totais (TLS) pode ser 
aplicado a predicao linear forward-backward (FBLP) , 
admitindo erros nao somente no vetor desejado b, como 
efetuado por Mfnimos Quadrados convencional (LS), mas 
tambem na matriz de dados A e otimizando 0 vetor w de 
coeficientes de predicao atraves de um sistema homogeneo 
de equacoes, como no metoda de Pisarenko. 

Isto nos permitiu introduzir 0 metodo TLS-FBLP para a 
estimacao de frequencias, 0 qual se mostrou competitivo 
com 0 metodo FBLP Modificado de Tufts e Kumaresan e 
menos sensivel avariacao da ordem de predicao, superando 
o desempenho do FBLP Modificado para ordens pequenas. 

Demonstramos analiticamente que os metodos de predicao 
linear iterativos STLS, CTLS, WTLS e IQML minimizam 0 

mesmo erro e produzem solucoes equivalentes. Mostramos 
experimentalmente que 0 desempenho desses metodos 
aproxima 0 da Maxima Verossimilhanca para a estimacao 
de frequencias. Portanto, podemos afirmar que ja dispomos 
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de metodos baseados em predicao linear que perrnitem 
alcancar 0 desempenho da Maxima Verossimilhanca. 
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