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Resumo: Este trabalho revisa a aplicaco de predicdo linear
para a estimacio de freqiincias em meios ruidosos,
estabelecendo uma formulagdo unificada. Descreve-se um
método, proposto pelos autores, que otimiza a predigdo
linear no sentido dos minimos quadrados totais, bem como
sua solugdo pelo subespago de sinal. Seu desempenho é
competitivo com aquele de componentes principais.
Descrevem-se também métodos recentes que otimizam a
predi¢do linear no sentido dos minimos quadrados totais e
que, considerando a estrutura da matriz de dados, alcangam
o desempenho de médxima verossimilhanga. Demonstra-se a
equivaléncia entre esses métodos e se comparam seus
desempenhos.

Abstract: This work establishes a unifying framework to
the use of linear prediction for estimating the unknown
frequencies of signals corrupted by additive noise. A
method is proposed that optimizes linear prediction in total
least squares sense. Also presented is a signal subspace
approach to the method. This method is shown to be
competitive in relation to that of principal components. In
order to make linear prediction perform like maximum
likelihood, recent methods take into account the structure
imposed by the linear prediction filter on the data matrix.
These methods are shown to minimize the same objective
function and yield equivalent solutions.

Palavras-chave: estimagio de freqiiéncias, predi¢Zo linear,
minimos quadrados totais, mdxima verossimilhanca.

1. INTRODUCAO

A estimagido de sendides contaminadas por ruido branco tem
recebido especial atengdo em processamento digital de
sinais, por se tratar de um problema clédssico com iniimeras
aplicagdes, dentre as quais destacamos radar, sonar,
ressonincia nuclear magnética, arranjos de antenas [1].

O problema bdsico consiste em estimar as freqiiéncias das
sendides, considerando um niimero finito de amostras do
sinal. Este problema torna-se critico quando a diferenga
entre essas freqiiéncias € inferior ao reciproco do intervalo
de observacdo do sinal e 2 medida em que a relagfo sinal-
ruido (SNR) diminui. Nestes casos, os métodos tradicionais
baseados na transformada de Fourier ni3o oferecem
resolugdo suficiente [2].

O melhor desempenho para tal estimagdo é alcancado por
métodos de Méxima Verossimilhanga (ML), porém sob
grande esfor¢co computacional. Na tentativa de se obter
métodos com desempenho préximo aquele da ML, porém
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com esfor¢o computacional inferior, Tufts e Kumaresan
utilizaram Predi¢do Linear (LP) e o critério dos Minimos
Quadrados (LS), para desenvolver o método FBLP
Modificado [3]. Este método realiza a otimizag¢do conjunta
dos filtros de predigdo linear progressiva (forward) e
regressiva (backward), através do procedimento conhacido
como “Forward - Backward Linear Prediction” (FBLP) [2].
Utilizando a decomposi¢do em valores singulares (SVD),
define os subespacos de sinal e de ruido para os dados
disponiveis e gera uma matriz de dados corrigida, baseada
apenas no subespaco de sinal, com conseqiente eliminagdo
da parcela referente ao sub- espaco de ruido. A solugio do
FBLP Modificado baseia-se nessa matriz, tornando este
método computacionalmente mais econdmico € com
desempenho préximo ao do ML para valores de SNR ndo
ImMuito pequenos.

Em 1980, Golub e Van Loan [4] introduziram o critério de
Minimos Quadrados Totais (TLS) que otimiza a predigio
linear de uma forma mais ampla, considerando perturbagdes
n3o s6 no sinal desejado, como efetuado no critério LS, mas
também no sinal de entrada do preditor {2].

Associando essas duas idéias, Lemos e Lopes [5]
propuseram a otimizacdo do método FBLP segundo o
critério TLS, originando o método TLS-FBLP.
Posteriormente, este método foi modificado pelos autores
para utilizar apenas o subespaco de sinal [6] e se
demonstrou analiticamente que a solugdo TLS corresponde
na verdade a uma solug¢do LS na qual a matriz de dados e o
vetor desejado sofrem restrigdo conjunta ao subespago de
sinal. O método TLS-FBLP mostrou-se competitivo com o
FBLP Modificado, porém seu desempenho, assim como o
deste ultimo, ainda é significativamente inferior ao da
Maéxima Verossimilhanga.

Tal comportamento se deve ao fato de que tanto o FBLP
Modificado quanto o TLS-FBLP nZo preservam a estrutura
da matriz de dados, inserida pelo filtro de predigdo linear.
Quando se descarta a contribui¢io do subespago de ruido,
produzindo uma matriz de dados corrigida, descarta-se
também sua estrutura original. Embora esta correcio
proporcione significativa melhora no desempenho da
estimagcdo de freqiéncias, ela desestrutura o esquema de
predicao linear.

No sentido de conduzir o desempenho da predi¢do linear até
0 mais proximo daquele obtido com a Maixima
Verossimilhanga, foram propostos diversos métodos,
baseados no critério TLS, que permitem preservar a
estrutura da predicdo ao descartar a contribuigdio do
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subespaco de ruido. Hua e Sarkar propuseram o método
Minimos Quadrados Totais Branqueado (WTLS) [7];
Abatzoglou e Mendel apresentaram o método Minimos
Quadrados Totais Restrito (CTLS) [8] e De Moor introduziu
o método Minimos Quadrados Estruturado (STLS) [9].
Estes métodos consistem em sofisticagdes da abordagem
TLS, considerando a existéncia de dependéncias lineares
entre as linhas da matriz de dados estendida.
Alternativamente, Bresler ¢ Macovski derivaram uma
expressao exata para o critério de Maxima Verossimilhanca
em termos do polindmio de predi¢gio do sinal isento de
ruido, originando o método Maixima Verossimilhanca
Quadratica Iterativa (IQML) [10].

Recentemente, Lemos e Lopes [11] demonstraram que 0s
métodos WTLS, CTLS, STLS e IQML minimizam a norma
do mesmo erro e, sob as mesmas restricdes, produzem
solugdes equivalentes.

Este trabalho apresenta uma revisio de todos estes métodos,
estabelecendo uma formulagdo unificada em termos de
nota¢do, abordagem e desenvolvimento. Descrevemos
detalhadamente os métodos citados e estabelecemos
comparagOes entre suas estruturas € desempenhos. Na se¢do
2 discutimos as bases da estimagdo de freqiiéncias por
predigdo linear, descrevendo o método FBLP Modificado.
Na sec@o 3 introduzimos o método TLS-FBLP e na se¢io 4
comparamos o0s desempenhos dos métodos FBLP
Modificado e TLS-FBLP. Na segdo 5 descrevemos a
utilizagdo do critério de Madaxima Verossimilhan¢a em
estimacdo de freqiiéncias. Nas se¢bes 6, 7, 8 e 9
apresentamos os métodos IQML, CTLS, STLS e WTLS,
respectivamente, bem como demonstramos a equivaléncia
entre eles. O desempenho destes métodos equivalentes €
apresentado na se¢do 10. Por fim, as conclusdes gerais
compdem a segdo 11.

2. METODO FBLP MODIFICADO

No sentido de obtermos uma formulagdo mais geral para o
problema de estimagdo de freqliéncias, utilizaremos
exponenciais complexas ao invés de sendides. Sejam N
amostras de um sinal x[n], composto pela soma de M
exponenciais complexas corrompidas por ruido branco
aditivo complexo gaussiano, dado por:

M
An]= Y a, expli(@n+8)]+3ln], n=0,... . N=1 (1)

k=1

onde a; sdo as amplitudes, w; sdo as freqiiéncias angulares
(@ = 21 fi, e fi € a freqli€ncia normalizada em relagdo a
freqiiéncia de amostragem) e ¢ sio as fases das
exponenciais. Assumimos que o ruido y[»] tem média nula e
partes real e imagindria descorrelacionadas, cada qual com
varidncia g, /2.

Ao longo do restante deste trabalho estaremos supondo que
o niimero M de exponenciais complexas € conhecido. A
determinacio do ntmero M € um problema importante e

bastante tratado na literatura [2],
deste trabalho.

mas escapa do escopo

A predigdo linear permite extrair as freqiiéncias do sinal a
partir do vetor de coeficientes w’ de um filtro de erro de
predicdo (FEP), otimizado de forma a minimizar o erro
quadratico médio de predi¢do [12].

Ulrych e Clayton [12] e Nuttal [13] utilizaram a otimiza¢io
simultinea de filtros de erro de predi¢io (FEP) forward e
backward, segundo o procedimento conhecido como
“Forward - Backward Linear Prediction” [2]. Eles
demonstraram que este procedimento fornece melhores
resultados que a otimiza¢do do filtro forward ou do filtro
backward isolados.

Aplicando as N amostras de x[n] ao filtro de predigdo
forward-backward de ordem L, compomos a matriz A de
dados e o vetor b desejado, associados a predi¢do linear
[2], como:

-
2 ]
LAb 2(N-LyxL b, 2(N-Lyx1

11 ¥l

)

tal que os indices e “b” correspondem a predigdo
forward e backward, respectivamente.

As matrizes A e A, s20 dadas por:

x[L-1] x[L-2] x[0]
A, = x['L] x[L.— 1] x[.l] 3)
ﬂﬁ—m q&-ﬂ ﬂN;L—H
T A2) e AL }
A*b _ x[.2] x[?] x[L.+ 1] @
x[N.— L] x[N—.LH] x[N-—l]J
onde “* ” simboliza o complexo conjugado.
Os vetores bs e b, s3o dados por:
x[L) x[0]
b, = ﬂ{+u by = 1] )
ﬂ&—u ﬂN;L—H

Devido 4 presenga do ruido y[n], podemos relacionar A e b
apenas através de [2]:

Aw’ =b (6)

onde w’=[w; ... w. ] € o vetor de coeficientes de predi¢Zo.

O vetor w’ resultante da otimizagio forward-backward
aplicada a (6) define um polinémio W(z) de ordem L:
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W(z)=-1+ wlz:_1 +w21_2 +...+sz'L @)

Na auséncia de ruido, segundo Antunes [14], W(z) tem M de
seus zeros sobre a circunferéncia de raio unmitdrio (CRU),
denominados zeros de sinal. Os restantes, denominados
zeros estranhos, distribuem-se com alguma uniformidade no
interior da CRU, conforme mostrado na Fig. 1 para o caso
em que utilizamos L = 24, M = 2, N = 25 amostras e as
seguintes amplitudes, freqiiéncias e fases:

a; =10, @ =000%, ¢ =(-1,00)7;

a = 1,0, iy

(1,087 . 6 =(-0,79) 7.
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Figura 1. Zeros da fungdo de transferéncia FBLP, N = 25
amostras, L =24, SNR =

Plano Z

081
06+
04r

<
[N
v

Imagindério
<

02F
047
061
081

At

o

-15 -1 0.5 0 05 1 15

Figura 2. Zeros da fun¢ao de transferéncia FBLP, N = 25, L
= 24, SNR = 10dB. Superposi¢io dos resultados de 50
experimentos.
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As posi¢cdes angulares dos M zeros sobre a CRU
determinam as freqiiéncias das exponenciais complexas.
Estas sdo as caracteristicas bédsicas do método FBLP para
estimacio de fregiiéncias.

A contaminagdo do sinal x[n] pelo ruido aditivo y[n]
provoca perturbagdes sobre os zeros de W(z), produzindc
flutuagbes dos mesmos ao redor de suas posicdes ideais e
degradando o desempenho da estimagdo. A Fig. 2 evidencia
este comportamento, apresentando a superposicdo dos
resultados de 50 experimentos nas mesmas condi¢des da
Fig. 1, porém para a relagdo sinal-ruido, definida como
“poténcia de cada exponencial complexa/ poténcia do ruido
complexo aditivo y[n]” (SNR). de 10 dB.

Enquanto a SNR apresenta valores da ordem de algumas
dezenas de dBs, a degradacdo de desempenho se deve
apenas as flutuacdes aleatérias dos M zeros de sinal ao redor
de suas posi¢Ses ideais sobre a CRU. Porém, & medida que a
SNR decresce, as flutnagdes dos zeros geram a
possibilidade de que algum zero estranho se situe mais
préximo da CRU do que os zeros de sinal. Quando isto
ocorre, esse zero estranho € interpretado como um zero de
sinal e um grande erro de estimagdo € produzido. O
desempenho degrada-se rapidamente, caracterizando um
efeito de limiar.

A Fig. 3 permite observar esse comportamento mostrando o
inverso da varidncia do erro de estimagdo em fungdo da
SNR. Estio af apresentados o limite tedrico de desempenho
(Limite de Cramér-Rao) e o desempenho do método de
Maiaxima Verossimilhanga (ML), para efeito de comparacdo.

Observamos que as curvas pontilhadas, para SNRs altas,
estdio muito préximas daquela .associada & ML. Ambas
decaem com a reducdo da SNR até que surge o fendmeno de
limiar, com a queda brusca do desempenho.

No sentido de se ter uma igualdade em (6), o critério de
Minimos Quadrados (LS) considera perturba¢des apenas em
b, ou apenas em A, partindo, por exemplo, de:

(A+AAjw' =b )

onde AA tem dimensdes 2(N-L) X L e € a matriz de
perturbacdes de A. Assim, a otimizacdo recai sobre uma
matriz A = A +AA, que € uma aproximacgdo da matriz A,
buscando o vetor w’ que minimize a norma de AA e
assegure:

min|AA|

o talquebeJ(A +AA) 9

onde J(A+AA) é o conjunto imagem de (A +AA). A
solucao genérica para este problema € obtida utilizando-se a

pseudo-inversa da matriz A [14):
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w =A% (10)
onde ““ # ” simboliza a aplicagdo de pseudo-inversa. Na
presenca de ruido, a solugdo w’ no sentido LS € obtida

simplesmente trocando A por A:

w =A% (11)
A aplicacdo da Decomposi¢do em Valores Singulares
(SVD) a matriz de dados A, permite escrever (1 1) como:

min(2(N-L),L
H
Wi = Z/O'E v,u, b, (12)

k=1

onde C., u, e v, s30 os valores e os vetores singulares de A,
respectivamente.

No caso sem ruido A tem posto incompleto e igual a M,
possuindo apenas os M primeiros valores singulares ndo
nulos, correspondentes ao sinal, denominados valores
singulares de sinal. No caso ruidoso, A tem posto cheio,
possuindo outros min[2(N-L),L]-M valores singulares nio
nulos, correspondentes a parcela ruidosa, denominados
valores singulares de ruido.

O método FBLP Modificado consiste em desprezar oS
valores singulares de ruido no célculo de w’, na tentativa de
aproximar o caso nio ruidoso. Isto eqiiivale a fazermos de

A uma aproximac¢do de posto reduzido para A.
Considerando que os valores singulares de sinal sio os M
maiores valores singulares de A, o vetor w’ preconizado por
este método € calculado como:

M
’ _ H
Wtod. = Z%— v,ub
= Tk

Esta estimativa de w’nfo mais atende ao critério LS, porém
sofre menor influéncia de ruido. Com isto, através da Fig. 4,
verificamos que os zeros de W(z).. tendem a se organizar
como no caso sem ruido. As curvas continuas da Fig. 3
permitem observar a redugio dos valores de SNR de limiar
e o aumento da precisdo das estimativas, em relagcdo aos
resultados alcangados pelo método FBLP. Podemos
observar ainda que os melhores valores de SNR de limiar
ocorrem em valores de L distintos: L=8 para o FBLP e
1L=17 para o FBLP Modificado {3].

(13)

3. METODO TLS-FBLP

No sentido de obter a igualdade em (6), o critério Minimos
Quadrados Totais (TLS) pressupde perturbagdes tanto no
vetor desejado b quanto na matriz de dados A, otimizando
w’através de um sistema homogéneo de equagdes, como no
método de Pisarenko [4].

Dessa maneira, descrevemos a predi¢do linear como:
(A+AA)W =(b+Ab) (14)

Rearranjando (14), obtemos:

80 b

70

10.log(t fvar(f1)), [dB}
kCI;

10 ‘ ' : .
0 10 15 20 25 30
SNR. [dB]
Figura 3. Comparacdo de desempenho entre os métodos

ML, FBLP e FBLP Modificado.

AV

Imaginério
o

.15 -1 -05 o 0.5 " 15
Real
Figura 4. Zeros da fun¢do de transferéncia FBLP
Modificado, N = 25 amostras, L = 17. SNR = 10dB.
Superposigio dos resultados de SO experimentos.

r_
(bial+ [Ab:AA])B—l,} 0 (15)
Seja X =[Aib] e AX =[Abi{AA] com dimensdes 2(N-L) X

(L+1). A solugdo TLS consiste em encontrar w’ que
assegure:

min|AX]?, tal que (b+Ab) € J(A +AA)

(16)

Seguindo os passos desenvolvidos por Golub e Van Loan
[4], a estimativa TLS seré obtida a partir da SVD de X:

17)
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X1~ {Vx(l)’ ’VX(M)} eVy, = {VX(M-rl)’ VX(L+1)}
O minimo € atingido fazendo-se [4]:
AX = -Xvv" (18)

onde v € qualquer vetor unitdrio no subespago &, definido
pela combinacdo linear de {Vyary ... » Vxaen?, isto é, dos
vetores singulares a direita de X correspondentes a Oy 41y
A solucdo TLS pode ser escrita como:

(19)

4 —_— e —_—
Wrs =

na qual o escalar o e 0 vetor y;, resultam quando Vy, €
submetida uma transformagdo H de Householder tal que:

0 ,
Vel =70 (20)
Procedendo a seguinte partigdo de Vys:
vo.o= P @1
L‘ £2

T . ~ , .
onde p’, com dimensdes 1X(L+1-M), € a primeira linha e
Vy,, com dimensdes Lx(L+1-M), sdo as outras linhas de
Vyx», concluimos que H deve satisfazer:

p’H= [O 0, a], ou seja, Hp*= (22)

0
a'J
onde HY = H. Definindo e] ., =[0,-,0.1] i psi» @

transformagdo de Householder pode ser escrita como:

H
ss
H=1-2-> (23)
s”s
naqual s=p' -a’e,_,,.,, e & € calculado como:
o =+ Dy “p“ (24)

|PL—M+I|

Para a solugdo TLS, utilizamos apenas a dltima coluna

96

(25)

* H_ _ >
Como s, =P yn—& & $§"s=2« (a-pL—MH)’

temos:
h —e _ 2SZ—M+1
L-M+1 L-M+l $Hg
2Py = .
=€ T . = (p -« eL—M+I> (26)
2a (a_pL—MH)
— p*
a2
Dai obtemos:
V}’(vp*
= -‘ 27
Y="(0 (27
e, dado (19), temos que:
’ y Jl(zp* V;“p‘
W = ——= — — = — 28
LS o ac pHp ( )

Esta é a solugdo TLS com base no subespago de ruido.
Podemos encontrar também sua versio com base no sub-
espago de sinal. Para tanto, fazemos a seguinte particdo de
VX:

T T
.g_-_i__p___} (29)

H ’
t Vi,

Enfim, a partir de VAV =
alternativamente como:

I, (28) pode ser escrita

Who = ____—l‘ixglig

(30)

que constitui a versdo com base no subespaco de sinal para
a solugdo TLS.

As expressdes (28) e (30) podem ser aplicadas de forma
direta, pois a transformagao de Householder estd implicita
em ambas. Estas duas expressdes fornecem a mesma
estimativa. Entretanto, conforme as dimensdes dos
subespagos, aconselha-se o uso daquela que envolver o
menor niimero de operagdes.

4. COMPARANDO OS DESEMPE-
NHOS

Aqui comparamos os desempenhos dos métodos TLS-FBLP
e FBLP Modificado através do cdlculo das curvas de
desempenho para todas as ordens de predigdo cabiveis. O
procedimento para a obten¢do dos pontos do grifico foi o
mesmo adotado na Fig. 3. Entretanto, apresentamos aqui
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superficies de desempenho (Figs. 6 e 7), as quais permitem
acompanhar a variagio da performance dos métodos em

10.log(1var(w1)), [dB)

25 0

SNR [dB]
L - ordem de predigao

Figura 5. Superficie de desempenho para o método
TLS-FBLP (perspectiva a esquerda).

g

g B

10.log[1/var(w1)], {dB]

25 ©
L - ordem de predicac

SNR [dB)]

Figura 6. Superficie de desempenho para o método
FBLP Modificado (perspectiva a esquerda).

fun¢io da ordem de predicio e da SNR. Podemos verificar
também onde ocorre o melhor desempenho, o pior, ou entdo
acompanhar a variacdo das SNRs de limiar pelo formato da
borda da superficie a partir da qual o desempenho sofre
maior degradagio.

Através das Figs. 5 e 6, podemos observar que os
desempenhos gerais do TLS-FBLP e do FBLP Modificado,
para grandes valores de SNR, oscilam conforme a ordem de
predicio, sendo melhores para as ordens impares e piores
para as pares. Entretanto, o FBLP Modificado em ordens
pequenas apresenta vales profundos mesmo para grandes
SNRs. J4 no caso Kumaresan-Prony (KP), L = 24, tanto o
FBLP Modificado quanto o TLS-FBLP, fornecem a mesma
curva de desempenho.

Nas Figs. 7 e 8 tragamos também as curvas de nivel para as
superficies apresentadas, gerando alternativas para a
visualiza¢do do contorno de limiar. Nas regiGes onde as
superficies s3o mais fngremes, as linhas ficam mais
préximas entre si, definindo o limiar de desempenho e,

conseqiientemente, as respectivas SNRs de limiar para cada
ordem de predicéo.

No TLS-FBLP verificamos que o desempenho acima do
limiar varia mais suavemente com a ordem e que 0 contorno
de limiar é mais suave, ou seja, a variagido dos valores de
SNR de limiar € muito pequena para ordens L de 8§ a 18.
Neste caso, o menor valor de SNR de limiar
encontrado foi § dB e ocorreu em L = 16, conforme pode
ser observado na Fig. 7.

Observando o FBLP Modificado, podemos constatar que o
contorno de limiar € mais agudo. bem como o melhor
desempenho ocorre na regidao de L = 14 a L = 18§, piorando
bastante fora deste intervalo. Portanto, o método TLS-FBLP
€ mais robusto a variag@o da ordem de predicdo L do que o
FBLP Modificado, sendo superior a este dltimo para ordens
baixas. Pela Fig. 8§ percebemos que a menor SNR de limiar
para o FBLP Modificado tem o valor de 7dB e verifica-se
para L = 17. Este resultado difere do valor L = 18, obtido
por Tufts e Kumaresan, devido ao maior detalhamento das
simula¢des aqui apresentadas.’
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Os melhores desempenhos tanto para o TLS-FBLP quanto
para o FBLP Modificado  ocorreram  quando,
respectivamente, as matrizes de dados X ou A tornaram-se
aproximadamente quadradas. Assim, a medida empirica de
Tufts e Kumaresan [3], para a ordem de menor SNR de
limiar do FBLP Modificado, definida como L = (3/4)N,
pode ser substituida pela medida analitica que afirma que a
ordem étima é aquela que faz com que a matriz de dados

torne-se 0 mais préximo da forma quadrada.
90 i

801

707+

601

501

40

10.Jog(1/var(f1)), {dB3]

10 : * ’ : —
0 5 10 135 20 25 30

SNR, [dB]
Figura 9. Comparacio entre os melhores desempenhos
TLS-FBLP e FBLP Modificado.

Na Fig. 9 destacamos as curvas correspondentes aos
menores valores de SNR de limiar para os métodos TLS-
FBLP e FBLP Modificado, ou seja, as curvas relativas aos
melhores desempenhos.

Assim, verificamos que o desempenho do TLS-FBLP
revelou-se competitivo com o FBLP Modificado, embora
tenham apresentado SNRs de limiar cerca de 4 dB acima da
Miéxima Verossimilhanga. Isto se deve ao truncamento da
SVD, empregado na solugio por esses métodos, o qual ndo
preserva a estrutura das respectivas matrizes de dados. Nas
préximas se¢des discutiremos métodos de Maiaxima
Verossimilhanga e alguns avangos recentes introduzidos na
formulagdo do critério TLS. de maneira a permitir que
levemos em conta a informag3o de estrutura no processo de
otimizagdo, alcangando o desempenho ML.

5. MAXIMA VEROSSIMILHANCA

Inicialmente vamos recordar a aplicagdo do critério de
Mixima Verossimilhanga, preparando o terreno para a
formulagdo do método IQML. Comegamos rescrevendo (1)
na forma vetorial como:

x=Ea_+y €N

onde E € uma matriz de Vandermonde sobreexp[ jawn]

com dimensdes NxM , a, € um vetor de amplitudes
complexas com dimensdes MX1 e y € um vetor com
dimensdes N~NXx1 e com partes real e imagindria
descorrelacionadas, cada qual com variincia of /2.
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Sob a hipétese de que o ruido € branco e gaussiano, as
estimativas ML para as freqiéncias @, € para as amplitudes
ag © = 1., M, do sinal x[n] s3o dadas pela solu¢do do
seguinte problema de minimos quadrados ndo-lineares [15]:

minfx - Ea |’ = min(x- Ea )" (x—Ea,)
Ea, Ea,

= min[x" (x~ Ea, )~ a/E”(x~Ea)| (32)

= rgin[xy (x—Ea )-af <EHX -E"Ea, )]

Para qualquer matriz E dada, a busca de um a, 6timo
correspondente € um problema de minimos quadrados
lineares cuja solugio obtém-se por (15]:

a, =E'x=(E"E) E"x (33)
Podemos substituir (33) em (32), obtendo:
! s ‘VXH <x - Eﬁr> + 1
min|x — Ea | =min o \
2 L— 3*(E*x - E*E(E"E)'E"x)
_ . H _ ~
= mtm[x (x Eac)] (34)
= min[x"x - x"E(E"E) " E"x]
Dai, podemos escrever (32) em duas formulacBes
equivalentes:

min(x ~E4, )" (x ~E4,) = min[x*[I-EE"E)"E"}x}  (39)

ou
min(x - E4, )" (x - E4, ) = max[x"E(E"E)"E"x] (36)

Entretanto, como (35) e (36) sio ndo-lineares nas
freqiiéncias @, , minimizar (35) ou maximizar (36) exigiria
uma busca sobre um espago AM-dimensional. Tal busca
demanda elevado esfor¢o computacional, o qual pode se
tornar proibitivo para grandes valores de M.

6. METODO MAXIMA VEROSSIMI-
LHANGA QUADRATICA ITERATI-
VA - QML

No sentido de substituir os critérios ML (35) e (36) por
expressOes mais tratdveis, muitos pesquisadores propuseram
transformar o espagco de pardmetros, passando de
freqiiéncias para pardmetros AR. Isto é possivel observando
que, como uma soma de exponenciais complexas pode ser
modelada como a resposta ao impulso de um filtro causal
ARMA com pdlos na circunferéncia de raio unitério (CRU),
podemos equivalentemente determinar as fregiiéncias a
partir das posicdes angulares destes pélos. A localizagdo dos
polos & fungdo dos pardmetros AR. Para compreender esta
transformagdo, escrevemos o polindmio de predigao linear
como:
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W) =w,+wz " +.. 4w,z " paraM < L<(N-M)(37)
0 1 L

Na auséncia de ruido, ele tem rafzes sobre a CRU em
z, = expl j@,], ou seja:

L
Wlexplje,)= X w, expl-jwok] =0
L
= E,Ow(L_k)exp[ja)ik] =0

Entdo, através da definicdo da matriz com dimensdes
(N-L)xXN:

wp wi ocowp o wy 0 - OW
wro| O e e (39)
0
O e 0 WL WL...1 e wl WOJ
a partir de (38) podemos escrever:
WYE =0
(40)
Da teoria de projegdes, temos que [15]:
E(E"E] E” + W(W*W) W* =1 41)
Utilizando (41) em (35) encontramos:
. A2 H Hyoyv- 1w H
minfx ~ E4 [ = min{x*W(W*W)"W'x| (42
Ao definirmos a matriz X = [b{A] na forma:
x[L] x[L-1] -- x[0]
L+1] x[L 1
BEC G 1] .

X[N-1 x{N=2] - x[N-L~1]

e o vetor de coeficientes w = [wy wy ... wz]’, através da
comutatividade da operac@o de convolugio, temos que:

W% = Xw
(44)
Substituindo (44) em (43), finalmente encontramos:
minfx - EA,[; = min{w"X"(W/W)"Xw}  (45)
E w

A expressdo (45) constitui-se no erro a ser iterativamente
minimizado no método IQML. Esclarecemos que o IQML,
por simplicidade, utiliza L = M ¢ que a0 menos a “restri¢do
de ndo-trivialidade” deve ser aplicada a w: {w: w=0}.

Esta restri¢do assegura a invertibilidade de (W” W).

Concentrando-nos no método IQML, além da restri¢do de
nao-trivialidade, imp&em-se sobre w as seguintes restrigdes
conforme as caracteristicas dos sinais:

Restri¢do de estabilidade, para o caso de exponenciais
complexas amortecidas: {w: w tem raizes sobre ou dentro
da CRU};

Restricio para o caso de exponenciais complexas nio-

amortecidas: {w: w, = w(*L_i), i= 0....,L};

Restri¢do para o caso de sendides reais amortecidas: {w:
Im(w) = 0};

Restrigdo para o caso de sendides reais ndo-amortecidas:

{w: Im(w)z() e w, =w(L_,.),i=0,...,L}.

Devemos observar que a restricdo 2 ndo pode ser atendida
se impusermos wy = —1. Assim, utilizaremos ||w||=1 no

caso de exponenciais complexas ndo-amortecidas. A
restri¢@o 2, de simetria dos coeficientes do polindmio W(z),
pode ser implementada explicitamente sobre w ou, de
maneira implicita, sobre X. A implementacdo implicita
converte o problema atual em outro sem restricdes e reduz
sua dimensdo pela metade. A formulagdo desta restrigdo
pode seguir por dois caminhos, conforme a paridade de L.
Aqui apresentamos o caso L par.

Para L par, temos que L = 2g. Assim, o vetor w, que tem
dimensdes (L +1)x1, possuird nimero impar de elementos.
Portanto, para que a Simetria w, = w('L_i),izo,.“,L se

verifique, é necessdrio que o elemento central de w seja real.
Dai, particionamos w e X de forma que:

T | ; T
W=[WO W W, W qu] =[w15wq5w2] (46)
e
w,
Xw =[X1;xq§X2] w, [=Xw, +x w, + X,w,  (47)
W2
Definindo a matriz 1 de reflexio lateral:
0---01
~ (010
I = P
100
(48)

a relagdo de simetria sobre w pode ser representada por
w = Iw, ou seja:
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w, = Iw, (49)
que nos permite escrever:
Xw=Xw, +x,w, + X,Tw,
={X, + X, T fRe(w, )+ j{X, - X, T}im(w,) + x,w,
(50)

=[x+ x,0)ix, X, -%T)] T, J

=Xec

Assim, como w, deve ser real, também o vetor ¢ serd real.
Portanto, apds substituir (50), a minimizacio (45) sujeita a
(49) corresponde a:

min{cTX”(W”W)'IXc} (51)

onde devemos impor ¢p = 1, para evitar a solugao trivial ¢ =
0. No sentido de garantir que ¢ seja real, fazemos:

mcin{cr Re(X" (W”W)'li)c} (52)

o que impede que residuos imagindrios do produto matricial
danifiquem o célculo de c.

Agora, definindo a matriz:

C, = Re(f(”(w”wrli() (53)

podemos escrever (52) na forma de uma expressao de
solugio iterativa como:

min{(c(kﬂ))r Gk }

(54)
onde c((,k“) = 1. Propomos transformar (54) em um problema
TLS, pois fazendo sua derivada igual a zero obtemos:

P = g (55)

cuja solu¢do pode ser obtida segundo o critério TLS. Assim,
a partir da SVD de C(,f) , dada por:

- H
C¥ = uLsO(VY) (56)
calculamos ¢** através de [4]:
(x)
v +
c(k+1) - - (f;c(L 1) (57)
v
Cx(L+L1)
onde V(ka)(m) € a 0ltima coluna de Vg) e V(C]i)(Lﬂ,l) 0

primeiro elemento de v(ci)( Lo1) - Obtido ¢*b, reconstruimos

w; e depois w. Os procedimentos (50) a (57) sio repetidos
até a convergéncia.
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Portanto, no caso de exponenciais complexas puras,
devemos impor a restricdo 2, o que foi conseguido através
dos passos (50) a (57).

Outro ponto que devemos observar € que, embora a matriz
W tenha posto completo, tanto ela quanto (W#W) sio
mal-condicionadas por constru¢do. Isto pode levar a
imprecisdes no célculo da inversa (W# W)™ | prejudicando
o célculo de Cgf’ e, conseqlientemente, o de w. A seguir,
descrevemos o método de Clark e Scharf [16] que nos
permite obter (W¥W)" sem calcular diretamente a
inversa.

Primeiramente, definimos a matriz:

wo 0 -+ 0w, - wy, w |
w, w, O 0 w, - wy
T =| T (58)
Wiy owpwy 0 e 0w
tal que podemos construir a matriz circulante com
dimensdes N x N:
CmH 7]
T
GH =| J (59)
| W

Hm ! ompH
Decompondo Q em autovalores e autovetores:
Q=U,A,U} (61)
podemos calcular sua inversa facilmente através de:
Q' =U,A,U] (62)
Agora, particionamos Q™' como:
S

onder, s e t t€m dimensdes L XL, L X(N-L) e (N-L)
X (N-L), respectivamente. Como Q™ é também uma matriz
circulante, sua inversa, ou seja, Q, pode ser escrita como:

Q=L__. (t_sﬁr-ls)'l} (64)
Aqui mostramos somente o bloco inferior direito, pois é o
de interesse na solu¢do. Comparando (64) a (60), finalmente
podemos concluir que:

(WHW )" = t—s"rs (65)
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Assim, esta expressdo garante maior estabilidade ao método
JQML, pois permite calcular a inversa de (W¥W) sem
Zzzé-lo diretamente. Além disso, ela também permite reduzir
significativamente a complexidade computacional, pois a
—:zi0r inversa exigida passa a ser a de r , que € Toeplitz e
zzm dimensdes L x L.

7. METODO MINIMOS QUADRADOS
TOTAIS RESTRITO - CTLS

A partir da equag@o de predic@o linear para o caso ruidoso:

Xw =0 (66)

onde X = [biA], a otimizagdo TLS de w leva em conta

perturbagdes tanto em A quanto em b. Assim, escrevemos:

(X+AX)w=0 (67)
A solugdo TLS cldssica otimiza w sujeito a (67), pela
minimiza¢o do produto AXw sem qualquer consideragdo
adicional. O método CTLS surge como uma melhoria do
TLS, por levar em conta a estrutura da matriz de dados
estendida X na otimizagio, ou seja, se ela é Toeplitz (FLP),
Hankel (BLP), Hankel-Toeplitz (FBLP), etc. Isto €
especialmente interessante quando as entradas ruidosas da
matriz de dados sio linearmente dependentes. Neste caso, a
solu¢do TLS classica pode n@o produzir estimadores
estatisticos étimos.

Como uma perturbagdo em uma amostra qualquer passa
pelo filtro de predigdo juntamente com a prépria amostra,
AX ¢é estruturada da mesma forma que X. No sentido de se
obter estimativas mais precisas, a informacdo de estrutura
dos componentes do ruido € fatorada em um vetor de

perturbacdes Ax e em um conjunto de matrizes {E} de
posto incompleto € com a mesma estrutura da matriz de

Zzdos estendida original. Esta restricido define o método
TLS Restrito (CTLS) [8]:

(68)

onde Ax é formado pelas K amostras de ruido suficientes
para compor AX (se Ax ndo for branco, faz-se seu
branqueamento). Assim, escrevemos (68) como:

L
Xw+[2Fiw,)Ax= 0 (69)
i=0 J
L
Podemos verificar que W# = EFiw,. ,[11]. Logo:
i=0
Xw+WHAx =0 (70)

Assim, minimizar ||AX||F syjeito a (67) € equivalente a

minimizar ||Ax||2 sujeito a (70). Entdo, Ax € dado por:

Ax = —(W”)"‘Xw 71

A norma minima de Ax é obtida fazendo-se:
minAx|; = min(Ax"Ax) = min[\w'HXHW#(W#>HX\w*] (72)

Se W7 tem posto completo, entdo podemos escrever (72)
como:

minfax| = min{wHXH(VVHW>_1Xw} (73)

Portanto a solu¢do CTLS € dada pelo vetor w que minimiza
(73). Devemos observar que (73) tem a mesma forma que
(45), exceto que na formulagdo TLS normalmente se impde

wy = —1, enquanto que no IQML impde-se “wl‘z 1. Pelo

lema a seguir mostramos que isso nao afeta a minimizagio
[17]:

Lema 1: Seja Ae C*', ze C™, Q, e C¥¢ onde os

elementos de Q. sao fungbes quadrdticas dos componeiites

de z. Seja f wma funcdo multivaridvel de z
f(z) =ZHAHQ;1Az. Portanto f(az) =1(z), Va #0.

Prova: A partir da definicdo da fungdo f, temos que
f(az):(az)HAHQ;]:A(az). Como os elementos de Q. sio
fungdes quadraticas dos componentes de ¢z, temos que
Qaz = (a.a)Qz ‘ Qa:

f(cz) ,temos:

Assim, substituindo em

(o) = o7 A (0] QAcz = Z'ATQ]'Az = (2), Yar20.
N

Logo, existe um escalar ¢« =-w,' que pondera W no

sentido de se obter aw, =-1, sem afetar a minimizagio
conseguida. Isto significa que se atinge oz minimas de (723
e de (45) com um mesmo vetor w de coeficientes. Assim,
podemos afirmar que (73) € igual a (45) e que, portanto,
CTLS e IQML minimizam o mesmo erro, produzindo a
mesma solugdo.

8. METODO MINIMOS QUADRADOS
TOTAIS ESTRUTURADO - STLS

Como dito antes, o critério TLS n3o produz estimadores
estatisticamente 6timos quando as entradas ruidosas da
matriz de dados estendida s3o linearmente dependentes, ou
seja, quando ela é estruturada. Para que a estrutura de
(X+ AX) seja a mesma de X, o método CTLS impse esta
estrutura sobre AX. J4 o método Minimos Quadrados
Totais Estruturado (STLS) impSe a estrutura diretamente
sobre (X+ AX).

Definindo X = (X + AX) e X =x+ Ax, a partir da escclha
fixas X
101
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e WD 20, ..., K-1, compostas por “07 “17,
podemos descrever a informagdo de estrutura de X através
de:

-1
X=)xX +X,

i=0

(74)

e impomos esta mesma estrutura sobre a matriz X
decompondo-a no mesmo conjunto de matrizes:

|
[\
W
S

(75)

i=0

Normalmente, K = N, ou seja. consideramos todas as N

amostras disponiveis ao construirmos X ¢ X. Podemos
agora escrever o problema STLS como:

-1
Z_(xi - E.)'(x,. -%) tal que Xw=0, w'w=1

min ;
i=0

v

(76)

sujeito a (74) e (75).
No sentido de solucionar o problema de minimizagdo,
tomamos o Lagrangiano de (76) como em [9]:

N-1

L(}T{.w,l,/l) = Z(x -X

i=0

-%)-1"%w+ /1(1 - w'w)(77)

onde 1 € C¥ 2% ¢ um vetor de multiplicadores de
Lagrange e A € C é um multiplicador de Lagrange escalar.
Igualando a zero todas as suas derivadas, obtemos:

ol
7 L(%, w14
Ww = Xl=wi (79)
oW
GEEWLA) o (80)
oA
w =0 = (x-%)=("Xw) @D
para i = O, ..., N-1. A partir de 1"Xw =0 concluimos
diretamente que A =0. Também, de (81) temos que:
_ N-1 N-1 .
(x-X)w= ~%)Xw= > (1"X,w)X,w (82)
i=0 i=0

e, de (78), concluimos que:
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N-1 N-L [ . Akl
Xw = 2(1 X, w) X,w= Zﬂ(lﬁxiw) Xiw} }
i=0 =0
- T (X w) (X)) (83)
-D.1
Similarmente, podemos encontrar:
X*= (X”l)(x 1) w 4

i=0

=D,w

Assim, definindo z=l/||lH e T=HIH, escrevemos  as

seguintes relacoes:

Xw=D,27 talque z"z=1 (85)
X72=Dwzr talque wiw=1
Definindo W=V /HVH €
encontramos:
Xv=Duo talque u’Du=1
P Py (86)
X"u=D,vo talque v'D,v=1

para D,v= ix{* (UHXiV)U e Du= NZ-IX,.(uHXiV)V . A
relacdo (86) ézoconhecida como “SVD Rie;;ianniana” [9].
A partir de (83), podemos escrever:

=D Xw (87)

Agora, utilizando (81), (83) e (87) podemos escrever a
fun¢do objetivo do método STLS como:

N-1 N-1
2<x-—~ lHZ(HXw>
i=0 =0
= ”le (88)
wiX D Xw
Assim, de (68) e (81), obtemos:
(x-X)= ZA.XX = -[F,Ax|F,Ax - {F,Ax] (89)
ou seja,
N-1
[FoAxiFAx -+ {F,Ax] = Y AxX, (90)

Entdo, se representarmos a k-ésima coluna de X; por X(,
k), para k=0, ..., L, podemos escrever:
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N-1
F,Ax = Y AxX, (. k
' E;, (k) on

porém, utilizando (92) e W = EFW encontramos:

i

i=0

[XOW X(N—l)w]:|:ixo ',‘)Wk : ZX(N 1) k)WkJ

L . N
= E[Xo(%k)' i X(N—I)(:’k)lvk (94)
k=0
L
= ZFka
k=0
=wH
Logo, segue-se que:
D, =Wifw (95)

Assim, substituindo (95) em (88), finalmente escrevemos a
fun¢ao objetivo do método STLS como:

mmz x —x

Novamente, (96) € igual a (73) e (45) e, portanto, o método
STLS minimiza o mesmo erro e produz a mesma solugio
ML que obtemos com os métodos CTLS e IQML.

9. METODO MINIMOS QUADRADOS
TOTAIS BRANQUEADO - WTLS

Devido ao ruido, em geral nio temos uma igualdade em
(66), levando a um erro de predig@o dado por:

ngn{wHXH(WHW)_IXw} (96)

Xw=e 97)
A partir de (44), podemos escrever (97) como:
Wix=e (98)

Outra melhoria a abordagem TLS surge da observagio de
que este vetor erro ndo é branco [7]:

E{eeH}=E{WHxx”W} 00
= WY E{sx" |W e

Substituindo (31) em (99), obtemos:
E{ee } { (Ea, +y)(Ea, + y) W} (100)

= W"Ea a/E"W + WWE{yy" |W
Entretanto, utilizando (40), podemos escrever (100) como:

E{eeH}z WHE{yy”}W

i (101)
=g, WHW

: - N . o
pois y € branco de varidncia o7, .

-

Como o vetor erro de predigdo 6timo € necessariamente
branco, o erro TLS jamais serd 6timo a menos que ele seja
branqueado. Assim, podemos branquear o vetor e

simplesmente multiplicando-o por (WH W)_U' para obter:

-1/2

(w”w) Whx = (102)
ou seja,
y -1/2
(WAW) " Xw=e, (103)
Conseqiientemente, minimizar a norma de e, corresponde
a
min(e’e, ) = mn{wHXH (W”W)_IXW} (104)

Outra vez, (104) & igual a (96), (73) e (45). Portanto.
concluimos que os métodos WTLS, STLS, CTLS e IQML

minimizam o0 mesmo ero ¢ produzem a mesma solucdo
ML.

10. RESULTADOS EXPERIMEN-
TAIS

No sentido de avaliar o desempenho destes métodos para a
estimagdo de freqiincias, escolhemos o mesmo caso
utilizado anteriormente. A Fig. 10 apresenta os seguintes
desempenhos: da Méaxima Verossimilhanga tedrica (ML,
linha pontilhada), do IQML (para L = 2, linha continua
grossa), do FBLP Modificado (para L = 17, linha continua
fina), do TLS-FBLP ( para L = 16, linha tracejada) € o
limite de desempenho de Cramér-Rao. Recordamos que os
métodos CTLS, WTLS e STLS sdo equivalentes ao IQML.
A convergéncia ocorreu normalmente em ndo mais que 20
iteragdes, sendo em média 5 iteragdes para SNR de 30 dB, 9
para 10 dB e 19 para 3 dB.

Podemos verificar que os métodos de predigio linear ndo-
iterativos, como o FBLP Modificado ¢ o TLS-FBLP,
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Figura 10. Desempenhos dos métodos estudados e suas
respectivas ordens de predigdo.

estimam satisfatoriamente as freqiiéncias somente em SNRs
superiores a 7 dB e 8 dB, respectivamente. Porém, os
métodos de predi¢do linear iterativos, que levam em conta a
estutura da matriz de dados, apresentaram desempenho
satisfatério até SNR = 3 dB, aproximando o desempenho da
Maixima Verossimilhanga tedrica.

Portanto, podemos afirmar que ji dispomos de métodos
baseados em predi¢do linear que permitem alcancar o
desempenho da Madxima Verossimilhanga. Estes métodos
sZo iterativos e, portanto, apresentam maior complexidade
computacional de que os métodos FBLP Modificado e TLS-
FBLP. Porém, ainda assim o esfor¢o computacional exigido
pelos métodos iterativos € significativamente inferior aquele
da Mixima Verossimilhanga.

11. CONCLUSOES

O critério de Minimos Quadrados Totais (TLS) pode ser
aplicado a predi¢do linear forward-backward (FBLP),
admitindo erros ndo somente no vetor desejado b, como
efetuado por Minimos Quadrados convencional (LS), mas
também na matriz de dados A e otimizando o vetor w de
coeficientes de predi¢do através de um sistema homogéneo
de equagdes, como no método de Pisarenko.

Isto nos permitiu introduzir o método TLS-FBLP para a
estima¢do de freqiiéncias, o qual se mostrou competitivo
com o método FBLP Modificado de Tufts ¢ Kumaresan e
menos sensivel a variagdo da ordem de predi¢o, superando
o desempenho do FBLP Modificado para ordens pequenas.

Demonstramos analiticamente que os métodos de predi¢io
linear iterativos STLS, CTLS, WTLS e IQML minimizam o
mesmo erro e produzem solu¢des equivalentes. Mostramos
experimentalmente que o desempenho desses métodos
aproxima o da Méxima Verossimilhan¢a para a estimagfo
de freqiiéncias. Portanto, podemos afirmar que jd dispomos
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de métodos baseados em predi¢do linear que permitem
alcangar o desempenho da Maxima Verossimilhanga.

REFERENCIAS
(1]

Krim, H. e Viberg, M., “Two decades of array signa’
processing methods”., IEEE Signal Processinz
Magazine, v. 13, 0° 4, pp. 62-94, 1996.
Marple, S.L., Jr, Digital Spectral Analysi:.
Englewood Cliffs, NJ: Prentice-Hall, 1987.

Tufts, D. W. e Kumaresan, R. “Estimation ::
frequencies of multiple sinusoids: Making lirsz-
prediction perform like maximum likelihoc ™
Proceedings of the IEEE, v. 70, n® 9, pp. 975-%::=
1982.

(3]

Golub, G. e Van Loan, C. F. “An analysis of thz :22
l[east squares problem”. SIAM J. on Numeri::.
Analysis, v. 17, n° 6, pp. 883-893, 1980.

[4]

Lemos, R.P. e Lopes, A. “Frequency detection =
linear prediction using total least squares critericz
Proceedings of the 38% Midwest Symposium
Circuits and Systems, v. 2, pp. 823-826, 1995.

[6] Lemos, R.P. e Lopes, A. “Details on the equivalencs
of the Modified FBLP method and the TLS-FBLP
method”, Proceedings of the 39% Midwest Symposium

on Circuits and Systems, v. 2, pp. 685-688, 1996.

Hua, Y. e Sarkar, T.K. “On the total least squares
linear prediction method for harmonic retrieval
problems”, IEEE Trans. on Acoustics, Speech and
Signal Processing, v. 38, n-12, pp. 2186-2189, 1990.

Abatzoglou, T.J., Mendel, J.M. e Harada, G. “The
constrained total least squares techmique and its
application to harmonic superresolution”, IEEE Trans.
on Signal Processing, v. 39, n® 5, pp. 1070-1086,
1991.

De Moor, B. “Total least squares for affinely
structured matrices and the noisy realization problem”,
IEEE Trans. on Signal Processing, v. 42, n° 11, pp.
3104-3113, 1994.

Bresler, Y. e Macovski, A. “Exact maximum
likelihood estimation of exponential signals in noise”,
IEEE Trans. on Acoustics, Speech and Signal
Processing, v. 34, n° 5, pp. 10-1081-1089, 1986.

[11] Lemos, R.P. e Lopes, A. “An unifying framework to
total least squares and approximate maximum
likelihood”, Proceedings of the 1996 Bi-Annual
International Telecommunications Symposium

(ITS’96), pp. 153-157, 1996.

[12] Ulrych T. J. e R. W. Clayton. “Time series modeling
and maximum entropy”. Phys. Earth Planet. Interior,

v. 12, pp. 188-200, 1976.



Rodrigo Pinto Lemos e Amauri Lopes

Estimacao e Freqiiéncias por Predicio Linear com Desempenho de Méaxima Verossimilhanca

[13] Nuttal A. H., “Spectral analysis of an univariate
process with bad data points via maximum entropy and
linear predictive techniques”, NUSC Scientific and
Engineering Studies, Spectral Estimation, 1976.

{14] Antunes E. J. B. e A. Lopes. “Frequencies estimation
of real sinusoids”, Proceedings of the International
Symposium on Signals, Systems and Electronics -
ISSSE'92, 1992.

[15]1 Kay, SM., Fundamentals of Statiscal Signal
Processing: Estimation Theory, Englewood Cliffs, NI:
Prentice-Hall, 1993.

(16] Clark, M.P. e Scharf, L.L. “On the complexity of
IOML  algorithms”, IEEE Trans. on Signal
Processing, v.40,n° 7, pp. 1811-1813, 1992.

[17] Lemmerling, P., De Moor, B. e Van Huffel, S., “On
the equivalence of constrained total least squares and
structured least squares”, [EEE Trans. on Signal
Processing, v. 44, n° 11, pp. 2908-2911, 1996.

[18] Lawson C.L. ¢ R. J. Hanson. Solving Least Squares
Problems. Englewood Cliffs: Prentice Hall, 1974.

Amauri Lopes formou-se em Engenharia Elétrica pela
Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP) em 1972
¢ obteve o titulo de mestre e doutor em Engenharia Elétrica
pela mesma Universidade em 1974 e 1982, respectivamente.
Desde 1973 é professor da Faculdade de Engenharia
Elétrica e de Computagdo da UNICAMP. Atualmente ocupa
a posi¢do de Professor Adjunto MS-5. Seus interesses
incluem Processamento Digital de Sinais ¢ Comunicagdes
Digitais.

Redrigo Pinto Lemos graduou-se em Engenharia Elétrica
com é&nfase em Telecomunicagdes pela Universidade
Federal de Goids (UFG) em 1992, obtendo os titulos de
mestre e doutor em Engenharia Elétrica pela Universidade
Estadual de Campinas (UNICAMP) em 1995 e 1997,
respectivamente. Atualmente ocupa a posigao de Professor
Adjunto na Escola de Engenharia Elétrica da UFG, onde se
encontra desde 1996. Seus interesses incluem
Processamento de Sinais e Redes de Alta Velocidade.

105




