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Resumo - Neste trabalho sio estabelecidas as condicdes
necessarias e suficientes para a constru¢io de codificadores
convolucionais abelianos. Mostramos que tais codificadores
sdo controlaveis, completos e minimos, esta tdltima pro-
posicdo via uma proposta de reducdo de estados, e tendo
como subclasse os codificadores convolucionais elementares.
Como consequéncia do fato de que os codificadores convo-
lucionais abelianos controldveis, cuja secdo de treliga € iso-
morfa a um grupo ciclico, ndo sfo controldveis, entdo pro-
pomos um algoritmo de constru¢o de codificadores convo-
lucionais abelianos tendo como grupo das entradas, de esta-
dos e de saidas, k-uplas, (n — k)-uplas e n-uplas bindrias,
respectivamente. Exemplos de codificadores convolucionais
elementares e abelianos sdo apresentados.

Abstract - In this paper we establish the necessary and
sufficient conditions for the construction of Abelian convo-
lutional encoders. We show that such encoders are control-
lable, complete and minimal, the latter via a state reduction
procedure, and having the elementary convolutional encoders
as a subclass. As a consequence of the fact that the Abelian
convolutional encoders whose trellis section is isomorphic to
a cyclic group are noncontrollable, then an algorithm for the
construction of controllable Abelian convolutional encoders
whose trellis section is isomorphic to an Abelian group (not
cyclic) is proposed having the group of input, the group of
states, and the group of output binary k-tuples, n — k-tuples
and n-tuples, respectively. Examples of elementary and Abe-
lian convolutional encoders are presented.

Palavras Chaves : Miquinas, codificadores convolucio-
nais elementares, codificadores convolucionais abelianos,
controlabilidade.

1. INTRODUCAO

Se para cada s € S existe g € I'(S) tal que s = g(sg), para
algum sy € S, entdo dizemos que I'(S) atua transitivamente
sobre 5. O ponto sg € .S € denominado semente ou gerador
de S. Note que podem existir vérios geradores de .S.

Para se obter cédigos Euclidianos de uma maneira pra-
tica e efetiva os codigos de grupo devem ser constituidos
de seqiiéncias de simetrias, denominados cddigos de sime-
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trias. Um cédigo de simetria G € um subgrupo do produto
direto de um ndmero infinito de grupos, isto &, BxczGr =
...9G_i€_ ...... ‘EG—IGGO‘S"'GIS ...... eGie...,iE
N, onde paracada k € Z, Gi. C I'(Sk) € o grupo de simetrias
do conjunto discreto S, C R™*.

O cédigo Euclidiano C casado a § C ©xezGr € obtido a
partir de uma seqiiéncia semente {l‘k}kez, z;, € R™. Isto
significa que cada palavra-c6digo {yx }rez € C é tal que para
cada k € Z, yi, = gr{zk), gx € Gy. Estes c6digos Euclidia-
nos sdo denominados cédigos geometricamente uniformes,
[3].

Neste trabalho iremos considerar cddigos invariantes no
tempo e com um nidmero finito de estados, isto €, um cédigo
tendo como base um conjunto discreto Euclidiano § € R
com cardinalidade |S| finita, e tal que S = S C R™ para
todo k € Z. Neste caso, Gy = G, Vk € Z com |G| finito.
Agora, seja G = @uezGr, Gr = G, Yk € Z, considere
um subgrupo G C GZ. Assim, G é um cédigo de simetrias
invariante no tempo e com um nimero finito de estados. Esta
classe de c6digos de simetrias invariantes no tempo € 0 exem-
plo fundamental dos cddigos de Schreier [11] e, em particu-
lar, dos c6digos convolucionais abelianos.

Os c6digos convolucionais abelianos so subgrupos de GE,
onde G € um grupo finito arbitrdrio, ndo necessariamente um
grupo de simetrias de algum conjunto Euclidiano discreto
S C R”. Esta generalidade somente facilita a aplicacdo sobre
grupos arbitrarios.

Os cddigos convolucionais abelianos admitem andlise lo-
cal. isto é, a andlise da se¢do de treliga numa unidade do
tempo € suficiente para determinar as propriedades tais como
distancia livre, controlabilidade, minimalidade, etc. de todo o
coédigo. Esta andlise local permite determinar a relagio equi-
potente entre a classe do produto direto e a classe dos cédi-
gos convolucionais abelianos, via os codificadores isomorfos.
Isto significa que para cada cdédigo convolucional abeliano
existe um inico codificador isomorfo e para cada codificador
isomorfo existe um dnico cédigo convolucional abeliano.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira. Na Se-
¢ao 2, apresentamos uma rdpida descrigdo de maquinas no
sentido da teoria dos autdmatas, pois todos os codificadores
considerados neste trabalho usam este modelo. Na Sec¢éo 3,
motivados pela descricdo matricial dos codificadores convo-
lucionais bindrios, definimos os codificadores convolucionais
elementares sobre grupos (CCE). A classe dos codificadores
convolucionais lineares bindrios estd contida na classe dos
CCEs. Estudamos algumas propriedades dos CCEs que ser-
vem como guia para definir os codificadores convolucionais
abelianos. E também proposto um teste simples de exclusio
de CCEs catastréficos. Ainda nesta se¢8o, apresentamos uma
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Figura 1. Maquina generalizada

proposta de redugio de estados de um CCE, especialmente
se este for catastréfico. Na Secio 4, estabelecemos as condi-
¢des para a construcdo de codificadores convolucionais abe-
lianos, onde propomos um algoritmo de construgdo e apre-
sentamos um exemplo. Finalmente, na Segdo 5, apresentamos
as conclusdes.

2. MAQUINAS

A descricdo de um sistema sob a excitagdo de alguma
classe de entrada produzindo uma outra classe de saida tal
que a sua estrutura interna possa também ser modificada, tem
sido e serd util no modelamento de muitos dispositivos abs-
tratos e fendmenos. Dentre as possiveis descri¢des, escolhe-
mos aquela relativa a teoria dos autbmatas, devido ao uso do
conceito de maquinas, [5] e [9].

Definicdo 1 Uma mdquina é uma quintupla M =
(X.,Y,Q,6,0), onde

— X é o conjunto finito das entradas
— Y é o conjunto finito das saidas ;

— @ € o conjunto dos estados (ndo necessariamente fi-
nito);

- §: X xQ — Q é o mapeamento do préximo estado ,

- B: X xQ — Y é o mapeamamento das saidas.

Esta definicZo € bastante geral no sentido de que maquinas
podem caracterizar sistemas abstratos como por exemplo o0s
sistemas de equagdes diferenciais, chegando até o processo
evolutivo do comportamento de um ser humano. Willems,
(4], usa de maneira precisa o termo comportamento de um
sisterna como sendo uma subclasse de seqiiéncias bi-infinitas
de algum produto cartesiano [ ], ., Sk, onde cada Si € um
corpo algébrico sendo este o alfabeto de saida da respectiva
méquina M. A proposta de Trott [1], [10] sobre o conceito
de comportamento de um sistema € no sentido de que cada Sk
seja um grupo algébrico. A noc¢do de uma mdaquina generali-
zada, veja Figura 1., tendo como ponto de partida a Defini¢do
1, ocorre quando cada Si € um conjunto arbitrario podendo
apresentar ou ndo alguma estrutura algébrica.

Seja¥: X xQ — @ xY x § aaplicagio definida por
66

U(z,q) = (q,8(z,q),6(z, 9))- (1
Entdo, o conjunto T’ C @ x Y x @, definido por
T = Im(¥) = ¥(X x Q), @

€ chamado secdo de trelica associada a maquina A,
ou simplesmente a frelica de M. Cada elemento t =
(q,B(z,q),6(z,q)) € T € chamado uma transi¢do ou um
ramo da trelica.

" Considere a classe de seqiiéncias finitas do conjunto das
entradas X* = {z* = {z;}]=; : z; € Xn € N}. Dada
uma seqiiéncia finita z* = {z;}%,, denotamos o seu com-
primento por |z*|, e assim |z*| = n.

Defini¢iio 2 Dizemos que a mdquina M = (X,Y,Q,6,5) é
controlavel se paratodos g e ¢’ € Q, existir uma segiiéncia
Sfinita x*, com 1 < |z¥| < m, tal que ¢’ = 5% (z*,q), onde

5" (z*,q) = 6(zpn, b(zn-1,...,6(z1,9)...),

Dado j € N, se para todos ¢, ¢ € Q existirum z* € X*
coml < |z* < 7 tal que ¢’ = 6™ (x*, ¢) entdo, dizemos que
amdquina é j-controldvel. Dessa forma, fica facil de precisar
que se a maquina € j-controlavel entdo, ela também serd (7 +
1)-controldvel.

O nimero ¥ = min {j M é j-controldvel } € o in-
dice de controlabilidade de Af. Na verdade, controlabili-
dade € uma propriedade da classe de seqiiéncias de saida C
da maquina M ou, equivalentemente, do comportamento do
sistema. Mas como para uma mdquina M existe uma unica
classe C de seqiiéncias de saida associada a M, entdo € natu-
ral dizer que M € controldvel para dizer que C € controldvel.
Assim, esta caracteristica ocorrerd de maneira similar com as
demais propriedades de C. Isto €, quando M apresentar uma
certa propriedade P, entdo C apresentard a mesma proprie-
dade P.

3. CODIFICADORES CONVOLUCIONAIS
ELEMENTARES SOBRE GRUPOS

Sejam k£ e n nimeros naturais. Seja L uma matriz £ x n
definida por L = (I;;)onde ;; € Z,1 < i < kel <
7 < n. Seja G um grupo abeliano. Para qualquer n € N,
considere G™ como sendo n ¢Gpias de G, com a G-operac¢do
sobre as respectivas coordenadas. Entdo, G™ € também um
grupo abeliano. Dados z € G* e L, defina o produto z.L
como sendo

k k k
z.L = (Z zilin, Y wilin, -y inlm) 3
i=1 i=1 i=1
onde
Li;—termos
Tk Tg % ... % Ty, se li; >0
zili; 2 (€ se l;; =0

lij—termos

(zgxzi*..xx)7Y,  se l;; <0,
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Devido a condigdo abeliana de G e G™ podemos usar o sim-
bolo de adi¢Zo + em lugar do simbolo *, e também para o
elemento identidade usar o simbolo 0 em lugar de es. Sob
estas condi¢des temos a seguinte definico para o codificador
convolucional elementar.

Definicio 3 Sejam n, k e m niimeros naturais tais que n >
k>lem>1 Con;idere as matrizes Lo, L1,.... Ly, com
Li = (&), ondeliy € Z,1 <7 < k1< s<n
ei = 0,1,...,m. Um codificador convolucional elementar
(CCE) com pardmetros (n,k, m) sobre G, onde n é o0 com-
primento da palavra-cédigo de transicdo, k é o niimero de
digitos de informagdo e m a memdria total, é uma mdquina
£ (X,Y,Q,6,5) onde
X C GF é o alfabeto das entradas
Y C G” é o alfabeto das saidas ;
Q = {g= (21,22, 2m) jzs € X} C (G)" =
G*k™, é o conjunto (ou espaco) dos estados da mdquina ;
-4 X x Q — @ ¢é wna aplicacdo defi-
nida por 6(zo;iq) = 6(zo;z1,22,.,Tm—1,Tm) =
(zo; %1, T2, ...y Tm—1) (aplicacdo do préximo estado) |
-8 : X xQ — Y, é uma aplicacdo definida por

B(zo;q) = B(wa; 21, ..., Zm) = xoLo + z1L1 + ... +
Tm L, (aplicagdo das saidas).

Note que um CCE € um exemplo de maquina, isto €, sa-
tisfaz a Definicdo 1. Desse modo, a classe dos CCEs estd
contida na classe das maquinas.

Da Definigao 3, podemos extrair as seguintes propriedades
dos codificadores convolucionais elementares.

Proposicio 4 Se X ¢é um grupo, entdo

D) QeB(XeQ) CY sdo grupos.

ii)O produto cartesiano X X Q converte-se em um produto
direto de grupos e as fungdes § e 5 sdo homomorfismos de
grupos, com § sendo sobrejetora.

i)Os comjuntos Yo = {B(z,eQ)lcx ¢ Y1 =
{B(z,q) : 6(z,q9) =eq} sdo subgrupos normais de
B(X, Q). Além disso, M = M =Q.

iv) O CCE é uma maquzna Conzrolavel com indice de
controlabilidade v < m.

Prova :

)Dadosy =3 ozl cYey =3 " ziL; €Y, te-
mos que y +y = Y o(@li + aiL;) = 3o xlL; €
Y, pois X ¢é um grupo. Analogamente, dados q =
(21,22, -y Tm) e ¢ = (24,25, ...,2L,), temos que ¢ + ¢’ =
(z1 + 2,20 + b, ..., Zm + 7o) € Q, pois X é um grupo.

ii) Como X e Q sdo grupos, o produto direto Xg@
é um grupo. Assim, & é um mapeamento entre dois gru-
pos. Sejam (z,q) e (z',q') dois elementos de X x Q, com
q= (21,22, .., Tm) eq = (z,25,...,z.,). Entdo,

§((z,q) + (2',q)) = b(z +2',9 +q')
=(z+z' 21+, 22+ Thy o T, + T,,)
= (z,21,22, ..., Tm) + (¢, 27, 25, ..., 2, )
=6(z,q) +6(=',¢).

Portanto, 6 é um homomorfismo de grupos. Por outro
lado, dado ¢ = (%1,%2,..,%Zm) € Q, assuma qo =

(To.Z3,...,Tmt1) € Q@ e zy € X. Emdo, §(z1,90) = ¢
Com isso, temos que & é sobrejetora.

De maneira andloga, podemos mostrar que 3 é também
um homomorfismo de grupos.

iii) Defina o mapeamento auxiliar ¢ : B(XgQ) —
¥(B(z,q)) £ ¢ Entdo,

Y(B(z, q) + B(a', Q))
=q+q —b(ﬁ(w q) +

Q por

(B + ' 9+ 4))
v(8(z'.q))-

Assim, b é um homomorfismo sobrejetor. Consequentemente,
temos que

Ker(v) ={B(z.q) : ¢

Logo, pelo teorema fundamental dos homomorfismos, [6]
e [7], concluimos que ﬂ%@ = Q.
A prova para 'Y; é andloga. Neste caso definimos o ma-

— U(3(z,9)) = eq} = Yo.

peamento auxiliar v : B(XzQ) — Q como ¢¥(B(z,q)) =
8(z,q).
i¥) Dados os estados ¢ = (z1,22,...,Zm) € ¢ =
(@y.2h,...,25,), considere a segiiéncia finita z* =
Ty ...z, € X*, temos que,
qd =8(z"q).
Portanto, M é sempre m-controldvel. |

A seguir, iremos consdiderar X como sendo um grupo.
Portanto, todas as propriedades da Proposigao 4 continuam
vélidas.

Lema 5 A secdo de trelica do CCE, ndo possui transi¢des
paralelas. Portanto, 0 mapeamento ¥, dado em (1), é injetor.

Prova : Lembremos que duas transicbes t; =
(Q1>5($1;Q1):5($1)Q1)) S T e t2 = (Q2:/3(332792)>
8(z2,q2)) € T sdo ditas transi¢bes paralelas se

@ = g2 e 8(z1.q1) = 6(z2,q2). Agora, se a trelica
do CCE tiver t1 e ta como transigdes paralelas, entdo
existe um q¢ € Q tal que t1 = (q,8(z1,q),6(z1,9)) e
to = (q,8(z2,9),8(z2,q)) com (z1,q) = 6(ze,q). Disto,
temos que §(x1 — 22,0) = 0 € G*™. Isto implica pela
definigao de 6, que x1 = xq. Logo, t1 = ts. [ |

Seja M = (X,Y,Q,8,5). Considere uma seqiiéncia de
entradas {z;}32,. z; € X, e go o estado inicial, com gg €
Q- Seja {g;}24. ¢ € Q, a seqiiéneia de estados gerada por

{z;}52, através de M, definida por

q1 = 6(z1,90)
92 = §(z2,q1)

: €Y
gi = 6(%i, 1)

Seja {y:}21, yi € Y aseqiiéncia da saida gerada por
{x;}%, através de M, definida por
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y1 = B(z1,90)
Y2 =5(I2,Q1)

éJi = B(zi, ¢i-1)

Definicdo 6 Dado 0 CCE = (X,Y,Q,6,8), o cddigo
convolucional C associado ao CCE ¢é a familia de segiiéncias
{y:}52, definida em (3.).

Cada seqiiéncia {y;}$2; € chamada de palavra-cédigo.
Este cédigo € invariante no tempo, pois € produzido por um
tinico CCE.

Definicio 7 Seja C um cddigo qualquer. Seja {Ci}ex a
familia de codificadores associados com o cédigo C. Seja
{si};en @ familia de niimeros naturais tal que, cada s; é a
cardinalidade dos estados de cada codificador C;. Entdo, um
codificador C; € dito minimo quando seu niimero de estados
s; € minimo, isto é, s; < s;, paratodo i € N.

Quando da determinacdo de codificadores dos codigos de
trelica, € importante que sejam estabelecidas as condicGes de
eliminagdo de c6digos catastréficos, pois 0s mesmos. sao tais
que para um numero finito de erros introduzidos pelo canal
conduzem a um ndmero infinito de erros na decodificacéo.
O Teorema 3.4 de [2], valido para codigos completos, velo
resolver este problema. A versao deste teorema para os CCEs
¢ a seguinte,

Teorema 8 Seja a mdquina M = (X,Y,Q,6,0) tal que
X =GKY =G"eQ = G*", onde G é um grupo fi-
nito com carateristica p tal que o mde(p,(m + 1)) = 1.
Sejam Ly, ..., Ly, as matrizes que definem (3. Entdo, o cd-
digo C associado com M é ndo catastrdfico se, e somenie se,
L = Z?;OLZ- étal quez. L # 0 € G" em + 1 ndo é um
multiplo da carateristica do grupo G, para todo =z € X tal
que z # 0.

Prova : Seja t € T uma transi¢do horizontal definida
como sendo t = (¢, 5(z,q),6(z,q)), tal que 6(z,q) = q.
Seq = (x1,...,Zm), temos que §(z,q) = q se, ¢ somente
se, T =01 ="-+ = T

Em [2] é provado que para o codificador ser mi-
nimo uma condi¢do necessdria e suficiente é que a
tnica transi¢cdo horizontal rotulada com Q0 € Y deve

ser a rransicdo trivial (0,5(0,0),6(0,0)). Portanto,
se (z,q) € XgQ é tal que ¢ = 6(z,q) teremos que
Blz,q) =zLy+zLi+...2L, = (m+ 1)zL. [ |

Dessa forma, o Teorema 8 € um critério de se evitar catas-
troficidade na construcio do CCE. Por outro lado, o cédigo
catastréfico poderd ser transformado em um cédigo néo ca-
tastréfico através da determinacio do correspondente codifi-
cador minimo. Para isso necessitamos de técnicas que permi-
tam a reducg@o da cardinalidade dos estados.

3.1. REDUGAO DOS ESTADOS

Nesta subsec@o assurniremos que o mapeamento [ é so-
brejetor, isto &, 3(XgQ) =Y.
68

Proposico 9 Seja Q' C  Q wum subgrupo nor-
mal de Q. Se Y' € definido como Y’ =
{Blz.q) €Y : z€Xeq, 8(z,q) €Q'}, emdo Y' ¢é
um subgrupo normal de Y.

Prova : Defina a aplicagdo auxiliar i : Y — % X
como sendo

$(B(z,q)) £ (¢ + Q. 6(z,q) + Q')

Qo

Entdo,
V(B(z.q) + B2, ¢)) =
=Bz +2,9+¢))
=((g+¢)+Q" 4z +1a',g+d)+Q)
=((g+Q),é(z,q) +Q )T((Q’+Q’)>5(I’,q’)+62’)

Por outro lado,

Ker(y) = {B(z.q) : v(B(z,q) =(Q,Q")}
{B(z,9) €Y : g€ Q' eb(z,q) €@} =Y.
Assim, Y’ é normal emY . | |

Definicao 10 Dada uma mdquina M = (XY, Q. 6, 3), se-
jamY' C Y e Q' C Q, definidos como na Proposigdo 9, e
tal que §(0,q) € Q’, para todo g € Q. Entdo, definimos a
mdquina M’ = (X, %?—@, g‘%, §', ") onde

-8 Xx g& — g& é dado por §'(z,q+ Q') = 6(z,q)+

Q/ ;
-4 Xxge — % édadopor B (z,q+Y") = B(z,q)+
Y’ (classe das transi¢bes paralelas).

Geralmente, uma maquina M’ nio é um CCE, pois se Y’
¢ um subgrupo ndo trivial, entdo M’ possui transi¢des para-
lelas. O Exemplo 14, a seguir, ilustra esta afirmagéo.
Proposicio 11 As aplicagbes §' e 3 tém as seguintes pro-
priedades :

- & e 8 sdo bem definidas, i.e., elas ndo dependem da

escolha do representante da classe ¢ + Q’.

~ & e ' sdo homomorfismos de grupos com & sendo so-
brejetora.

— B’ é tal que os conjuntos

Yo, ={6(z,Q) : € X},

Yo, ={f(z,q+Q) : (z.+Q) e X x &,
§(z,q+Q)=Q'},

sdo subgrupos normais de % Além disso,

Y Y
Yoy o9
Yo, Yo @
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Prova:

- Seq,q €q+Q, enmtdo 8 (x,q+ Q') =6(x.q) +Q e
z,q + Q) = 68(z,q1) + Q' Logo, §'(z. ¢+ Q') —
8 (z,q1+Q")=6(0,0—q1)+Q’. Como §(0,q) € Q' para
todo q € Q, temos que §'(z,¢+ Q') —68'(z,q1 + Q') =
Q"
A prova para 3' é similar, pois pela definicao de Y,
B(0,q9) €Y' paratodo g € Q.

- 8(2,q+ Q)+ 8 (21, 1 +Q)=8(x. @)+ 6(z1, 1) +Q'=
§(x+21,9+q)+Q' =8 (x+21,9+1+ Q). Aprova
para 3 é similar.

|

3.2. EXEMPLOS

Nesta secdo, iremos apresentar alguns exemplos de modo
a ilustrar os conceitos estabelecidos.

Exemplo 12 Dados G = Zg, n =3, k= 2, m = 2,
101\ ., (o010 . _
¢ Lo = (1 1 0)’ Ly = <o 1 1>’L2‘

< (1J (1) 1 ) Considere a mdguina M dada por

X =72 ={00,01,10,11}
O=x2=74— { 0000 0100 1000 1100 0001
T T 727 0010 0110 1010 1110 0011
0101 1001 1101
0111 1011 1111
Y = Z3 = {000,001, 010, 100,011,110,101,111}
6(z0sq) = é(zo, (z1,22)) = (20, 71), com z; € Z3
B(=0,q) = Blzo, (21,22)) = 2oLo + x1L1 + z2Ls

A segdo de trelica da maquina M = (Z3,73,Z3,8, 3) é mo-
strada na Figura 2.. O cddigo associado é um cédigo convo-
lucional bindrio com distancia dyrece = 3, taxa Rc = 2/3
e memoria 2, onde dsr.. é a menor distdncia de Hamming
entre todas as palavras do cédigo.

Exemplo 13 Considere os grupos X = 72, Y = Z3

Q = Z3 e as matrizes Ly = (é i (1)>eL1 =

( 1 é 8 > O mapeamento § : Xg@Q — Q é dado por
6(z,q) = z. O mapeamento 8 : Xg@Q — Y é dado por
B(z,q) = zLg + gL,. A secdo de trelica desta mdquina
M = (Z3,73,73,6,3) é mostrado na Figura 3.. O cédigo
associado possui d¢ree = 3, Ro = % e memdria 2. Este -
digo é catastrdfico, pois para o estado inicial 01 a segiiéncia

....0101010101 € codificada na palavra cédigo 00000000.....

Exemplo 14 Dado o CCE do Exemplo 13, considere o sub-
grupo normal Q' de Q, denotado por Q' < Q, e espe-
cificado por Q' = {00,10}. Entdo Y’ < Y é dado por
Y = {000, 110}. Com isso, as classes determinadas por Q'
sé@o

Q' = {00, 10}
01+ Q" ={01,11}.

10

11

Figura 2. Trelica para o CCE do Exemplo 12
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Figura 3. Trelica para o CCE do Exemplo 13
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611+ \Y"

106+ Y

Figura 4. Trelica para a maquina do Exemplo 14.

As classes determinadas por Y’ sdo :

Y’ = {000,110}
100+ Y’ = {100,010}
001 +Y’ = {001,111}
011+Y’ = {011,101}

Entdo a nova mdquina (X, 3, gv., &', B") é especificada pelo

— 8'7 definido por §'(z,q + Q') =
8(x,q) + Q' e pelo mapeamento 3’ : X@—g'; — % definido
por B'(z,q+ Q") = B(z,q) +Y’, onde 6 e 3 estdo definidos
no Exemplo 13.

Uma representacdo da secdo de trelica desta mdquina é
mostrada no lado esquerdo da Figura 4..

No lado direito da mesma figura, é mostrado a repre-
sentagdo completa, isto é, os elementos das classes de Y.
Nenhuma destas trelicas corresponde a de um CCE. Consi-
derando que {Q',01 + Q'} = Zs, a trelica do lado di-
reito é produzida pela miquina M = (Z3,73, 72,6, 3) onde
6 : Z3®To — Ly é definido por §(zy, 22, q) = 2, € 3: 232
Zy ~ 73 é definido por B(z1,22;q) = (71 +q,T1 + 32, 2).
Esta mdquina produz o mesmo cédigo que o CCE do Exem-
plo 13. Note que esta mdquina ndo satisfaz rodas as proprie-
dades do CCE (por exemplo a cardinalidade dos estados é
menor do que a cardinalidade do grupo de entradas). Por
isso uma defini¢do mais geral é necessdria.

mapeamento § X@gy

Definicdo 15 Um codificador abeliano é uma mdquina
Mg =(X,Y,Q,6,0), onde X, Y, Q sd@o grupos abelianos
Sfinitos, ¢ 6 : Xg@ — Qe 8 : Xa@Q — Y sdo tais que

— & ¢é homomorfismo sobrejetor ;

— [ é um homomorfismo tal que a aplicacdo U, dada em
(1), € injetora.

Assim, o CCE € um caso particular do codificador abe-
liano. Porém, um codificador abeliano nfo estd definido para
grupos ndo abelianos. Na préxima segfo iremos estabelecer
as condi¢Ges para a construgdo de codificadores abelianos.
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4. CONSTRUCAO DE CODIFICADORES
CONVOLUCIONAIS ABELIANOS

Seja Hg K o produto direto de H e K. Seja ®x a classe

de homomorfismos sobrejetores entre Hg K e K, isto €,

Oy ={¢: HeK — K : ¢ é sobrejetora}.  (3)

Seja A uma familia de subconjuntos de Hg K, definido
por

X={S:S=Ker(¢), ¢ € Px}. (6)

Entdo, pelo teorema fundamental dos homomorfismos [6],
[7], paracada S € X temosque S < Ho K e ﬁg—K ~ K.
Seja Hg o subconjunto de Hg K definida por

Ho={(h,ex) : h € H}. )

Entio, Hy € X pois Hy = Ker(ps),onde ps : Ho K — K
¢ a projecdo dada por po (h, k) = k. Consequentemente, ps €
® g e X é uma subclasse ndo vazia. Veremos que para efeito
de construgdo de bons cddigos, X terd que ter mais do que
um elemento.

Considere a classe X definida em (6). Defina H; € X
como sendo

H: = Ker(§). (8)

Os subgrupos Hy e Hq, onde Hy é definido em (7), sdo
fundamentais na construczo de codificadores, como veremos
a seguir.

Sejam G e H grupos tais que H é um subgrupo normal de
G, isto €, H < G. Seja N a classe dos subgrupos normais
de G,isto €,

Ng={H: H<G} 9)

Omitiremos a demonstragdo do préximo teorema, pois a
mesma ¢ simples.
Teorema 16 Se N € N, entdo G = Ng$.
Lemal7 Seja Qo C Q@ definido por Qu =
{q €0 : s <“> = q}, onde @ = (25,2511,

T.€Q
c :Iij+1_i). Entdo Qo; < Q.
onde X*

Prova : Seja H] = {<(:?,6Q> : (:é) EXi},

denota 1 cdpias de X, entdo considerando a projegdo
po 1 X*aQ — Q dada por p2 (@,q) = g, temos que p

é um homomorfismo sobrejetor com Ker(py) = H]. Logo,
H! < X*2Q. Por outro lado, uma vez que § é sobrejetora
temos que &; também é sobrejetora. Logo, 6;(H!) < @
(a imagem de um subgrupo normal por um homomor-
fismo sobrejetor é também normal). Consequentemente,

6i(H;) = {& <(;C>,€Q) Y e Xl} = Qui- u

Lema18 Dado ¢ € Q. sega Qg =
{51, ((:z),q :(:%)eXi . Emdo , Qg €é uma classe

lateral de Qq;. Portanto,

Qoi| = |Qqil-
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Prova : Considere a classe ((&’q)Hl’ de H.
Znto, (W.q).H = ((ﬂ),q).{<(:?,e(g> e Xi}
((x) q> : (%) = XZ}. Logo, §&; (((&),q).Hi>=

{51 (31: : x) € X" 5=Qq. Por lado,

é; ( ) >= &, (%q) 61(H;)= s <%\Q> Qoi-
(@)
U

Assim, Qqi=6; Qoi. Isto mostra que Qg é uma

ourro

classe lateral de Qq; e que, portanto, |Qoi| = |Qg:l- ]

Teorema 19 Seja Qp; < Q o subgrupo normal de () definido
no Lema 17. Entdo, Mg = (X,Y,Q,8,5) é controldvel se,
e somente se, Qo; = Q, para algum 1 <1 < |Q)|.

Prova : Suponha Mg controldvel. Entdo, se

—

maz {j EN,j <|Q: & <(?9,eQ> —q
(g:) €X’qe Q}

O] ;
teremos' que para todo q € Q existe T € X° tal que

é; <(ai:),eQ> = g, pois se ¢ = §; <({L),€Q> para j <

(i=39)
= T Ty, T

e

entdo tomando (:? onde <151) =

{elementoidentidade de X* I 5Q}, e para s > i — j,
considere T5 como sendo Ts = Us_(;—j). lemos entdo que

= 6 (a: eQ> Portanto, para todo q € () temos que

g € Qos-
Na outra direcdo do teorema, suponha que @ = Qo
para algum i > 1. Entdo, dados g e v € (), considere a

classe Qq; = {51- (@,q) @ XI} definida no Lema

18. Como 1Qu;| = |Qqi| = |Q)|, entdo existe (ul) € X" tal que

8; (@,q) = u

Teorema 20 (Construgdo de codificadores controldveis iso-
morfos a partir das entradas e dos estados) : Dado X @,
seja Y qualquer grupo isomorfo a Xg@Q via (B, isto é ,
Y é Xg@. Seja m € N definido por m = % se |Q é
parem = J@Qil se |Q| é impar. Se Hy e Hy, definidos res-
pectivamente por (7) e (8), sdo tais que Hy # Hy, e se existir
um homomorfismo sobrejetor 6 : Xo@Q — Q tal que

1)  Ker(6)=H;

1) Hém <<g),eq> : (T:g) EXmH > m.

Entdo, Mg = (X,Y,Q,6,08) é um codificador isomorfo
controldvel.

!Isto é o princi pio da controlabilidade : j-controlabilidade implica j+ 1-
controlabilidade.

Prova Pelas hipéteses do teorema é claro que
Mgy = (X,Y.Q,6,8) é um codificador isomorfo. S6
resta entdo provar a controlabilidade. Para isso, seja Qo; 0
subgrupo normal de Q) definido no Lema 17. Pelo Teorema
19, temos que M= = (X.Y, Q. 6, 8) é ndo controldvel se e
somente se |Qu:il < |Q|, para todo ¢ € N. Mas, |Qoi] < Q)|
implica que |Qo;| < —?L < m. Assim, Mg = (X,Y,Q,6,08)
é ndo controldvel se, e somente se, ' < m. Como
1Qom! > m, entdo Qom = Q. Logo, Ma = (X,Y,Q,6,0)
é controlavel. [ ]

Teorema 21 (Construcdo de codificadores isomorfos
controldveis a partir das saidas) : Dado um grupo finito Y,
suponha que Uy 1Y e Uy <Y sdo subgrupos normais tais
que :

i) |Uo| = |U7]
1) Uy # Uy

Entdo,

3
- Y = XgQ, para algum isomorfismo &.

— Se Hy e Hy sdo os subgrupos normais de Xg() tais que
o

Us = Hy el é H,, entdo Hy satisfaz a equagdo
(7); Hi € X, onde X ¢ definido por (6). Além disso,
Hy # H;.

— Se existir um homomorfismo sobrejetor 6 + Xo@Q — Q

tal que

’L) Ker(é) =H1

i) {5m <(’a’:‘),eQ> P e Xm}

onde m é definido pelo Teorema 20 ¢ [ =
Entdo, Mg = (X,Y,Q, 6, 5) é um codificador zsommfo
controldvel.

>m,

-l
<
S

Prova :

— Pelo Teorema 16, Y = erul.o.

y1 € Up e sejays € Y o representante de ULO, tal que

Paray € Y, seja

9
y = (y1,y2). Sejam X, Q grupos tais que Uy = X
62
Y -~
e T/? =
Y = UO@L

Q, para alguns isomorfismos 81 e 8. Entdo,
3
2 XoQ, onde & = (61,65);

- Paray = (y1,y2) € ¥ = ero , temos que o repre-
sentante de y em X @ € (61(y1), By (y2)). Em particu-
lar, sey € Uy, entdoy = (y,ey), dai E(y) = £(y, ev)
= (61(y), 62(ev)) = (61(y), eq) € Ho C XgQ. Logo,

Hy satisfaz a equagdo (7). Por outro lado, como -%/- =

%/; e X = Q temos que Uy = Ker(¢,), onde ¢, é al-
1Y —> Q. Considere

gum homomotﬁsmo sobrejetor ¢,

a composicdo de homomorfismos ¢, £ * X s@ — Q
entdo 05105‘1 é sobrejetor e Ker(élo 1={(z,q)
b10€” (93 9) =eq} ={(z,9) : ¢ (& (fv 9)) = eq}

={(z,9) : {(y) = (z,9), $1(y) = eq} = Hy. Final-
mente, fica claro gue Uo # Uy implica Hy # Hy ;

ra
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— Fazendo § = ¢,,¢7", as condigbes do Teorema 20 séo
satisfeitas. n

Por outro lado, em [11] € provado que se a se¢do de trelica
for isomorfa a um grupo abeliano ciclico, isto €, Y ~ Z,,
entdo o correspondente codificador € nio controldvel. Com
1ss0, somente os grupos abelianos néo ciclicos € que poderzo
levar a bons cédigos convolucionais abelianos.

Tendo como base o Teorema 21, iremos considerar o
caso de cddigos convolucionais abelianos cujos elementos do
grupo das entradas sdo k-uplas bindrias, o grupo dos esta-
dos s3o (n — k)-uplas bindrias, e consequentemente o grupo
das safdas sdo m-uplas binérias, mais especificamente Y =~
73 ~ 7 @Z;‘k. A seguir, apresentamos um algoritmo para
a construgio da maquina Mg = (Z§,Z3,7Z27F,6, 5) asso-
ciada a um c6digo convolucional bindrio de taxa r» = k/n e
memoériam =n — k.

Algoritmo

Passo 1 - Encontrar Uy <1 Z5 e Uy < Z5 tal que,
1a |Ug| = U] = 25,
1b Uy # U
Ic Se os pesos de Hamming de Uy e de Uy, w(Uy) e w(U7),
respectivamente, sdo w(Ug) = dg e w(U7) = dy, entdo do +
dy = d, deve ser tal que

d = maz{w(Vp) + w()},

Vo e V1 estdo sujeitosa Vo, Vi < Z3; | Vo |=| Vi |=2F e
Vo # V1.

1d De modo a evitar transi¢ées paralelas, entdo Uy N U1 =
0eZz.

Passo 2 - Considere Uy e Uy como subespacos veto-
riais de Z3, e considere as bases {us,...,uix} de Uy, €
{ug,...,ue,v1,. .., vk—s} de Uy. Note que s = 0 se, e so-
mente se, Ug NUy =0 € Z7.

Passo 3 - Seja {e;}-, a base canbnica de 7%, onde e; é

definida por ¢; = (z1, ..., z;,
..., Tn) € seus componentes sdo tais que t; = 0if j # 1
ez; = 1sej = 1. Entdo, defina o mapeamento de rotula-
mentos como sendo o isomorfismo 3 : 75 eZg_k — Z% tal
que

B Hus) = e,

87 (v;) = ekas;

com a finalidade de otimizar a distdncia livre, a definicéo de
B para os restantes n — (2k — s) vetores da base {e;}7; é
deixada para o Passo 7.

Passo 4 - Calcular Hy = 57 (Uy), Hy = 87YUL), e
Mo (H)), onde Ty : Z§ — Z3 ¢é a projegdo definida por
o(zy,. - Tk, Thtls - - s Tn) = (Tha1s -+ Tn)-

Passo 5 - Usando os elementos do grupo das classes late-
rais %nzl-, defina a aplica¢do do préximo estado como sendo o
homomortfismo de grupos 6 : 75 — Zg'k com as seguintes
condigbes

5a Ker(6) = H,, significando que

6(ek+;) =0paraj=1,..  k—s.
72

5b Sen ~ (2k — s) > 0 entdo, 6(Ho) NIIo(Hy) =0 €
Zg_k, significando que

5(61‘) g HQ(HI)t Para?; = 1: - «k

Passo 6 - A definicdo de 6 para os remanescentes n—(2k—
s) vetores da base {e;}7_, deve ser feito de modo que,
6a Satisfaca o teste de controlabilidade

gre—k =1y on—k—1 n—k—
\{(5271—1»*—1 <( z /7OO> 5( z >€Z]202 1}

> QTL_k_l,

6b Tratando de que 6(z, 6(Hy)) & 2 (Hy) para todo x €
X.

6c Se 6(z,6(Hp)) & No(Hy) para todo x € X entdo, fa-
zer outra tentativa para que §{ze, 6(z1,6(Ho))) € Uo(Hy),
para todo x2, ©1 € X. Tentar outra vez para 3 € X, e as-
sim por diante. Usando a definigdo de & com relagdo a base
{e:}_ 1, escrever a regra explicita de 6.

Passo 7 - Defina 3 para os remanescentes n — (2k — s)
vetores da base {e;}?_; fazendo uma adequada distribuicdo
dos pesos conforme a dindmica da trelica obtida através de
& no Passo 5 e Passo 6. Usando a definicdo de 38 em relagdo
a base {e;}™_,, escrever a regra explicita de 5.

Este algoritmo gera a mdquina Mg =
(Z5,73,757%,6,3) associada a um cédigo convolu-
cional bindrio, ndo catastréfico com taxa r = k/n, memdria
m=n—kedfre >d.

Exemplo 22 Construgdo de um cédigo convolucional bind-
rio a partir da maquina Mg = (Z3,74,73,6,5)
Passo 1 - Determinacao de Uy e Uy,

Up = {0000,1001,1110,0111} U7 = {0000,1100,0011,1111%

Entdo, os pesos de Hamming de Uy e de Uy sdo w(Up) =
w(Uy) = 2, respectivamente.

Passo 2 - Determinagdo das bases para Ugy e para Uy :
{1001,1110} € wma base para Uy, e {1100,0011} é uma
base para Uy. Note que, como Uy N Uy = {0000}, entdo
s=0.

Passo 3 -

$7(1001) = 1000

$41(0011) = 0010
G71(1110) = 0100 3~

1(1100) = 0001

Passo 4 -
Hy = {(00,00), (10,00), (01,00), (11,00)}
H, = {(00,00), (00,10), (00,01), (00,11)}

T (Hy) = {00,10,01,11}
Passo 5 - Para que Ker(§) = Hy, temos

5(00,10) = 00
5(00,01) = 00.

Comon — (2k — s8) = 4 — (4 — 0) = 0 entdo, ndo é possivel
que 6(Ho) NTI2(H1) = {00}. Logo,

§(10,00) = 11
6(01,00) = 01
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Figura 5. Codificador convolucional abeliano Mg =
(25,23, 257,6,5).

Passo 6 -Neste exemplo ndo existem n — (2k — s) vetores
remanescentes {e;}4_,, poisn— (2k—s) =4—(4—0) = 0.
Portanto, 6 é dado por

6(@2, 21591, g2) = z20(e1) + 218(e2) + q16(e3) + g26(eq)
= 29.11 + £1.01 + ¢;.00 + g2.00
= (22,22 + 71)

Passo 7 - Como ndo hd vetores remanescentes, resta escre-
ver a regra de correspondéncia de [3, isto é,

S\F2, 51591, q2) = z2f8(e1) + z18(e2) + 1 5(es) + g28(eq)

= £.1001 + 2;.1110 + ¢;.0011 + g5.1100
= (T2 + 71 +q2, 21 + G2, 21 + 1,22+ q1)

O codificador resultante é mostrado na Figura 5.. O cédigo
correspondente tém taxa R, = % distdncia livre dree = D €
um ganho assintotico de 3.98 dB.

5. CONCLUSOES

Neste trabalho foram estabelecidas as condigdes necessa-
rias e suficientes para a construcio de cédigos convolucio-
nais abelianos. Mostramos que tais c6digos sdo controldveis,
completos e minimos, esta Ultima proposi¢do via uma pro-
posta de reducdo de estados, e tendo como subclasse os ¢6-
digos convolucionais elementares. Como consequéncia do
fato de que os c6digos convolucionais abelianos cuja secédo
de treli¢a € isomorfa a um grupo ciclico implica em o cor-
respondente codificador ser n3o controldvel, entdo um al-
goritmo de constru¢do de cédigos convolucionais abelianos
tendo como grupo das entradas, de estados e de saidas, k-
uplas, (n — k)-uplas e n-uplas bindrias, respectivamente, foi
proposto. Exemplos de codificadores convolucionais elemen-
tares e abelianos foram apresentados.
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