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Resumo - Neste trabalho sao estabelecidas as condicoes 
necessarias e suficientes para a construcao de codificadores 
convolucionais abelianos. Mostramos que tais codificadores 
sao controlaveis, completos e minimos, esta ultima pro
posicao via uma proposta de reducao de estados, e tendo 
como subclasse os codificadores convolucionais elementares. 
Como consequencia do fato de que os codificadores convo
lucionais abelianos controlaveis, cuja secao de trelica e iso
morfa a urn grupo ciclico, nao sao controlaveis, entao pro
pomos urn algoritmo de construcao de codificadores convo
lucionais abelianos tendo como grupo das entradas, de esta
dos e de saidas, k-uplas, (n - k)-uplas e n-uplas binarias, 
respectivarnente. Exemplos de codificadores convolucionais 
elementares e abelianos sao apresentados. 

Abstract - In this paper we establish the necessary and 
sufficient conditions for the construction of Abelian convo
lutional encoders. We show that such encoders are control
lable, complete and minimal, the latter via a state reduction 
procedure, and having the elementary convolutional encoders 
as a subclass. As a consequence of the fact that the Abelian 
convolutional encoders whose trellis section is isomorphic to 
a cyclic group are noncontrollable, then an algorithm for the 
construction of controllable Abelian convolutional encoders 
whose trellis section is isomorphic to an Abelian group (not 
cyclic) is proposed having the group of input, the group of 
states, and the group of output binary k-tuples, n - k-tuples 
and n-tuples, respectively. Examples of elementary and Abe
lian convolutional encoders are presented. 

Palavras Chaves : Maquinas, codificadores convolucio
nais elementares, codificadores convolucionais abelianos, 
controlabilidade. 

1. INTRODUCAO 

Se paracada 8 E 5 existe 9 E r(5) tal que 8 = 9(80), para 
algurn 80 E 5, entao dizemos que q5) atua transitivamente 
sobre 5. 0 ponto 80 E 5 e denorninado semente ou gerador 
de 5. Note que podem existir varies geradores de 5. 

Para se obter c6digos Euclidianos de urna maneira pra
tica e efetiva os codigos de grupo devem ser constitufdos 
de sequencias de simetrias, denorninados codigos de sime
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trias. Urn c6digo de simetria (} e urn subgrupo do produto 
direto de urn nurnero infinito de grupos, isto e, !JJkEzGk = 
"'8 G-i 8 · · · · · ·8 G-IsGoS ... GIS···· "8 Gi $ " " i E 
N, onde para cada k E Z, Gk <;;;; q5k) eo grupo de sirnetrias 
do conjunto discrete 5k C lPI. n k 

• 

o c6digo Euclidiano C casado a (} C !JJkEZGk e obtido a 
partir de uma sequencia semente {xd kEZ, X k E jRn k 

• Isto 
significa que cada palavra-c6digo {yd kEZ E C e tal que para 
cada k E Z, Yk = 9dxk), 9k E Gi: Estes c6digos Euclidia
nos sao denorninados codigos geometricamente uniformes, 
[3]. 

Neste trabalho iremos considerar c6digos invariantes no 
tempo e com urn mimero finito de estados, isto e, urn c6digo 
tendo como base urn conjunto discrete Euclidiano 5 C jRn 

com cardinalidade 151 finita, e tal que Si, = 5 C lPI.n para 
todo k E Z. Neste caso, Gk = G, I;j k E Z com IG'I finito. 
Agora, seja G71 = 8kEZGb G» = G, I;jk E Z, considere 
urn subgrupo (} c GZ . Assim, (} e urn c6digo de simetrias 
invariante no tempo e com urn mimero finito de estados. Esta 
classe de c6digos de simetrias invariantes no tempo e 0 exern
plo fundamental dos codigos de Schreier [l1J e, em particu
lar, dos c6digos convolucionais abelianos. 

Os c6digos convolucionais abelianos sao subgrupos de GZ 
, 

onde G eurn grupo finito arbitrario, nao necessariamente urn 
grupo de simetrias de algurn conjunto Euclidiano discrete 
5 C lRn

. Esta generalidade somente facilita a aplicacao sobre 
grupos arbitrarios, 

Os c6digos convolucionais abelianos adrnitem analise lo
cal. isto e, a analise da secao de trelica nurna unidade do 
tempo e suficiente para deterrninar as propriedades tais como 
distancia livre, controlabilidade, minimalidade, etc. de todo 0 

c6digo. Esta analise local perrnite deterrninar a relacao equi
potente entre a classe do produto direto e a classe dos c6di
gos convolucionais abelianos, via os codificadores isomorfos. 
Isto significa que para cada c6digo convolucional abeliano 
existe urn unico codificador isomorfo e para cada codificador 
isomorfo existe urn iinico c6digo convolucional abeliano. 

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira. Na Se
~ao 2, apresentamos urna rapida descricao de maquinas no 
sentido da teoria dos automatas, pois todos os codificadores 
considerados neste trabalho usam este modelo. Na Secao 3, 
motivados pela descricao matricial dos codificadores convo
lucionais binaries, definimos os codificadores convolucionais 
elementares sobre grupos (CCE). A classe dos codificadores 
convolucionais lineares binaries esta contida na classe dos 
CCEs. Estudamos algurnas propriedades dos CCEs que ser
vern como guia para definir os codificadores convolucionais 
abelianos. E tambem proposto urn teste simples de exclusao 
de CCEs catastr6ficos. Ainda nesta secao, apresentamos urna 
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Figura 1. Maquina generalizada 

proposta de reducao de estados de urn CCE, especialmente 
se este for catastr6fico. Na Secao 4, estabelecemos as condi
coes para a construcao de codificadores convolucionais abe
lianos, onde propomos urn algoritrno de construcao e apre
sentamos urn exemplo. Finalmente, na Secao 5, apresentamos 
as conclusoes. 

2. MAaUINAS 

A descricao de urn sistema sob a excitacao de algurna 
classe de entrada produzindo urna outra classe de saida tal 
que a sua estrutura interna possa tambem ser modificada, tern 
sido e sera util no modelamento de muitos dispositivos abs
tratos e fenomenos. Dentre as possfveis descricoes, escolhe
mos aquela relativa Ii teoria dos automatas, devido ao uso do 
conceito de rnaquinas, [5] e [9]. 

Definicao 1 Uma maquina Ii uma quintupla M 
(X, Y, Q,5,(3), onde 

- X Ii 0 conjunto fin ito das entradas; 

- Y Ii 0 conjunto finito das saidas; 

- Q Ii 0 conjunto dos estados (ruio necessariamente fi
nito) ; 

- 5 : X x Q ---> Q Ii 0 mapeamento do proximo estado " 

- (3 : X x Q ---> Y Ii 0 mapeamamento das saidas. 

Esta definicao ebastante geral no sentido de que maquinas 
podem caracterizar sistemas abstratos como por exemplo os 
sistemas de equacces diferenciais, chegando ate 0 processo 
evolutivo do comportamento de urn ser hurnano. Willems, 
[4], usa de maneira precisa 0 termo comportamento de um 
sistema como sendo urna subclasse de sequencias bi-infinitas 
de algurn produto cartesiano TIkEZ Sko onde cada Sk e urn 
corpo algebrico sendo este 0 alfabeto de safda da respectiva 
rnaquina Mi; A proposta de Trott [1], [10] sobre 0 conceito 
de comportamento de urn sistema e no sentido de que cada Sk 
seja urn grupo algebrico. A nocao de urna maquina generali
zada, veja Figura 1., tendo como ponto de partida a Definicao 
1, ocorre quando cada Sk eurn conjunto arbitrario podendo 
apresentar ou nao algurna estrutura algebrica, 

Seja I' : X x Q ---> Q x Y x Q a aplicacao definida por 
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'l'(X, q) = (q, (3(x,q), 5(x, q)). (1) 

Entao, 0 conjunto T c Q x Y x Q, definido por 

T = Im('l') = 'l'(X x Q), (2) 

e chamado secdo de trelica associada Ii maquina M, 
ou simplesmente a trelica de 1\11. Cada elemento t = 
(q, (3(x,q),5(x, q)) E T e chamado uma transicao ou urn
 
ramo da trelica.
 
. Considere a classe de sequencias finitas do conjunto das
 

entradas X" = {x* = {xdf:l : Xi E Xn E N}.Dada
 
urna sequencia finita x* = {x;}f:l' denotamos 0 seu com

primento por [z."I, e assim [z " I= n.
 

Definicao 2 Dizemos que a maquina M = (X, Y, Q,5, {3) Ii 
controlavel se para todos q e q' E Q, existir uma sequencia 
finita x*, com 1 S [z" I S n, tal que q' = 5* (x*, q), onde 

5*(x*, q) = 5(xn, 5(Xn-l,"" 5(Xl' q) ... ), 

Dado j E N, se para todos q, q' E Q existir urn x* E X* 
com 1 S [z" I S j tal que q' = 5* (x*, q) entao, dizemos que 
a maquina e j-controlavel. Dessa forma, fica facil de precisar 
que se a maquina ej-controlavel entao, ela tambem sera (j + 
1)-controlavel. 

o mimero 1/ = min {j : Me j-controlavel} e 0 in
dice de controlabilidade de AI. Na verdade, controlabili
dade e uma propriedade da classe de sequencias de saida C 
da maquina M ou, equivalentemente, do comportamento do 
sistema. Mas como para uma maquina M existe uma unica 
classe C de sequencias de saida associada a M, entao e natu
ral dizer que IvI e controlavel para dizer que C econtrolavel. 
Assirn, esta caracterfstica ocorrera de maneira similar com as 
demais propriedades de C. Isto e, quando M apresentar urna 
certa propriedade P, entao C apresentara a mesma proprie
dade P. 

3. CODIFICADORES	 CONVOLUCIONAIS 
ELEMENTARES SOBRE GRUPOS 

Sejam ken mimeros naturais. Seja L urna matriz k x n 
definida por L = (lij ),onde Iij E Z, 1 SiS k e 1 S 
j S n. Seja G urn grupo abeliano. Para qualquer n E N, 
considere G" como sendo n c6pias de G, com a G-opera~ao 

sobre as respectivas coordenadas. Entao, G" e tambern urn 
grupo abeliano. Dados x E Gk e L, defina 0 produto x.L 
como sendo 

k k k) 
(3)x.L = LXiIil' LXiIi2"'" LXiIin ,( 

i=l i=l i=l 

onde 

lij-termos 
~ 
Xi * xi * ... * Xi, se Iij > 0 
ee, se Iij = 0 

Xilii ~ 1 lij -terrnos 

'" 
'(Xi * Xi * ... * Xi)-l', se Iij < O. 
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Devido a condicao abeliana de G e G" podemos usar 0 sfm
bolo de adicao + em lugar do sfrnbolo *, e tambem para 0 

elemento identidade usar 0 sfrnbolo 0 em lugar de ec. Sob 
estas condicoes temos a seguinte definicao para 0 codificador 
convolucional elementar. 

Definicao 3 Sejam n; k e m numeros natura is tais que n > 
k 2: 1 em 2: 1. Considere as matrizes Lo, L I , ... , Lm, com 
u = (l~s)' onde l~s E Z, 1 < r :::; k, 1 :::; s < n 
e i = 0,1, ..., m. Urn codificador convolucional elementar 
(CCE) com pardmetros (n, k. m) sobre G, onde n e 0 com
primento da palavra-codigo de transicdo, k e 0 numero de 
digitos de informaciio e m a memoria total, e uma maquina 
M ~ (X, Y,Q, 8, (3) onde 

- X C c- e 0 alfabeto das entradas; 

- Y c G" e 0 alfabeto das saidas ; 

-Q = {q=(XI,X2, ... ,Xm ) j xi E X} C (Gk)m ~ 
Gkm, eo conjunto (ou espacoi dos estadosda mdquina ; 

- 8 X x Q -'; Q, e uma aplicaciio defi

nida por <5(xo; q) = <5(xo; Xl, X2, ... , Xm-l, Xm) = 
(xo; Xl, X2, ... , xm-d (aplicaciio do proximo estadoi , 

- (3 : X x Q -'; Y, e uma aplicaciio definida por 
(3(XO;q) = (3(XO;XI, ... ,Xm) = xoLo + xlL I + ... + 
xmLm (aplicaciio das saidas). 

Note que urn CCE e urn exemplo de maquina, isto e, sa
tisfaz a Definicao 1. Desse modo, a classe dos CCEs esta 
contida na classe das maquinas, 

Da Definicao 3, podemos extrair as seguintes propriedades 
dos codificadores convolucionais elementares. 

Proposlcao 4 Se X e urn grupo, entiio 
i) Q e (3(XeQ) c Y sao grupos. 
ii)O produto cartesiano X x Q converte-se em urnproduto 

direto de grupos e as funcoes <5 e (3 sao homomorfismos de 
grupos, com <5 sendo sobrejetora. 

iii)Os conjuntos Yo {(3(x, eQ)} xEX e YI = 
{(3(x,q): <5(x,q)=eQ} sao subgrupos normais de 

(3(X, Q). Alem disso, ,6(~~Q) ~ ,6(~;Q) ~ Q. 
iv) 0 CCE e uma mdquina controlavel, com indice de 

controlabilidade LJ :::; m. 

Prova: 
i) Dados y = 2::0 x.L, EYe yl = 2::0 X~Li E Y, te

mos que y + yl = 2::o(XiLi + X~Li) = 2::0 X~I Li E 
Y, pois X e urn grupo. Analogamente, dados q 
(XI,X2, ... ,xm) e ql = (x~,x;, ... ,x~), temos que q + ql = 
(Xl + x~, X2 + X;, ... , Xm + x~) E Q, pois X e urngrupo. 

ii) Como X e Q sao grupos, 0 produto direto X@Q 
e urn grupo. Assim, 8 e urn rnapeamento entre dois gru
pos. Sejam (x,q) e (XI,ql) dois elementos de X x Q, com 
q = (Xl, X2, ... , Xm) e ql = (X~, X;, ... , x~). Entao, 

<5( (X, q) + (Xl, ql)) = <5(x + Xl, q + ql) 
= (X + XI,XI + X~,X2 + X;, "',Xm + X~) 

= (X, Xl, X2, ... , Xm) + (Xl, X~, X;, "', X~) 
= <5(x, q) + <5(xl, ql). 

(X2' X3, ... , xm+d E Q e Xl E X. Entiio, 8(XI' qo) = q. 
Com isso, temos que <5 e sobrejetora. 

De mane ira analog a, podemos mostrar que ,8 e tambem 
urn homomorfismo de grupos. 

iii) Defina 0 mapeamento auxiliar ip : (3(XeQ) -'; Q por 
1b(8(x, q)) ~ q. Entao, 

'1/' ((3 (x , q) +8(x', ql)) = 1jJ((3(x + x', q + ql)) 

= q + ql =1/J((3(x, q)) + 1jJC8(x', ql)). 

Assim, '¢ eurn homomorfismo sobrejetor. Consequentemente, 
temos que 

Ker(w) = {(3(x,q) : q =0(;3(x,q)) = eQ} = Yo. 

Logo, pelo teorema fundamental dos homomorfismos, [6] 

e [7], concluimos que ,6(~:Q) ~ Q. 
A prova para YI e analoga. Neste caso definimos 0 ma

peamento auxiliar 1./; : (3(Xe Q) -'; Q como -!/J((3(x, q)) s: 
8(x, q). 

iv)Dadososestadosq = (XI,X2,.·.,xm)e ql 
(xi, xS,· .. ,x~), considere a sequencia finita x* 
x~ x; ... x~ E X*, temos que, 

q'=8*(x*,q). 

Portanto, !VI e sempre tn-controldvel. • 
A seguir, iremos consdiderar X como sendo urn grupo. 

Portanto, todas as propriedades da Proposicao 4 continuam 
validas. 

Lema 5 A sedio de trelica do CCE, 000 possui transicoes 
paralelas. Portanto, 0 rnapeamento W, dado em (1), e injetor: 

Prova : Lembremos que duas transiciies t l 
(ql' (3(XI' ql), <5(XI, ql)) E T e t2 (q2,(3(X2, q2), 
<5(X2,q2)) E T sao ditas transiciies paralelas se 
ql = q2 e <5(XI, qd = <5(X2, q2)' Agora, se a trelica 
do CCE tiver t l e t2 como transicoes paralelas, entdo 
existe urn q E Q tal que t l = (q, f3(XI, q), <5(XI, q)) e 
t2 = (q,(3(x2,q),8(X2,q)) com <5(XI,q) = <5(X2,q). Disto, 
temos que <5(XI - X2, 0) = °E Gkm. Isto implica pela 
definiciio de <5, que Xl = X2. Logo, t l = t2. • 

Seja M = (X, Y, Q, <5, (3). Considere urna sequencia de 
entradas {Xi} ~l' Xi EX, e qo 0 estado inicial, com qo E 
Q. Seja {qd~l' qi E Q, a seqiiencia de estados gerada por 
{Xi}~l atraves de lv[, definida por 

ql = <5(XI,qO) 
q2 = <5(X2,'ql) 

(4) 

Portanto, 8 e urn homomoifismo de grupos. Por outro Seja {Yi}~l' Yi E Y a sequencia da saida gerada por 
lado, dado q = (Xl, X2, ... , Xm ) E Q, assuma qo = {Xi}~l atraves de M, definida por 
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YI = (3(XI' qo)
 
Y2 = {3(X2' ql)
 

Yi = {3(Xi'qi-d 

Definicao f Dado 0 GGE = (X,Y,Q,5,{3), 0 codigo 
convolucional C associado ao CCE e afamilia de seqiiencias 
{Yi}~l definida em (3.). 

Cada sequencia {Yi}~l e chamada de palavra-codigo. 
Este c6digo e invariante no tempo, pois eproduzido por urn 
unico CCE. 

Definicao 7 Seja C um codigo qualquer. Seja {Gi} iEI'; a 
familia de codificadores associados com 0 codigo C. Seja 
{s; hEN a familia de numeros naturais tal que, cada s, e a 
cardinalidade dos estados de cada codificador C: Entiio, um 
codificador C, e dito minimo quando seu numero de estados 
5J e minimo, isto e, Sj :::; Si, para todo i E N. 

Quando da determinacao de codificadores dos c6digos de 
trelica, eimportante que sejam estabelecidas as condicoes de 
eliminacao de c6digos catastroficos, pois os mesmos, sao tais 
que para urn numero finito de erros introduzidos pelo canal 
conduzem a urn mimero infinito de erros na decodificacao, 
o Teorema 3.4 de [2], valido para codigos completos, veio 
resolver este problema. A versao deste teorema para os CCEs 
ea seguinte, 

Teorema 8 Seja a maquina AI = (X Y, Q, 5,{3) tal que 
X = c-. Y = an e Q = c>. onde a e um grupo fi
nito com carateristica p tal que 0 mdc(p, (m + 1)) = 1. 
Sejam Lo, ... ,Lm as matrizes que definem (3. Entdo, 0 co
digo C associado com M e niio catastrofico se, e somente se, 
L = :ZZ:o L, e tal que x.L ¥- °E an em + 1 niio e um 
multiple da carateristica do grupo a, para todo x E X tal 
que x¥- 0. 

Prova : Seja t E T uma transiciio horizontal definida 
como sendo t = (q,{3(x,q),5(x,q)), tal que 5(x,q) = q. 
Seq = (XI, ,X m ) , temosque5(x,q) = qse, esomente 
se, x = Xl = = x m . 

Em [2J e provado que para 0 codificador ser mi
nimo uma condiciio necessaria e suficiente e que a 
unica transiciio horizontal rotulada com Y deve° E 
ser a transiciio trivial (0, (3(0, 0),5(0,0)). Portanto, 
se (x, q) E XttJQ e tal que q = 5(x, q) teremos que 
(3(x, q) = xLo + x I., + ... xLm = (m + l)xL. • 

Dessa forma, 0 Teorema 8 e urn criterio de se evitar catas
troficidade na construcao do CCE. Por outro lado, 0 c6digo 
catastr6fico podera ser transfonnado em urn c6digo nao ca
tastr6fico atraves da determinacao do correspondente codifi
cador minimo. Para isso necessitamos de tecnicas que permi
tam a reducao da cardinalidade dos estados. 

3.1. REDU9Ao DOS ESTADOS 

Nesta subsecao assurniremos que 0 mapeamento {3 e so
brejetor, isto e, (3(X eQ) = Y. 
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Proposicao 9 Seja QI C Q um subgrupo nor
l lmal de Q. Se y e definido como y 

l{(3(x, q) E Y : x E X e q , 8(x, q) E Q/}, entiio y e 
um subgrupo normal de Y. 

Prova : Defina a aplicaciio auxiliar ?jJ Y-+ g x g 
como sendo 

'IjJ({3(x, q)) ~ (q + Q', 5(x, q) + Q/). 

Entdo, 

?jJ (,8 (x, q) + {3 (Xl, ql)) =
 
= ?jJ({3(x + x', q + q/))
 
= ((q -+-q/) + QI,r5(X -+- xl,q + q/) + Q/)
 
= ((q + Q/), 5(x, q) + Q/) + ((ql -+- Q/), 5(xl, ql) + Q/)
 
= <f;({3(x,q)) -+- ?jJ({3(xl, ql)).
 

Por outro lado, 

Ker(?jJ) = {{3(x,q): ?jJ({3(x,q)) = (QI,Q/)} 

= {8(x,q) E Y : q E QI e 5(x,q) E Q/} = Y i
. 

Assim, y l e normal em Y. • 
Definicao 10 Dada uma maquina M = (X, Y, Q, 5, (3), se
jam y l eYe QI c Q, definidos como na Proposiciio 9, e 
tal que 5(0, q) E QI, para todo q E QI. Entiio, definimos a 

, . M I (X (3(X", QJ Q ,:I (3/) dmaquina = , Y' 'Q' ,u , on e 

- 51: X x-@;-+ -@; e dado por5/(x, q + Q/) = 5(x, q) + 
QI; 

- (3/: Xx-@; -+ ~, edadQpor8/(x,q+Y/) = (3(x,q)+ 
y l (classe das transiciies paralelas). 

Geralmente, uma maquina M' nao eurn CCE, pois se y l 

eurn subgrupo nao trivial, entao AJI possui transicoes para
lelas. 0 Exemplo 14, a seguir, ilustra esta afirmacao. 

Proposicao 11 As aplicacoes 51 e {31 tern as seguintes pro
priedades: 

- 51 e {31 sao bem definidas, i.e., elas niio dependem da 
escolha do representante da classe q + QI. 

- 51 e {31 sao homomorfismos de grupos com 51 sendo so
brejetora. 

- {31 etal que os conjuntos 

YQ~ = {(3\x, Q/) : x E X} , 

e 

YQ~ = {{31 (x, q + Q/) : (x, q + Q/) E X x-@;, 
5/(x,q+Q/) =Q/}, 

sao subgrupos normais de ~" Alem disso, 

y' 
Y 

~ y' 
Y 

~ 9.... 
- YQ~ - QI'YQb 
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Prova: 

- Se q, ql E q + QI, enuio 51 (x, q T QI) = 5(x, q) + QI e 
t(x, ql + QI) = 5(x, qd + QI. Logo, 61(x , q + QI) 
51 (x, ql+QI)=5(0, q-ql)+QI. Como 5(0,q) E QI para 
todo q E QI, temos que 51 (x, q+ QI) - 51 (x, ql T QI) = 
QI. 

A prova para (31 e similar; pois pela definiciio de yl, 
(3(0, q) E yl para todo q E QI. 

- 51 (x, q+QI)+51(Xl' ql +QI)= 5(x, q)+5(xl, qd+QI=
1(X+Xl'5(X+Xl, q+qd +QI= 5 q+ql +QI). Aprova 

para (31 esimilar. 

• 
3.2. EXEMPLOS 

Nesta secao, iremos apresentar alguns exemplos de modo 
a ilustrar os conceitos estabelecidos. 

Exemplo 12 Dados G = Z2, n = 3, k = 2, m = 2, 

e u, (~~ ~); L 1 = (~ ~ ~): L 2 

(~ ~ ~). Considere a maquina Ai dada por 

x = Z~ = ZOO, 01,10,11}
 
Q = X 2 = Z4 = {OOOO 0100 1000 1100 0001
 

2 0010 0110 1010 1110 0011 
0101 1001 1101} 
0111 1011 1111
 

Y = Z~ = {000,001,010,100,011,110,101,111}
 
6(xo, q) = c(xo, (Xl, X2)) = (xo, xd, com Xi E Z~
 
(3(xo,q) = (3(xo, (Xl, X2)) = xoLo + xlLl + X2 L2
 

A secdo de trelica da mdquina M = (Z~, Z~, Zi, S, (3) emo
strada na Figura 2.. 0 c6digo associado eum codigo convo
lucional bindrio com disttincia dfree = 3, taxa Rc = 2/3 
e memoria 2, onde dfree e a menor distdncia de Hamming 
entre todas as palavras do codigo. 

Exemplo 13 Considere os grupos X = Z~, y = Z~, 

Q = Z~ e as mairizes u, = (~ i ~) e t., = 

(~ ~ ~). 0 mapeamento 5 : XffiQ -+ Q edado por 

5(x, q) = x. 0 mapeamento (3 : XffiQ -+ Y e dado por 
(3(x, q) = xLo + qLl. A secdo de trelica desta mdquina 
M = (Z~, Z~, Z~, 5,(3) emostrado no Figura 3.. 0 codigo 
associado possui dfree = 3, Rc = ~ e memoria 2. Este c6
digo ecatastrofico, pois para 0 estado inicial 01 a sequencia 
....0101010101 ecodificada na palavra codigo 00000000..... 

Exemplo 14 Dado 0 CCE do Exemplo 13, considere 0 sub
grupo normal QI de Q, denotado por QI <I Q, e espe
cificado por QI = {00,10}. Entiio yl <I Y e dado por 
yl = {OOO, LlO], Com isso, as classes determinadas por QI 
siio 

QI = {OO, 10} 
01 + Q' = {Ol, 11}. 

0000 

eeio 

een 

1000 

6100 

1100 

1610 

EllIO 

1110 

ieei 

EllEll 

1161 

1611 

Ell11 

1111 

Figura 2. Trelica para 0 CCE do Exemplo 12 

eo 

10 

11 

000 

611 

n 

Figura 3. Trelica para 0 CCE do Exemplo 13 
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000 
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-- l 
'I 

,--, 
I // lle1

eei +	 yl 

Figura 4. Trelica para a maquina do Exemplo 14. 

As classes determinadas por yl sao: 

yl = {OOO, 1l0} 
100 -+- yl = {lOO,010} 
001 -+- yl = {OOL lll} 
Oll + yl = {Oll, 10l} 

Entiio a nova maquina (X, ;;, , $' 81,(31) eespecificada pelo 
1 1mapeamento 8 : X ffi $ ----t $ definido por 8 (x, q + QI) = 

8(x, q) + QI e pelo mapeamento (31 : X e$ -7 ;:1 definido 

por (31 (x, q + QI) = (3(x, q) + yl, onde 8 e (3 estdo definidos 
no Exemplo 13. 

Uma representaciio da secdo de trelica desta maquina e 
mostrada no lado esquerdo da Figura 4.. 

No lado direito da mesma figura, e mostrado a repre
sentacdo completa, isto e, os elementos das classes de YI. 
Nenhuma destas trelicas corresponde ade um CCE. Consi
derando que {QI, 01 + Q/} := Z2, a trelica do lado di
reito eproduzida pela maquina M = (Z~, Z~, Z2, 8, (3) onde 
8: Z~EBZ2 -7 Z2 e definido por Stxs, X2; q) = X2, e B : Z~EB 
Z2 -7 Z~ edefinido por (3(Xl' X2; q) = (Xl +q, xl +X2, X2). 
Esta mdquina produz 0 mesmo c6digo que 0 CCE do Exem
plo 13. Note que esta mdquina niio satisfa; todas as proprie
dades do CCE (por exemplo a cardinalidade dos estados e 
menor do que a cardinalidade do grupo de entradas). Por 
isso uma definiciio mais geral enecessaria. 

Definicao 15 Um codificador abeliano e uma mdquina 
Mffi = (X, y, Q, D, (3), onde X. v, Q sao grupos abelianos 
finitos, e D : XffiQ -7 Q e (3 : XeQ -7 y sao tais que 

- Dehomomorfismo sobrejetor " 

- (3 eum homomorfismo tal que a aplicaciio \V, dada em 
(1), einjetora. 

Assim, 0 CCE e um caso particular do codificadar abe
liano. Porem, um codificador abeliano nao esta definido para 
grupos nao abelianos. Na pr6xima secao iremos estabelecer 
as condicoes para a construcao de codificadores abelianos. 

4. CONSTRUCAO	 DE CODIFICADORES 
CONVOLUCIONAIS ABELIANOS 

Seja H6K 0 produto direto de H e K. Seja (])K a classe 
de homomorfismos sobrejetores entre HffiK e K, isto e , 

(])K = {¢: HpK -7 K : ¢ esobrejetora}. (5) 

Seja X uma familia de subconjuntos de HeK, definido 
por 

X	 = {S : S = Ker(6), ¢ E (])K}. (6) 

Entao, pelo teorema fundamental dos homomorfismos [6], 
[7], para cada SEX temos que S <J HeK e H~K := K. 

Seja H o 0 subconjunto de Hf£;K definida par 

Ho={(h,eK): hEH}. (7) 

Entao, Hi, E X pois H o = K er(P2), onde P2 : Hf£;K ----t K 
ea projecao dada por P2(h, k) = k. Consequentemente, P2 E 

(])K e X e uma subclasse nao vazia. Veremos que para efeito 
de construcao de bons c6digos, X tera que ter mais do que 
urn elemento. 

Considere a classe X definida em (6). Defina H l E X 
como sendo 

H, = Ker(8).	 (8) 

Os subgrupos H o e H l , onde H o e definido em (7), sao 
fundamentais na construcao de codificadores, como veremos 
a seguir. 

Sejam G e H grupos tais que H eurn subgrupo normal de 
G, isto e, H <J G. Seja JVc a classe dos subgrupos normais 
de G, isto e , 

JVc = {H -: H <J G}. (9) 

Ornitiremos a demonstracao do pr6ximo teorema, pois a 
mesma e simples. 

Teorema 16 Se N E !Ve, entdo G:= N$fJ·
 

Lema 17 Seja QOi C Q definido por QOi
 

((i) ) } (i)
qEQ: Di x,eQ =q ,ondex = (Xj,Xj+l,{ 

... , Xj+l-i). Entdo QOi <J Q. 

W ) w·1 .Prova : Seja H; = x , eQ : x E X'1' onde X"{( 
denota i c6pias de X, entdo considerando a projeciio 

.	 (Ci) )P2	 : X' eQ -7 Q dada por P2 X , q = q, temos que P2 

e um homomorfismo sobrejetor com K er(P2) = H;' Logo, 
H; <J Xi $Q. Por outro lado, uma vez que De sobrejetora 
temos que Ci tambem e sobrejetora. Logo, Di(HD <J Q 
(a imagem de um subgrupo normal por um homomor
fismo sobrejetor e tambem normal). Consequentemenie, 

I { (Ci) ) Ci) .}Di(Hi) = Di x,eQ : x EX' = QOi. • 

Lema 18 Dado q E Q, seja o; 
(i )	 ) . (i) -i} _

Di	 (,X, q . x EX. Entao , Qqi e uma classe
{ 

lateral de QOi. Portanto, IQOil = IQqi[. 
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Teorema 19 Seja QOi <J Q0 subgrupo normal de Qdefinido 
no Lema 17. Entdo, 1\!f(!i; = (X, Y, Q,0, (3) econtrolavel se, 

e somente se, QOi = Q, para algum 1 ::; i < IQI. 

Prova : Suponha Me controldvel. Entdo, se 

1 (i) . 
teremos que para todo q E Q existe x E X' tal que 

c ((i)) . >: ((j)) ..
o; X, eQ = q, pots se q = Uj U ,eQ para J < 2, 

_ (i) (i-j) (i-j) 
entao tomando x = Xi, ... ,XI+i-j, X ,onde X 
{elementoidentidadedeXi-jtBQ}, e para s > i - j, 

considere Xs como sendo Xs = Us-(i-j)' Temos enuio que 

= Oi C) ) . Portanto, para todo q Eq ~ ,eQ Q temos que ( 
q E QOi. 

Na outra direcdo do teorema, suponha que Q = QOi, 
para algum i :::: 1. Entiio, dados q erE Q, considere a 

(i ) ) (i) .}classe Qqi = Oi X, q : X EX' definida no Lema{ ( 

(i) . 
18. Como IQoil = IQqil = IQI, entdo existe U EX' tal que 

(i ) )Oi X, q = r.( • 
Teorema 20 (Construciio de codificadores controldveis iso
morfos a partir das entradas e dos estados) : Dado XeQ, 
seja Y qualquer grupo isomorfo a XsQ via {3, isto e , 

{3 
Y ~ XtBQ. Seja mEN definido por m = I~I se IQt e 
par em = IQ~+I se IQI eimpar: Se H o e HI, definidos res
pectivamente por (7) e (8), sao tais que H o =!= HI, e se existir 
um homomorfismo sobrejetor 0: XeQ -7 Q tal que 

i) Ker(o) = HI 

ii) I{Om C;), eQ) : (:;') E xm} I > m. 

Entiio, M ffi = (X, Y, Q,0, (3) e urn codificador isomorfo 
controldvel. 

1Isto e0 princf pio da controlabilidade : j-controlabilidade implica j +1
controlabilidade, 

Prova : Pelas hipoteses do teorema e claro que 
Me = (X, Y, Q, 0, B) e urn codificador isomorfo. S6 
resta enuio provar a controlabilidade. Para isso, seja QOi 0 

subgrupo normal de Q definido no Lema 17. Pelo Teorema 
19, temos que Me = (X, Y, Q,0, (3) eniio controlavel se e 

somente se IQoil < IQI, para todo i E N. Mas, IQOil < IQI 
implica que IQoil ::; ~ ::; m. Assim, Me = (X, Y,Q, 0, (3) 
e ruio controlavel se,~ e somente se, QOi: ::; m. Como1 

IQo=: > m, entdo QOm = Q. Logo, Me = (X Y,Q, 0, (3) 
econtro~wl. • 

Teorema 21 (Construciio de codificadores isomorfos 
controlaveis a partir das saidas) : Dado um grupo finito Y, 
suponha que Uo <J Y e UI <J Y sao subgrupos normais tais 
que: 

i) 
ii) 

iii) 

Entiio, 

.;
 
- Y ~ XeQ, para algum isomorfismo (
 

- Se Hr, e HI sao os subgrupos normais de XeQ tais que 
.; .; 

Uo ~ H o e UI ~ HI, entdo H o satisfaz a equaciio 
(7); HI E X, onde X e definido por (6). Alem disso, 

Ho =!= HI· 

- Se existir um homomorfismo sobrejetor 0 : XeQ -7 Q 
tal que 

i) Ker(o) = HI 

ii) I{ Om ((:;') , eQ ) : (;) E X= } I > tn, 

onde m e definido pelo Teorema 20 e {3 = ~-I. 
Entiio, Me = (X, Y,Q, 0, (3) eum codificador isomorfo 
controldvel. 

Prova: 

- Pelo Teorema 16, Y ~ Uoe 0a' Para Y E Y, seja 

YI E Uo e seja Y2 E Y 0 representanie de 0a' tal que 
Ii, 

Y = (YI, Y2). Sejam X, Q grupos tais que Ui, ~ X 
82 

e 0a ~ Q, para alguns isomorfismos (h e ()2. Entiio, 
.;
 

Y ~ Uo e &a ~ XtBQ, onde ~ = (()I, ()2);
 

- Para Y = (YI' Y2) E Y ~ Uoe icc, temos que 0 repre
sentante de Y em XeQ e (()I (YI), ()2(Y2))' Em particu
lar, se Y E Uo, entiio Y = (y, ey), dai ~(y) = ~(y, ey) 
= (()I(Y),()2(ey)) = (()I(y),eQ) E Ho C XtBQ. Logo, 
Ho saiisfa: a equacdo (7). Por outro lado, como J, ~ 

&0 e 0a ~ Q temos que UI = K er(cPl)' onde 91 eal
gum homomorfismo sobrejetor cPI : Y -7 Q. Considere 
a composictio de homomorfismos cPIo~-1 : XffiQ -7 Q, 
entdo cPloCI e sobrejetor e Ker(cPloCI)={(x, q) : 
cPloCI(x,q) = eQ} = {(x,q) : cPl(CI(X,q)) = eQ} 
= {(x,q) : ~(Y) = (x,q), cPI(Y) = eo} = HI' Final
mente, fica claro que o; =!= UI implica Ho =!= HI ; 
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- Fazendo 0 = ¢lo~-l, as condiciies do Teorema 20 siio 
satisfeitas. • 

Por outro lado, em [11] eprovado que se a secao de trelica 
for isomorfa a urn grupo abeliano ciclico, isto e, Y ~ Zn, 
entao 0 correspondente codificador e nao controlavel, Com 
isso, somente os grupos abelianos nao ciclicos eque poderao 
levar a bons codigos convolucionais abelianos. 

Tendo como base 0 Teorema 21, iremos considerar 0 

caso de codigos convolucionais abelianos cujos elementos do 
grupo das entradas sao k-uplas binarias, 0 grupo dos esta
dos sao (n - k )-uplas binarias, e consequentemente 0 grupo 
das saidas sao n-uplas binarias, mais especificamente Y ~ 

Z2' ~ Z~ EBZ~-k. A seguir, apresentamos urn algoritrno para 
a construcao da maquina Aie = (Z~, Z2', Z~-k, 0,8) asso
ciada a urn codigo convolucional binario de taxa r = kin e 
memoria m = n - k. 

Algoritmo 

Passo 1 - Encontrar Ui, <J Zz e Us <J Zz tal que, 

la IUol = lUll = 2k 
. 

lb Uo =I Ul· 
Ic Se os pesos de Hamming de U« e de Ul, w(Uo) e w(Ul), 
respectivamente, sdo w(Uo) = do e w(Ul) = dl, entdo do + 
d, = d, deve ser tal que 

d = max{w(Vo) + W(VI)}, 

Vo e VI estdo sujeitos a 110, VI <J Zz; I va 1=1 VI 1= 2k e
 

Vo i- VI'
 
Ld De modo a evitar transicoes paralelas, enuio Ui, n Ul =
 

oE Zz.
 
Passo 2 - Considere Ur, e Ul como subespacos veto

riais de Z?2, e considere as bases {Ul, ... ,Uk} de Uo, e 

{Ul,'" ,Ut, VI,"" Vk-s} de Ul· Note que s = 0 se, e so
mente se, Ua II Us = 0 E Z2'. 

Passo 3 - Seja {ei}~l a base canonica de Z2' onde ei e 
definida por ei = (Xl, ... , Xi, 
... ,Xn ) e seus componentes siio tais que Xj = 0 if j i- i 
e Xj = 1 se j = i. Entiio, defina 0 mapeamento de rotula
mentos como sendo 0 isomorfismo (3 : Z~eZ2-k --) Zz tal 
que 

(3-l(Ui) = ei, 

(3-l(Vj) = ek+j; 

com afinalidade de otimizar a distdncia livre, a definiciio de 
(3 para os restantes n - (2k - s) vetores da base {ei}i=l e 
deixada para 0 Passo 7. 

Passo 4 - Calcular H a = (3-1 (Uo), HI = (3-1 (Ud, e 
II2(Hd, onde II2 : Z2 --) Z2- k ea projecdo definida por 

II 2(XI,.··,Xk, Xk+l, ... ,X n ) = (Xk+l,""Xn ) . 

Passo 5 . Usando os elementos do grupo das classes late

rais 1i;, defina a aplicacdo do proximo estado como sendo 0 

homomorfismo de grupos 0 : Zz --) Z2- k com as seguintes 
condicoes 

5a K er(0) = HI, significando que 

o(ek+j) = 0 paraj = 1, ... , k - s. 

5b Se n - (2k - s) > 0 entdo, o(Ho) n II 2(Hd = 0 E 
Z2- k, significando que 

o(ei) tj.II2(Hd,parai= 1, ... .k: 

Passo6 -A definicdo de 0 para os remanescentes n- (2k
s) veto res da base {e, }i=l deve ser feito de modo que, 

6a Satisfaca 0 teste de controlabilidade 
(2"_k_") ) . (2"-k-1) k.2n- k- 1} I

OC)n-k-1 X ,00. X E Z2 
II { - ( 

k l> 2n - - . 

6b Tratando de que o(x, o(Ho)) tj. II2(Hd para todo X E 
X. 

6c Se o(x, o(Ha) ) tj. II2(Hd para todo x E X entdo, fa
zer outra tentativa para que 0(X2' O(Xl, o(Ho))) tj. II2(Hl), 
para todo X2, Xl E X. Teruaroutra vez para x3 E X, e as
sim por diante. Usando a definiciio de 0 com relaciio Ii base 

{ei}i=l' escrever a regra explicita de O. 
Passo 7 . Defina (3 para os remanescentes n - (2k - s) 

vetores da base {ei}i=l fazendo uma adequada distribuiciio 
dos pesos conforme a dindmica da trelica obtida atraves de 
o no Passo 5 e Passo 6. Usando a definiciio de (3 em relacdo 
Ii base {ei}~I' escrever a regra explicita de (3. 

Este algoritrno gera a maquina M tB 
(;Z~, Zz, Z2- k 

, 0, (3) associada a urn c6digo convolu
cional binario, nao catastrofico com taxa r = kin, mem6ria 
m = n - k e d f r ee ~ d. 

Exemplo 22 Construciio de um codigo convolucional bind
rio a partir da mdquina 1\1e = (Z~, Z~, Z~, 0, (3) 

Passo 1 • Determinacdo de Uo e U1, 

Ua = {0000,1001,1110,0111} U1 = {0000,1100,0011,1111r 

Entiio, os pesos de Hamming de Uo e de U; siio w(Uo) = 
w(Ul ) = 2, respectivamente. 

Passo 2 - Determinaciio das bases para Ua e para Ul : 
{1001,1110} e uma base para Uo, e {1100,0011} e uma 
base para u.. Note que, como ii; II Ul = {OOOO}, enuio 
s = O. 

Passo 3

(3-1(1001) = 1000 (3-1(0011) = 0010
 
(3-1(1110) = 0100 (3-1(1100) = 0001
 

Passo 4

Ho = {(OO, 00), (10,00), (01,00), (11, OO)}
 
HI = {(OO,OO), (00, 10), (00,01), (00, 11)}
 

II2(Hl) = {OO, 10,01, 11} 

Passo 5 - Para que K er(0) = HI, temos 

0(00,10) = 00 
0(00,01) = 00. 

Como n - (2k - s) = 4 - (4 - 0) = 0 entdo, ruio epossivel 
que o(Ha) II II 2(Hd = {OO}. Logo, 

0(10,00) = 11 
0(01,00) = 01 
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Figura 5. Codificador convolucional abeliano lVIe 
(Z~, Z~, Z~-k, s, 13). 

Passo 6 -Neste exemplo ruio existem n - (2k - s) veto res 
remanescentes {ei}'t=.l' pois n - (2k - s) = 4 - (4 - 0) = O. 
Portanto, bedado por 

b(X2' Xl; ql, q2) = x2o(ed + Xlo(e2) + qlo(e3) + q2o(e4)
 
= X2·11 + xl·01 + ql'OO + q2'00
 
= (X2, X2 + Xl)
 

Passo 7 - Como niio lui veto res remanescentes, resta escre
ver a regra de correspondencia de 13, isto e, 

.: \ ':2, ':<::1; ql, q2) = X213( ed + xl,8( e2) + ql13(e3) + q2 8( e4)
 
= x2·1001 + xl·lllO + ql.OOll + q2·l100
 
= (X2 + Xl +q2,Xl + q2,Xl + ql,X2 + qI)
 

o codificador resultante emostrado na Figura 5.. 0 codigo 
correspondente tern taxa R; = l. distancia livre dfree = 5 e 
um ganho assintotico de 3.98 dB. 

5. CONCLUSOES 

Neste trabalho foram estabelecidas as condicoes necessa
rias e suficientes para a construcao de codigos convolucio
nais abelianos. Mostramos que tais codigos sao controlaveis, 
completos e minimos, esta ultima proposicao via urna pro
posta de reducao de estados, e tendo como subclasse os co
digos convolucionais elementares. Como consequencia do 
fato de que os codigos convolucionais abelianos cuja secao 
de trelica e isomorfa a urn grupo cfclico implica em 0 cor
respondente codificador ser nao controlavel, entao urn al
goritmo de construcao de codigos convolucionais abelianos 
tendo como grupo das entradas, de estados e de saidas, k
uplas, (n - k)-uplas e n-uplas binarias, respectivamente, foi 
proposto. Exemplos de codificadores convolucionais elemen
tares e abelianos foram apresentados. 
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