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Implementa-se neste trabalho a solucao para a melhor estimativa da posicao de urn ponto emissor no espa­
co in-dimensional, a partir das observacoes das trajet6rias de propagacao - sujeitas a erro, geradas a partir 
deste ponto. A solucao, analitica e matricial, edesenvolvida a partir do Teste de Hipoteses de Maxima Ve­
rossimilhanca (THMV) quando se considera urn campo continuo m-dimensional de hip6teses. Determi­
na-se ainda as densidades de probabilidade da posicao do ponto emissor em urn espaco m-dimensional, 
bern como os volumes otimos de detecao e busca associados as probabilidades (P) de acerto exigidas. as 
resultados finais aplicarn-se diretamente aos problemas de detecao e Iocalizacao por sistemas MAGE e 
Radiogoniometria assim como aos problemas de detecao e busca a plataformas e objeros submersos actis­
tica ou eletromagneticamente ativos. 
The best estimate ofthe position ofan emitting point located in the m-dimensional space and conditional 
to the observation ofthe emitting point's propagation trajectories - added to gaussian distortion, is obtai­
ned. The analytical and matrix form solution developed is based on the implementation ofthe Maximum 
Likelihood Hypotesis Testing as one considers a continous m-dimensional field ofhipotesis. Refering to 
the position of the emitting point in the m-dimensional space, gaussian conditional probability densities 
are derived. The optimum detection/search domains are also implemented, as junctions of the required 
probabilities (P) ofdetection or success. The results directly apply to the radio directionfinding problem, 
electronic support measures (ESM) problem and searchfor submersed emitting objects. 

1.lnlrodu~ao 

em problema classico na area naval, particularmente nas aplicacoes militares, e0 de 10­
calizacao e busca de urn ponto emissor no espaco bidimensional, onde se observa as po­
sicoes das trajet6rias de propagacao geradas pelo ponto, as quais estao agregadas compo­
nentes aleat6rias de erro(3). 

Lm exemplo sao as Redes de Radiogoniometria cujas estacoes de rastreio procuram 
..marcar" um ponto emissor - urn navio ou plataforma transmitindo. Nesse caso, as 
J bservacoes "posicao da trajet6ria de propagacao" resultam da inforrnacao de angulo de 
.narcacao - agregada a erro - capturada par cada estacao de rastreio de posicao precisa­
mente conhecida(9),(7). Outro exemplo sao os sistemas MAGE (Medidas de Apoio a 
Guerra Eletronica). 

IJ problema, considerando apenas 0 aspecto de localizacao, e tratado tambem em [1], 
:nde eapresentada uma solucao matricial ao problema e onde e possrvel a introducao das 
~ orrelacoes, porventura existentes, entre os deslocamentos aleat6rios das trajetorias. 
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Neste trabalho e feita uma generalizacao do problema de localizacao e busca ao caso 
m-dimensional, atraves de urn novo tratamento matricial e mantendo-se a abrangencia 
ao caso onde existam correlacoes entre os deslocamentos aleat6rios das trajet6rias. 

o problema de localizacao se refere aobtencao da melhor estimativa da posicao do ponto 
emissor dadas as observacoes das trajet6rias de propagacao e etornado, tanto em [I], [3] 
e neste trabalho, com base no criterio de maxima verossimilhanca. 

o problema de busca refere-se a obtencao dos volumes 6timos de detecao e busca, ou 
seja, aquele que, para uma dada probabilidade de acerto assume dimensao minima. 

A Fig.I ilustra 0 problema para 0 caso tridimensional onde 0 efeito das componentes 
aleat6rias de erro e 0 deslocamento paralelo das trajet6rias a partir de suas posicoes origi­
nais - que passam sobre 0 ponto emissor. 

Os problemas de localizacao e busca a plataforrnas e objetos submersos aciistica ou ele­
tromagneticamente ativos caracterizam uma aplicacao ao caso tridimensional. 

Considera-se, na secao 2, a solucao do problema de escolha da melhor hip6tese, segundo 
o Teste de Hip6teses de Maxima Verossimilhanca - THMV(2),(S), para urn campo conti­
nuo m-dimensional de hipoteses, a partir da observacao de uma variavel aleat6ria de na­
tureza generica'{'. 

Na secao 3 considera-se 0 problema onde se observa as trajet6rias de propagacao prove­
nientes de urn ponto emissor localizado no espaco m-dimensional (Fig. 1), sobre as quais 
incidem componentes aleat6rias gaussianas de deslocamento e obtem-se a solucao anali­
tica e matricialpara a melhor estimativa da posicao do ponto emissor, segundo 0 THMV. 
Implementa-se a seguir a particularizacao ao caso bidimensional. 

A secao 4 detennina a densidade de probabilidade da posicao do ponto emissor em urn 
espaco m-dimensional, bern como 0 volume 6timo de detecao e busca associado auma 
dada probabilidade (P) de acerto exigida. 

2.Teste de Hipoteses de Maxima Verossimilhal1~Q (THMV) 

2.1. (on(eitua~ao 

Seja va variavel aleat6ria (v.a) correspondente a n observacoes realizadas, representada 
pelo vetor 

V = (VI ... vn)
T (1) 

de dimensao (n.s) x l , onde cada v.a. vi =: 1, ... , n tern dimensao s. 
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Seja {x} um conjunto infinito de hip6teses definido num espaco metrico m-dimensional 

(Rm). Definindo-se cada hip6tese pela variavel vetorial 

i'l T 
x = (Xl ... Xm) (2) 

deseja-se escolher aquela que mais possivelmente possa ter ocorrido a partir da observa­

yaovoda v.a. v. 

o THMV(2).(S) consiste na identificacao do grau de verossimilhanca de cada hip6tese X 

com as observacoes'<', 0 que eexpresso pela densidade de probabilidade de V condicio­

nada a x, ou seja, Pvlx(vlx). A hip6tese a ser escolhida eaquela que fornece a maxima ve­

rossimilhanca com as observacoes, ou seja, 

(3) 

para V =vo' 

A estimativa x*, deterrninada de acordo com 0 procedimento apresentado, edenominada 
de" melhor estimativa de x segundo 0 THMV" . 

A expressao (3) provern de uma formulacao mais geral de minimizacao da funcao de ris­
co de Bayes (ou custo total esperadoP),(S) dada por 

x" I max- {Cll (x). PxITl(xlll) . PVlx(VIX)} (4) 

onde a densidade a priori Pxlll(xln) corresponde adensidade de probabilidade de ocorren­

cia da hip6tese x de forma intrfnseca ou sujeita ao conhecimento de outras informacoes 

(11) que nao aquelas relativas a V e onde 0 custo do erro CT\(x) traduz a criticidade da hip6­

tese x, ponderando as consequencias de, tendo ocorrido a hip6tese x, nao se ter decidido 
par sua escolha. 

2.2. Aplica~iio ao Caso Gaussiano 

Para 0 caso em que, dada a hip6tese x, as observacoes formam um vetor Gaussiano, tem­
seque 

(v!x) _ ') -m/2 IV ,-1/2 - (V,T . V~I~ . v')/2Pvlx - (~1t) vlx . e (5) 

Revista da Sociedade Brasileira de Telecomunicag6es 
Volume 7 - Nurnero 1 - Dezembro 1992 45 



com 

,~ ( , )T ~ EI I 1I _
V = VI· .. V n = V IVXJ ' (6) 

(7) 

e onde a notacao IAI indica 0 determinante da matriz A.
 

A v.a. v' tern portanto media condicional nula e dimensao (n.s.) xl e representa a v.a. de
 

erro em relacao amedia E IVlx}.
 

A matriz covariancia Vvix' de dimensao (n.s) x (n.s), e dada por
 

' IT] IE{V i.vs XJ 

Elv'n.v'TJx} 
(8) 

onde 

E(V'i.V'{]X}, i = 1, ..., n, j = 1, ... , n (9) 

tern dimensao sxs.
 

Tem-se a partir de (3), (5), (6) e (8)
 

--~--~--------~------
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* . f IT -1 '}X I mm, tV . Vvlx . V (10) 

tomando-se v' = Vo- E{Vlx) (11) 

As express5es (l0) e (II) dao, para 0 caso gaussiano, a estimativa de maxima verossimi­

lhanca de x E Rm,a partir da determinacao da v.a. de erro v'. 

3. Estimativa de Maxima Verossimilhansa da PosiSiio de um Ponto Emissor 

Considera-se 0 espaco metrico (Rm) caracterizado por urn sistema cartesiano definido 

por uma base vetorialle1, ..., em)' onde se observa as trajet6rias de propagacao Vemiti­

das por urn ponto emissor localizado num ponto generico x desse espaco. 

Devido as componentes aleat6rias de erro que incidem sobre as trajet6rias, seus cami­
nhos geornetricos nao passam necessariamente sobre 0 ponto emissor, Resulta, portanto, 
urn problema de natureza probabilistica, que e0 da obtencao da melhor estimativa da po­
sicao x deste ponto, a ser implementada atraves do Teste de Hip6teses de Maxima Veros­
similhanca (THMV) apresentado na secao 2. 

A Fig.l ilustra, para 0 caso tridimensional, a configuracao das componentes de erro de 
deslocamento das trajet6rias de propagacao e suas distribuicoes gaussianas, a partir da 
suposicao do ponto emissor em x. Adrnite-se que a introducao da componente aleatoria 
de erro resulta no deslocamento paralelo da reta de propagacao a partir de sua posicao 
original sobre 0 ponto emissor, em direcoes ortogonais a direcao da trajet6ria, segundo 
uma distribuicao gaussiana com matriz covariancia conhecida. Nos casos praticos, as es­
tacoes rastreadoras encontram-se longe do ponto ernissor, 0 que justifica 0 modelo de 

deslocamento paralelo adotado. Tem-se ainda que a v.a. de observacoes Vj' i =I, ..., n, re­

fere-se a v.a. "posicao da trajet6ria de propagacao i'' e corresponde ao vetor tornado or­
togonalmente, a partir da reta de propagacao i a origem do sistema cartesiano formado 
pela base ortonormal {ej' ..., em} ou a outro ponto fixo qualquer que venha a ser escolhido 

como referencia, A v.a. de erro V/j(x),i = L ..., n corresponde ao vetor tornado ortogonal­

mente, a partir da reta de propagacao i ao ponto x. 

Expressas numa base ortogonal adirecao da trajet6ria, Vi e V/j(x)passam a ser completa­

mente definidos em m-I dimensoes, uma vez que as componentes na direcao da trajet6­
ria serao, por contrucao, nulas. Portanto, s =m-I informacoes escalares bastam para ca­
racterizar a "trajetoria de propagacao i" ou 0 erro de deslocamento. 

As distribuicoes de v, condicionada a x, estao centradas sobre a posicao da plataforma, 
ou seja, existe simetria na introducao das componentes aleat6rias de erro. Portanto 0 con­

junto de valores E{Vjlx}, i = I, ..., n, define urn conjunto de n retas que passam sobre 0 

ponto emissor. 
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Figura 1 - Variavel de Erro de Deslocamento v'(x) e Posicao da Trajet6ria v 
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3.1. Determina~iio do Erro v'(x) 

Obtem-se nesta sub-secao 0 erro de deslocamento como funcao de x, ou seja, 

v' =v'(x) =(v'(x))o. 

Por inspecao da Fig.2, uma determinada trajetoria observadai, no R"', edefinida por urn 

ponto qi ~ (qjj' ..., qi e urn vetor unitario de direcao ri' gerando 0 lugar geometrico r
m 

dado por k, r j + qi' k, real, i =1, ..., n. 0 vetor cujo modulo corresponde 11 "rnenor distan­

cia" da trajetoria ao ponto (hipotese) x ~ (Xl'" xm)T corresponde ao erro de desloca­

mento v'(x) e eexpresso por 

i = 1, ..., n (12) 

com k, tal que seja obedecida a condicao de ortogonalidade do erro v'(x) com a direcao ri' 

ou seja, r! . V'i(x) =0, 0 que resulta em k, =r!(x - q.). Portanto, 0 erro de deslocamento 

referente 11 trajetoria i, considerando-se a hipotese da plataforma em X e expresso na base 
lei' ..., ern) como ilustrado na Fig.I, edado por 

V'i(X) = (r; rt - I) (x - qi), i = 1, ... , n (13) 

3.2. Transforma~iio de Base para v'(x) 

Tem-se, por construcao, que v'i(x) E Rm e referido 11 base jel' ..., ern)' e ortogonal 11 dire­

gao da trajetoria i. Desenvolve-se a expressao de v'i(x) numa nova base ortogonal 

jUil' ..., ui(rn-l) ,ri) e dar, por simples reducao (uma vez que v'i(x) tern componente nul a 

na direcao r.), na base J1Uil' ..., Ui(rn-l)). Essa base caracteriza 0 subespaco de dimensao 

(m-l), onde se localiza 0 vetor erro v'i(x). A Fig.1 ilustra estes subespacos para 0 caso tri­

dimensional. 

A excecao do caso bidimensional (x E R2) , varias bases ortogonais podem ser arbitra­
das. Nao ha maiores preocupacoes quanto a sua escolha, caso as variancias das projecoes 

do vetor de erro V'i(x) em qualquer direcao do seu dominic sejam iguais. Caso haja ou se 

deseje introduzir distincao entre as variancias destas projecoes (ou seja, quanta 11 "elasti­
cidade" no deslocamento da trajetoria) conforme a direcao tomada, a base devera ser 
convenientemente arbitrada e associadas as variancias compatfveis. 
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Trojetoria observada 

( ri , 'h ) 

- x ) k real 

X, 

Figura 2 - Erro de Deslocamento v';(x) 

T 
Seja v'i(x) ~ (V\(X) ... V'im(X») expresso na base {e1, ... , em} do Rme sej. 

{uil' ..., ui(m-l)' rd uma nova base ortonormal desse espaco. Tem-se que V'(x), expressr 

nessa nova base, edado por 

tal que 

(14 

Ai =(uu ... Ui(m-l), fi), dim mxm (15 

-~---------- ­
~--
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Sabendo-se que, por construcao, a componente de erro e nula na direcao ri' au seja, 

IY'i (x) = 0, pode-se expressar a vetor erro no subespaco de dimensao (m-I) formado 
m 

pela base {L1j l' ... , l!j(m-l)}, tendo-se entao 

:'." ='" (2 '. 2, v im-I(X)y leX) v 11(X), .,. )T 

=T . IY'j(X) =T . Ai1 y'i(x), dim (m-I) x I, (16) 

o o 

dim (m-L) x m 

o I o 
(17) 

Substituindo-se (13) em (16), tem-se 

2 , T -1 T I -1 T I . 1V i(X) = .A] (riri - ).x - T A; (riri - ).qi, 1 = ,... , n (18) 

e, portanto, a erro de deslocarnento referido as n trajet6rias edado par 

(19) 

ande 

-1 TT Ar (ri [1 - I)
 

Q=
 dim n.(m-I) x m 

-1 TT An (rn Jn - I) (20) 

e 
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dim n.(m-I) xlD= 

-1 ( T \,-T An I'n rn -I (21)F n 

3.3. Determina~iio de x* 

Substituindo-se y'(x) por 2y'(x) em (10) resulta que 

(22) 

com a funcao cI>(x) dada por 

= xT Sx + 2xT B + C (23) 

onde 

T 1S ~ Q V2v"x Q, dim m x m (24) 

B~ QT 
V2v

1
'lx D, dim m xl (25) 

T 1
C~ D V2v'lxD, dimIxi (26) 

A matriz covariancia V" tern dirnensao n(m-I)x n(m-I), sendo dada conforme (8) e 
"v'lx 

(9). Considerando-se urn par de trajet6rias i e j, tem-se 0 termo em (8) dado par 



------- -----
------

dim (m-l )x(m-l) 

(27) 

Caso os erros de deslocamento associados as trajet6rias de propagacao sejam vetores 

descorrelatados entre si, 0 termo em (27) ematriz zero para i *- j. 0 tenno em (27) com 
i=j, representa a matriz covariancia associada ao erro de deslocamento da trajet6ria i. 
Neste caso, a ocorrencia de uma matriz diagonal significa que as v.as. de deslocamento 
da trajet6ria i em cada direcao Uj , ... , u j sao descorrelatadas entre si. Os termos da dia­

1m-I 

gonal sendo iguais, indica uniformidade em termos de "elasticidade" de movimentacao 
em qualquer direcao. Sendo diferentes, as direcoes Uj , ... , Uj ditarao 0 comportamento

I m-! 

"nao circular" em termos de probabilidade de deslocamento. Ressalte-se que, como 0 

erro de deslocamento associado a uma dada trajet6ria esuposto estatisticamente inde­
pendente da posicao do ponto emissor, os termos em (27), e portanto as matrizes V2 

v'lx 

sao tambem independentes de x. 

A minirnizacao de <I>(x), dada em (23), eobtida considerando-se a condicao de gradiente 
zero que, no caso quadratico sem restricoes, euma condicao suficiente a obtencao do mf­
nimo global[6]. Tem-se entao que 

~<I>(x*) = 2 Sx* + 2B =0 (28) 

que resulta em 

x* =- s' B (29) 

A expressao (29) fomece a estimativa de maxima verossimilhanca da posicao do ponto 
emissor no espaco m-dimensional, a partir do conhecimento (determinacao analftica) 
das trajet6rias de propagacao emitidas pelo ponto emissor neste espaco. 
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:,.4. Parli(ulariza~iio para 0 (asoBidimensional 

Iem-se, confonne a Fig.3, a trajetoria i dada pelo ponto qi ~ (qi ' qi e pelo angulo 8 jT
j z 

omado trigonometricamente, ficando definida a direcao ri = (COS 8i sen 8i)T, onde 

~ base ortogona1 a ri gera 0 subespaco de dimensao 1 dado por {uiJ Tendo-se rT . ui = 0 
j 

~ Iui I = 1, resu1ta 
j 

T 
Uij = (sen 8j - cos 8i) 

'- Trojetoria observada 
(e i 1 Cfj ) 

Figura 3 - Erro de Deslocamento: Caso Bidimensional 

Substituindo-se A= (~j riYT=(l 0) em (20) e (21) tern-se 

-~_.._-­
-~-------

---~ ~~--~--~-----~----
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- sen 81 cos 81 

Q= ,ilimnx2 

- sen 8n cos 8n (30) 

D= ,dimnxl 

e V2 de dirnensao n x n, cujos elementos, escalares, sao dados par 
vlx 

(Jij g E {2V'i .2v'j Jx). 

Tais resultados coincidem com os desenvolvimentos em (1), especfficos ao caso bidi­
mensional. 

4.Densidade de Probabilidade da Posi~iio de um Ponto Emissor 

A densidade de probabilidade Pxlv(xlv) da posicao de urn ponto emissor x no Rill, condi­

cionada aobservacao das trajet6rias de propagacao a ele associadas, pode ser expressa 
par 

P (xlv) _ P(x) P (vlx)
xlv - Pv(x) vlx (32) 

onde Pvlx(vlx) edada por (5) e (23). 

Considerando-se a densidade de probabilidade intrinseca da posicao da plataforma, 

Pix), uniforme em todo dornfnio de x, tem-se 

PXlv(xIV) = k Pvl/v1x), onde k nao depende de x (33) 

Substituindo-se (5) e (23) em (33) e tendo-se Vvlx e C invariantes com x e a integral de 

Pxlv (xlv) igual a 1 sobre 0 domfnio de x, resulta 
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I
(xlv) _ - -2<Po(x)Pxlv - e, 

(2n)m/21S 1112 (34) 

com S e B dados em (24) e (25) respectivamente. 

s. Superfides de Isoprobabilidade e Dominios Otimos de Acerto 

Igualando-se (35) a uma constante, resulta 

(36) 

que representam superficies elipticas de isoprobabilidade no Rm com centro em 

x" = - S-I B. Essas superficies, homoteticas a partir desse centro, delimitam os domi­
nios 6timos associados as probabilidades (P) exigidas de "presenca do ponto emissor" 
ou "sucesso de detecao ou busca" (a Fig.4 ilustra 0 caso bidimensional). 

S.l.Bose Coinddente com 05 Eixos do Superfide Eliptico eTransla~iio da Origem para _S-1 B 

Seja 0 ponto x ~ (XI' ..., Xm)T definido na base {eI, ..., em}e {u., ..., um} a base ortogo­

nal coincidente com os eixos da superffcie elipitica definida em (36). Tem-se que x, ex­
presso nessa nova base e procedendo-se a translacao da origem dos eixos para 

x" =-S-IB, edado par 

Xu = R~I (x + s' B), (37) 

R, ~ (UI ... Um), dim mxm (38) 

Por (37), as expressoes (34) e (35) resultam em 

(39) 

,'1, T
<Pu(xu) = Xu Su Xu (40) 

-~------,-.--- - -------- - ---~------~---------------------'-----------------'- ­
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-------------------------------

A'rea otimo de
 
busea
 

Curvas de 
isolYobabilidade 

x~ _5- 1 B 

Melhor estimotiva da 
posiycio do pooto amissor 

X T 5X + 2 X T B : « , au 

xJ Su Xu = ku 1 Su = matriz diagonal
'----=­

/ 

o 'I X, 

Figura 4 - Curvas de Isoprobabilidade 

dimmxm (41) 

Para que [u., ..., urn} seja coincidente com os eixos das superficies elfpticas, Su devera 

ser matriz diagonal, ou seja 

(42) 

Portanto {u., ..., urn} devera ser tal de forma a satisfazer (42) e a condicao de ortogonali­

dade. 

As expressoes (34)/(35) au (39)/(40), analiticamente realizaveis, fomecem a densidade 
de probabilidade de x au Xu condicionada ao conjunto de observacoes. 
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,.2. Semi-Eixos do Superficie Eliptico 

gualando-se (40) a uma constante e sabendo-se que Su e matriz diagonal, obtem-se, no 

IOVO referencial {Ul' ..., urn} definido em 5.1, a equacao das superficies de isoprobabili­

lade 

m 

xI Su Xu = L SUjj X~j =k 
j=l (43) 

Tomando-se em (43) Xu = (0 ... Xu ... O)T, obtem-se 0 semi-eixo da superficie eliptica 
J 

de constante k, na direcao Uj 

~ 

• 

aj=-Vk/sUij ,j=l, ... ,m 

5.3. Dominios Otimos de Acerto eProbobilidodes Associodos 

(44) 

• 

A integral de (34) ou (39), no dominio inscrito a uma superffcie elfptica de isoprobabili­
dade de constante k, resulta numa probabi1idade de presenca do ponto emissor (prob­
abilidade de acerto ou sucesso de detecao ou busca). 

P = 1- e­kl2 (45) 

Inversamente, 0 domfnio 6timo (do Rm) associado a Pe aque1e inscrito asuperffcie e1fp­
tica dada em (36) ou (43), de constante k tal que: 

k = -21n(l-P) (46) 

5.4- Porticulorizo~iio 00 (050 Bidimensional 

5.4.1. Base (oincidente com 05 Eixos do Elipse 

Pode-se expressar a nova base ortogonal {ui- u2} em funcao do parametro ex (que corres­

ponde ao angulo de rotacao dos eixos cartesianos no sentido trigonometrico), tendo-se 

ul = (cos ex sen ex)T e u2 = (-sen ex cos ex)T. Definindo-se 
F 

58 



s=(S11 S12J 
Sl2 S22	 (47) 

tem-se, por (38) e (41) 

(48) 

Para que haja coincidencia da nova base com os serni-eixos da elipse (Fig.4) deve-se ter, 

conforme (42), SU = 0, que, par (48), resulta em 
12

tg 2a= -2S12/(S22 - Sll)	 (49) 

tendo-se S conforme (24). 

5.4.2. Semi-Eixos da Elipse 

Tem-se por (43), a elipse 

(50) 

e, par (44), os serni-eixos nas direcoes u1e u2' dados respectivamente por 

(51) 

obtendo-se, por (38), (41) e (47) 

SUI1= 2s12senacosa+sllcoS2a+s22 sen2a (52) 

') 2
SU22 = 2S12sen a cos a + S22 cos-a + Sl1 sen a (53) 

6.Exemplos Numericos 

1.	 A Fig.5 ilustra 0 problema bidimensional de obtencao da melhor estimativa da posi­
~ao de urn ponto ernissor a partir das observacoes das trajetorias 1,2 e 3, as quais es­
tao associadas aos seguintes desvios padrao: 
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• Trajet6rias 1 e 2: 24.7 

• Trajet6ria 3: 460.01134.9/23.0/0.0, para os casos a, b, c e d respectivamente 

Tem-se tambem que os deslocamentos associados as tres trajet6rias sao estatisticamente 
independentes. 

Conforme esperado, as estimativas, nos 3 casos, se situam sobre a bissetriz das trajet6­
rias 1 e 2, uma vez que estas apresentam 0 mesmo desvio padrao. Para urn desvio padrao 
da trajet6ria 3 relativamente elevado (460.0) - portanto com pouco conteiido de informa­
s;;ao, a estimativa coincide com 0 ponto de cruzamento das trajet6rias 1 e 2. Para os casos 
b, c, e d, a estimativa se aproxima da trajet6ria 3 a medida que diminui 0 desvio padrao 
desta trajetoria, ou seja, a medida que sua precisao aumenta, chegando a coincidir com a 
trajet6ria no caso de desvio padrao 0 - que representa certeza quanta ao posicionamento 
da trajet6ria sobre 0 ponto emissor. 

Me/her estimativo de 

100 

po~~ do ponto eminor 

o	 100 200 Xl 

Figura 5 - Estimativa da Posicao do Ponto Emissor 

II.	 A Fig.6 ilustra 0 caso bidimensional de obtencao da melhor estimativa da posicao de 
urn ponto emissor, bern como do dominio 6timo associado a uma probabilidade 
P =50% de acerto a partir das observacoes das trajet6rias 1 e 2 com os seguintes des­
vios padrao: 

• Trajet6ria 1: 12,56 e 1,256 para os casos a e b, respectivamente 

• Trajet6ria 2: 12,56 

---- ----------._--_.-.---- ­
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Conforme esperado, as estimativas, nos 2 casos coincidem com 0 ponto de cruzamento 
das trajet6rias. A elipse que delimita 0 dominio 6timo de acerto no caso (a) euma elipse 
alongada verticalmente, coerente com a angulacao aguda das trajet6rias e a simetria das 
mesmas, em lingula e desvio padrao, Na transicao para 0 caso b, a elipse diminue e prati­
camente se alinha sabre a trajet6ria 1, uma vez que seu desvio padrao se torna 10 vezes 
menor, au seja, a informacao se torna bern mais precisa que ada trajet6ria 2, concentran­
do em suas proximidades as maiores possibilidades de presenca do ponto emissor. 

Me/hor estimotiva de po~tio do ¢ etTissor: X if=( 25 /4',8 ) T 

~---a) /2,5 Probabilidade de 
} acerto: 50o~",4----bJ 1,25 

OJ 0"2 

a 10,6 60,2 

b 1,5 43,8 

=12,5 

Figura 6 - Melhor Estimativa e Area Otirna de Busca 

7.Compara~ao (om Resultados Anteriores 

Referente ao cas a bidimensional, [3] apresenta as resultados para a problema de 10­
calizacao - obtencao da melhor estimativa da posicao de um ponto emissor dadas as 
observacoes das trajet6rias de propagacao geradas pelo ponto - e para a problema de 
busca - obtencao do volume 6timo (de dimensao minima) - associado a uma determina­
da probabilidade de sucesso de busca. Tais resultados sao apresentados de forma nao ma-
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tricial e nao pennitem incorporar a correlacao, porventura existente, entre os desloca­
mentos aleat6rios das trajet6rias. 

Ainda para 0 caso bidimensional. [1] propicia uma formulacao matricial compacta para a 
resolucao do problema de Iocalizacao. Os resultados pennitern incorporar as correlacoes 
entre os deslocamentos aleat6rios das trajet6rias. 

o presente trabalho generaliza a solucao do problema de localizacao e 0 de busca ao caso 
m-dimensional. a partir de uma formulacao matricial mais geral. Como em [1], e possf­
vel incorporar as correlacoes entre os deslocamentos aleat6rios das trajet6rias. 

No que se refere ao problema de Iocalizacao, a particularizacao dos resultados ao caso bi­
dimensional recai na solucao obtida em [1]. A subsequente decornposicao da forma ma­
tricial resulta em [3]. 

Tambem para 0 problema de busca a particularizacao ao caso bidimensional e a sub­
sequente decomposicao da forma matricial resulta em [3]. 

No presente trabalho, assim como em [1] e [3], os desenvolvimentos se baseiam no crite­
1io de maxima verossimilhanca, 

8.Condusao 

Obteve-se, para 0 caso m-dimensional, a melhor estimativa da posicao de urn ponto 
emissor, dadas as observacoes das trajet6rias de propagacao geradas pelo ponto e supon­
do-se componentes de deslocamento gaussianas introduzidas a estas observacoes. 

A implementacao, dada numa formulacao analftica e matricial, pennite incorporar a cor­
relacao, porventura existente, entre os deslocamentos aleat6rios das trajetorias, a nivel 
de suas componentes ortogonais de deslocamento. 

A estimativa, 6tima segundo 0 criterio de Maxima Verossimilhanca, adequa-se melhor 
aos problemas que envolvem 0 conceito de autonomia de busca do que a estimativa 6ti­
rna segundo 0 criterio de minirnizacao do erro medio quadratico (m.e.m.q.jl'", tomando­
se, no caso gaussiano, 6tima tambem segundo esse criterio. 

Foram determinadas, para 0 caso m-dimensional, as densidades de probabilidade da po­
sicao do ponto emissor, assim como as volumes 6timos de detecao e busca associados as 
probabilidade (P) de presenca do ponto emissor (probabilidades de sucesso exigidas). 

Ficou evidenciada a irnportancia da forma geometrica da superffcie que delimita 0 volu­
me 6timo de busca, sendo em alguns casas mais preponderante que a dimensao do volu­
me em si. 

Os resultados obtidos aplicam-se diretamente aos seguintes problemas: 

I~ 

~I 
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•	 caso bidimensional: detecao, localizacao e busca a partir de sistemas MAGE 
(Medidas de Apoio a Guerra Eletr6nica) e Radiogoniometria. 

•	 caso tridimensional: detecao, localizacao e busca a plataformas ou objetos 
submersos acustica ou eletromagneticamente ativos. 

Uma vez que a formulacao inicial apresentada neste trabalho introduz os parametres de 
custo c probabilidade a priori, novos desenvolvimentos considerando 0 problema exten­
dido com tais parametros sao possiveis. 
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