Melhor Estimativa da Posictio de um Ponto Emissor no
Espaco M-Dimensional e Determinacdo dos Dominios
Otimos de Busca

Jack Baczynski

Implementa-se neste trabalho a solugao para a melhor estimativa da posi¢do de um ponto emissor no espa-
¢o m-dimensional, a partir das observagdes das trajetdrias de propagagfo - sujeitas a erro, geradas a partir
deste ponto. A solugfo, analitica e matricial, é desenvolvida a partir do Teste de Hip6teses de Mixima Ve-
rossimilhanca (THMV) quando se considera um campo continuo m-dimensional de hip6teses. Determi-
na-se ainda as densidades de probabilidade da posi¢do do ponto emissor em um espago m-dimensional,
bem como os volumes Gtimos de detecdo e busca associados as probabilidades (P) de acerto exigidas. Os
resultados finais aplicam-se diretamente aos problemas de dete¢io e localizacdo por sistemas MAGE e
Radiogoniometria assim como aos problemas de detecdo e busca a plataformas e objetos submersos actis-
tica ou eletromagneticamente ativos.

The best estimate of the position of an emitting point located in the m-dimensional space and conditional
to the observation of the emitting point's propagation trajectories - added to gaussian distortion, is obtai-
ned. The analvtical and matrix form solution developed is based on the implementation of the Maximum
Likelihood Hypotesis Testing as one considers a continous m-dimensional field of hipotesis. Refering to
the position of the emitting point in the m-dimensional space, gaussian conditional probability densities
are derived. The optimum detection/search domains are also implemented, as functions of the required
probabilities (P} of detection or success. The results directly apply to the radio direction finding problem,
electronic support measures (ESM) problem and search for submersed emitting objects.

1. Introducdo

Um problema cldssico na drea naval, particularmente nas aplica¢des militares, € o de lo-
calizag8o e busca de um ponto emissor no espago bidimensional, onde se observa as po-
sicdes das trajetdrias de propagacio geradas pelo ponto, as quais estdo agregadas compo-
nentes aleatérias de erro®,

Um exemplo sdo as Redes de Radiogoniometria cujas estacdes de rastreio procuram
“marcar” um ponto emissor - um navio ou plataforma transmitindo. Nesse caso, as
abservagoes *“ posi¢do da trajetdria de propagac@o” resultam da informago de dngulo de
marcagdo - agregada a erro - capturada por cada estac@io de rastreio de posi¢do precisa-
Tente conhecida®7. Outro exemplo sio os sistemas MAGE (Medidas de Apoio a
Guerra Eletronica).

J problema, considerando apenas o aspecto de localizacao, ¢ tratado também em [1],
>nde é apresentada uma solugdo matricial ao problema e onde € possivel a introdugdo das
:orrelagBes, porventura existentes, entre os deslocamentos aleatdrios das trajetdrias.
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Neste trabalho € feita uma generalizac¢do do problema de localizacdo e busca ao caso
m-dimensional, através de um novo tratamento matricial ¢ mantendo-se a abrangéncia
ao caso onde existam correlagdes entre os deslocamentos aleatorios das trajetdrias.

O problema de localizag&o se refere & obtengio da melhor estimativa da posic¢do do ponto
emissor dadas as observacdes das trajetorias de propagacao e € tomado, tanto em [1], [3]
e neste trabalho, com base no critério de maxima verossimilhanca.

O problema de busca refere-se a obtencao dos volumes 6timos de detecfio e busca, ou
seja, aquele que, para uma dada probabilidade de acerto assume dimensdo minima.

A Fig.1 ilustra o problema para o caso tridimensional onde o efeito das componentes
aleatdrias de erro € o deslocamento paralelo das trajetérias a partir de suas posigdes origi-
nais - que passam sobre o ponto emissor.

Os problemas de localizagdo e busca a plataformas e objetos submersos acistica ou ele-
tromagneticamente ativos caracterizam uma aplicacfo ao caso tridimensional.

Considera-se, na secdo 2, a solu¢iio do problema de escolha da melhor hip6tese, segundo
o Teste de Hip6teses de Maxima Verossimilhanga - THMV®®), para um campo conti-
nuo m-dimensional de hipéteses, a partir da observagio de uma varidvel aleatéria de na-
tureza genérica(l).

Na sec@o 3 considera-se o problema onde se observa as trajetorias de propagacio prove-
nientes de um ponto emissor localizado no espago m-dimensional (Fig. 1), sobre as quais
incidem componentes aleatérias gaussianas de deslocamento e obtém-se a solu¢@o anali-
tica e matricialpara a melhor estimativa da posi¢do do ponto emissor, segundo o THMV.
Implementa-se a seguir a particularizacfo ao caso bidimensional.

A se¢do 4 determina a densidade de probabilidade da posi¢o do ponto emissor em um
espago m-dimensional, bem como o volume 6timo de dete¢do e busca associado a2 uma
dada probabilidade (P) de acerto exigida.

2. Teste de Hipoteses de Maxima Verossimilhanca (THMV)

2.1. Conceituaciio

Seja v a varidvel aleatéria (v.a) correspondente a n observacdes realizadas, representada
pelo vetor

v=i...vo)T a

de dimensdo (n.s) x 1, onde cada v.a. v; = 1, ..., ntem dimensio s.




Seja {x} um conjunto infinito de hipdteses definido num espaco métrico m-dimensional

(R™). Definindo-se cada hipétese pela varidvel vetorial
p
T
x & (X1 ... Xm) 2)

deseja-se escolher aquela que mais possivelmente possa ter ocorrido a partir da observa-
ciovgdav.a. v.

O THMV®® consiste na identificacfio do grau de verossimilhanca de cada hipétese x
com as observagées(Q), o que € expresso pela densidade de probabilidade de v condicio-

nada a x, ou seja, Ple(le) . A hip6tese a ser escolhida € aquela que fornece a maxima ve-

rossimilhan¢a com as observagdes, ou seja,

x| max {Ple(le)} 3

para v= Vo.

A estimativa x*, determinada de acordo com o procedimento apresentado, ¢ denominada
de “melhor estimativa de x segundo o THMV™.

A expressdo (3) provém de uma formulagio mais geral de minimizagdo da fungdo de ris-
co de Bayes (ou custo total esperado)(z)’m dada por

< | masy {Cn (x) . Py ™™ ple(vm} (4)

onde a densidade a priori me(xm) corresponde & densidade de probabilidade de ocorrén-
cia da hipétese x de forma intrinseca ou sujeita ao conhecimento de outras informagdes
(M) que ndo aquelas relativas a v e onde o custo do erro C,,(x) traduz a criticidade da hip6-

tese X, ponderando as consequéncias de, tendo ocorrido a hipdtese x, ndo se ter decidido
por sua escolha.

2.2. Aplicacdo ao Caso Gaussiano

Para o caso em que, dada a hipétese x, as observagdes formam um vetor Gaussiano, tem-
seque

-m/2 172 _ w7 oy ’
Pu"™ = (2my ™ [V TP Vi 2 s)
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Vv é (V'l ...V

1]

v - Elvix] , (6)

EVix| = (v .. E{vnlx}f %

¢ onde a notacdo |Al indica o determinante da matriz A.

A v.a. Vv’ tem portanto média condicional nula e dimensfo (n.s.) x 1 e representaa v.a. de
erro emrelagdo d média E {le}.

A matriz covarincia V,,., de dimensdo (n.s) x (n.s), € dada por
i Ty
Vuix = E{(v - E{VIx}) . (v — Elvix}) " ]x]

= E{V'.V'T] x}

E{v’1.v’1r]x} ... E{V’] .V'E]XJ
= E{Viv]x}

Eviavii . EVaviR

@®)

onde

EVivix,i=1,..nj=1,..,n 9)

tem dimensio sxs.

Tem-se a partir de (3), (5), (6) e (8)




x* 1 ming {v'T . Vi . v} 10)

tomando-se V' = v — E{VIX} (11)
As expressdes (10) e (11) ddo, para o caso gaussiano, a estimativa de maxima verossimi-

lhancade x € R™, a partir da determinacéo da v.a. de erro v’

3. Estimativa de Maxima Verossimilhanca da Posicio de um Ponto Emissor

Considera-se 0 espago métrico (R™) caracterizado por um sistema cartesiano definido
por uma base vetorial (¢; ..., €,), onde se observa as trajetdrias de propagacdo v emiti-

das por um ponto emissor localizado num ponto genérico x desse espago.

Devido as componentes aleatérias de erro que incidem sobre as trajetdrias, seus cami-
nhos geométricos ndo passam necessariamente sobre o ponto emissor. Resulta, portanto,
um problema de natureza probabilistica, que € o da obtencio da melhor estimativa da po-
sicdo x deste ponto, a ser implementada através do Teste de Hipéteses de Maxima Veros-
similhanga (THMV) apresentado na se¢fo 2.

A Fig.1 ilustra, para o caso tridimensional, a configura¢do das componentes de erro de
deslocamento das trajetdrias de propagagdo e suas distribuigdes gaussianas, a partir da
suposi¢do do ponto emissor em x. Admite-se que a introdugdo da componente aleatdria
de erro resulta no deslocamento paralelo da reta de propagacao a partir de sua posi¢ao
original sobre o ponto emissor, em dire¢des ortogonais & dire¢do da trajetdria, segundo
uma distribui¢@o gaussiana com matriz covaridncia conhecida. Nos casos préticos. as es-
tagcdes rastreadoras encontram-se longe do ponto emissor, o que justifica o modelo de
deslocamento paralelo adotado. Tem-se ainda que av.a. de observagdes v;.i=1, ..., n, re-
fere-se a v.a. “posicdo da trajetéria de propagacdo i” e corresponde ao vetor tomado or-
togonalmente, a partir da reta de propagacdo 1 & origem do sistema cartesiano formado
pela base ortonormal {ei, v em} ou a outro ponto fixo qualquer que venha a ser escolhido

como referéncia. A v.a. de erro v'i(x), i=1...., ncorresponde ao vetor tomado ortogonal-

mente, a partir dareta de propagagdo i ao ponto x.

Expressas numa base ortogonal a diregdo da trajetoria, v; e v';(x) passam a ser completa-

mente definidos em m-1 dimensdes, uma vez que as componentes na direcdo da trajeté-
ria serdo, por contrucg@o, nulas. Portanto, s = m-1 informacdes escalares bastam para ca-
racterizar a “ trajetéria de propagagdo i” ou o erro de deslocamento.

As distribui¢des de v, condicionada a x, estdo centradas sobre a posi¢o da plataforma,
ou seja, existe simetria na introducdo das componentes aleatérias de erro. Portanto o con-

junto de valores E{Vilx}, i=1, ..., n, define um conjunto de n retas que passam sobre o

ponto emissor.
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Figura 1 - Variavel de Erro de Deslocamento v'(x) e Posicao da Trajetéria v




3.1. Determinaciio do Erro v'(x)

Obtém-se nesta sub-secdo o erro de deslocamento como fungdo de x, ou seja,
vV =V(x) = (V(X))g

Por inspecdo da Fig.2, uma determinada trajetéria observada i, no R™, é definida por um

T . N Lo
pontoq; = (q;,...q; | ©um vetor unitdrio de dire¢do r;, gerando o lugar geométrico
1 m

3

dado pork; r; + q;, k; real, i = 1, ..., n. O vetor cujo médulo corresponde a “ menor distdn-

oae C s . NS
cia” da trajetdria ao ponto (hipétese) x 4 (Xl xm) corresponde ao erro de desloca-

mento V'(X) e é expresso por

Vix)=kir+qi—x, i=1,..,n (12)

comk; tal que seja obedecida a condi¢io de ortogonalidade do erro v'(x) com a dire¢do r;,

ou seja, o Vi(x) = 0, o queresultaemk; = T(x — @). Portanto, o erro de deslocamento
J 1 1 q 1 ql

referente a trajetéria i, considerando-se a hipétese da plataforma em x e expresso na base
][el, em} como ilustrado na Fig.1, é dado por

Vi(x) = (i r;F—I) (x — qi), i=1,..,n (13)

3.2. Transformactio de Base para v'(x)

Tem-se, por construgo, que V';(x) € R™ e referido & base {el, em}, é ortogonal 2 dire-
¢do da trajetéria i. Desenvolve-se a expressdo de V'j(x) numa nova base ortogonal
{ui 1> = im-1) ,ri} e daf, por simples redugdo (uma vez que v’;(x) tem componente nula
na dire¢do r;), na base JLun, ui(mﬂl)}. Essa base caracteriza o subespaco de dimensao
(m-1), onde selocaliza o vetor erro v'(x). A Fig.1 ilustra estes subespagos para o caso tri-
dimensional.

A exceciio do caso bidimensional (x € R?), vérias bases ortogonais podem ser arbitra-
das. Ndo hd maiores preocupagdes quanto a sua escolha, caso as varincias das projecdes
do vetor de erro v';(x) em qualquer dire¢o do seu dominio sejam iguais. Caso haja ou se

N e

deseje introduzir distingdo entre as variancias destas projecdes (ou seja, quanto a “elasti-
cidade™ no deslocamento da trajetéria) conforme a dire¢do tomada, a base deverd ser
convenientemente arbitrada e associadas as variancias compativeis.
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Figura 2 - Erro de Deslocamento v'(x)
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Seja V'i{(x) A v’il(x) V’im(x) expresso na base {e,..,e,} do R"e seji
{uq, s Uj(m_1) 1;} uma nova base ortonormal desse espago. Tem-se que V'(X), express

nessanova base, € dado por
ly, 4 (1v’il(x) 1V’im(x)jT
tal que
Vi) = A7 Vi), (14

Aj= (U1 ... Uiim-1), 1i), dimmx m 5
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Sabendo-se que, por construgdo, a componente de erro € nula na diregdo r;, ou seja,

1\/’i (x) = 0, pode-se expressar o vetor erro no subespaco de dimenséo (m-1) formado
m

pelabase {u;y, ..., W, 1)}, tendo-se entéo

T

Vix) A (2\)’1,()(), zv’im_l(x)J

=T.WVix) =T. AT Vi(x), dim (m-1) x 1, (16)
1 0 0
T2 , dim (m-1) x m
0 1 0
a7
Substituindo-se (13) em (16), tem-se
2v’i(x) = T.Ai_l(rir}r—l).x -T Ai_l(ririT—I) Qi,i=1,.,0n (18)
¢, portanto, o erro de deslocamento referido as n trajetdrias € dado por
2 A (2 T
V(x) & (-w (%) ... 2v'n(x)j =Qx+D (19)
onde
TAT (tird -1
Q= dim n.(m-1) X m
TAY (tars =1y (20)
e
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-T AII (ri riT - I}u
D= dim n.(m-1)x 1

_T A} (rn i I)qn 1)

3.3. Determinaciio de x

Substituindo-se V'(x) por 2v’(x) em (10) resulta que
x* | ming (®(x)} (22)
com a fun¢io ®(x) dada por

D) 2 VET. Vi VE) = (Qx+ D). Vol . (Qx +D) =

=x"Sx+2x'B+C (23)
onde
s 4 of'val o, dimm x m (24)
B 2 QTval, D, dimmx 1 (25)
c2 pTv3l, b, dim1x1 (26)

A matriz covariancia V, | tem dimensdo n(m-1)x n(m-1), sendo dada conforme (8) e
“Vix

(9). Considerando-se um par de trajetdrias i e j, tem-se o termo em (8) dado por

( ’ ’ 1
Elzvi.va-T]xF




E{zvil 2‘Vj } E{z\/i] 2ij—1}
= s dim (m-1)x(m-1)

2 2, | 2 2
E‘I Vim—l VJJ E{ Vim—l ij_l}

@7

Caso os erros de deslocamento associados as trajetdrias de propagacdo sejam vetores
descorrelatados entre si, o termo em (27) é matriz zero parai # j. O termo em (27) com
i=j, representa a matriz covaridncia associada ao erro de deslocamento da trajetéria i.
Neste caso, a ocorréncia de uma matriz diagonal significa que as v.as. de deslocamento
da trajetdria i em cada dire¢do LREER sdo descorrelatadas entre si. Os termos da dia-

gonal sendo iguais, indica uniformidade em termos de “‘elasticidade” de movimentacdo
em qualquer dire¢do. Sendo diferentes, as diregdes u; , ..., u;  ditardo o comportamento
t m—1

“ndo circular” em termos de probabilidade de deslocamento. Ressalte-se que, como o
erro de deslocamento associado a uma dada trajetdria é suposto estatisticamente inde-
pendente da posigdo do ponto emissor, os termos em (27), e portanto as matrizes V, .

VixX

s@o também independentes de x.

A minimizacdo de ®(x), dada em (23), é obtida considerando-se a condicao de gradiente
zero que, no caso quadratico sem restri¢oes, ¢ uma condigdo suficiente a obten¢io do mi-
nimo globa1[6]. Tem-se entdo que

AD(x")=2Sx"+2B=0 (28)
que resultaem
x'=—S7'B (29)

A expressdo (29) fornece a estimativa de mdxima verossimilhanc¢a da posi¢do do ponto
emissor no espago m-dimensional, a partir do conhecimento (determinagéo analitica)
das trajetérias de propagacio emitidas pelo ponto emissor neste espago.
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?.4. Particularizactio para o Caso Bidimensional

Fem-se, conforme a Fig.3, a trajetéria i dada pelo ponto g; £ (qil i qiij e pelodngulo 6,

. . . - L T
omado trigonometricamente, ficando definida a dire¢do r;=(cos 6;sen §;) , onde
=1.

E

A base ortogonal ar; gera o subespago de dimenséo 1 dado por luil}. Tendo-se r,»T Uy = 0

1

AR

i | = 1, resulta
1

T
uj, = (sen B — cos 6)

\— Trajetoria observada
}
~__6rro 5,— (x)

//H/ X
t2) oo [ cos

i - sen 5,’

O;
— ’

tl X1

Figura 3 - Erro de Deslocamento: Caso Bidimensional

Substituindo-se A; = (ui] ri)e T=(10)em (20) e (21) tem-se




—senB; cos B
Q= . ,dimnx?2

—sen By cos 6y 30)

qi1,sen 61 — qi,cos 61
D= . ,dimnx 1

qmsen 8 — gn,cos B (31)

e V, de dimensio n X n, cujos elementos, escalares, sdo dados por

vix

A 2.
Tais resultados coincidem com os desenvolvimentos em (1), especificos ao caso bidi-
mensional.

4. Densidade de Probabilidade du Posiciio de um Ponto Emissor

A densidade de probabilidade PX|V(X'V) da posi¢éo de um ponto emissor x no R™, condi-

cionada 2 observacdo das trajetdrias de propagacio a ele associadas, pode ser expressa
por

&) _ PX) 5 v
P =—P
xlv Py (X) Vix ( 3 2)

onde wa(V'X) ¢ dada por (5) e (23).

Considerando-se a densidade de probabilidade intrinseca da posi¢do da plataforma,
P,(x), uniforme em todo dominio de x, tem-se

Py =k Pyx ™™, onde k néio depende de x 33)

Substituindo-se (5) € (23) em (33) e tendo-se V,,, € C invariantes com x € a integral de

P, igual a 1 sobre o dominio de x, resulta
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! - Loy
PX|V(X|V) =———————¢ 2 7,
ery™ s 12 (34)

Dox)=x' Sx+2x  B+BTS!'B=x+S"'B)T Sx+S7' B) (35)

com S e B dados em (24) e (25) respectivamente.

5. Superficies de Isoprobabilidade e Dominios Otimos de Acerto

Igualando-se (35) auma constante, resulta

xLSx+2x' B=k (36)

que representam superficies elipticas de isoprobabilidade no R™ com centro em

x*=~87! B. Essas superficies, homotéticas a partir desse centro, delimitam os domi-
nios 6timos associados as probabilidades (P) exigidas de “presenca do ponto emissor”
ou “sucesso de dete¢iio ou busca” (a Fig.4 ilustra o caso bidimensional).

5.1. Base Coincidente com os Eixos da Superficie Eliptica e Translactio da Origem para —s7'p
Sejaopontox & (X[s oo X )T definidonabase {ey, ..., e, } € {uy, ..., u, } abase ortogo-

nal coincidente com os eixos da superficie elipitica definida em (36). Tem-se que x, ex-
presso nessa nova base e procedendo-se a translacdo da origem dos eixos para

x* =—87B, é dado por
x=Ra' (x+S7!B), 37
Ry & (u1 ... um), dim m X m (38)
Por (37), as expressdes (34) e (35) resultam em

1
Py vV = ! e 3 Pulx)

em™ s 12 39)

Dy(Xu) 4 XE Su Xu (40)




/ Xuy

{e; } ——RLl—v{u,-}

Rotagao « ' dim 2

Area étima de
busca

Curvas de
isoprobabilidade * _1
X=-85"8B
Methor estimativa da
posicGo do ponto emissor
kK, ou
y = matriz diagonal
/

a ,0dz . Semi - eixos da elipse na direcdo uy , up

-—

o
€, XI

Figura 4 - Curvas de Isoprobabilidade
Sy & RE S Ru, dimm x m 41)

Para que {u,, ..., u,} seja coincidente com os eixos das superficies elipticas, S, deverd

ser matriz diagonal, ou seja

Su= (Suii) € tal que su;=0,1%#] “2)

Portanto {u;. ..., u,} deverd ser tal de forma a satisfazer (42) e a condi¢fo de ortogonali-
dade.

As expressdes (34)/(35) ou (39)/(40), analiticamente realizdveis, fornecem a densidade
de probabilidade de x ou x,, condicionada ao conjunto de observagdes.
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5.2. Semi-Eixos da Superficie Eliptica

gualando-se (40) a uma constante ¢ sabendo-se que S, € matriz diagonal, obtém-se, no
ovo referencial {uy, ..., uy} definido em 5.1, a equagdo das superficies de isoprobabili-

fade
m

xg Suxu= Z Suj; X:‘;j =k
j=1 (43)

Tomando-se em (43) x, =(0 ... X ... O)T, obtém-se o semi-eixo da superficie eliptica
J

de constante k, na direcio u;

=5y Lj=1 ..m (44)

5.3. Dominios Otimos de Acerto e Probabilidades Associadas

A integral de (34) ou (39), no dominio inscrito a uma superficie eliptica de isoprobabili-
dade de constante k, resulta numa probabilidade de presenca do ponto emissor (prob-
abilidade de acerto ou sucesso de detecdo ou busca).

P=1-¢¥? (45)

Inversamente, o dominio 6timo (do R™) associado a P € aquele inscrito & superficie elip-
ticadada em (36) ou (43). de constante k tal que:

k = -2In(1-P) (46)

5.4 - Particularizactio ao Caso Bidimensional
5.4.1. Base Coincidente com os Eixos da Elipse

Pode-se expressar a nova base ortogonal {u;, u,} em fungdo do pardmetro o (que corres-
ponde ac dngulo de rotagio dos eixos cartesianos no sentido trigonométrico), tendo-se
u; =(cos sen OL)Teu2 =(~sen O cos OL)T. Definindo-se

58
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S Sit S12
Si2 S22 47)
tem-se, por (38) e (41)

Suy = SEN 0. COS O (822 — 511) — (senza — coszoc)slz 48)

Para que haja coincidéncia da nova base com os semi-eixos da elipse (Fig.4) deve-se ter,
conforme (42), sup = (), que, por (48), resulta em

tg 200=~2s12/(s22 — 811) 49)
tendo-se S conforme (24).
5.4.2. Semi-Eixos da Elipse
Tem-se por (43), a elipse
Suyy Xlzln + Suxp X1212 =k (50)

e, por (44), os semi-eixos nas dire¢des u € u,, dados respectivamente por
aj=Vk/sq;, € az= \/k—/\sg (51)
obtendo-se, por (38), (41) e (47)

Su;y = 2512 $€N 0, COS 0L+ §11 COS~0L + 822 sen’el (52)

2
Sup» = 2812 SEN 0L COS O + 522 COS“0L+ 1] sen>0, (53)

6. Exemplos Numéricos

I. A Fig.5ilustra o problema bidimensional de obtencio da melhor estimativa da posi-
¢do de um ponto emissor a partir das observacdes das trajetdrias 1,2 e 3, as quais es-
tdo associadas aos seguintes desvios padrio:
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® Trajetérias 1 e2:24.7

® Trajetoria 3: 460.01/34.9/23.0/0.0, para os casos a, b, ¢ e d respectivamente

Tem-se também que os deslocamentos associados as tres trajetdrias sdo estatisticamente
independentes.

Conforme esperado, as estimativas, nos 3 casos, se situam sobre a bissetriz das trajeté-
rias | e 2, uma vez que estas apresentam o mesmo desvio padrio. Para um desvio padrdo
da trajetoria 3 relativamente elevado (460.0) - portanto com pouco contetido de informa-
¢do, a estimativa coincide com o ponto de cruzamento das trajetdrias 1 e 2. Para os casos
b, ¢, e d, a estimativa se aproxima da trajetéria 3 a medida que diminui o desvio padrdo
desta trajetéria, ou seja, & medida que sua precisdo aumenta, chegando a coincidir com a
trajetéria no caso de desvio padrdo O - que representa certeza quanto ao posicionamento
da trajetdria sobre o ponto emissor.

XzT
100 -
estimativa de posicdo do ponto emissar
50 @ , /
S~ _Trajetria de propagagdo
pr L/ 0"2 =24,7
0y 24,7
, »
0 100 200 x;

Figura 5 - Estimativa da Posi¢&o do Ponto Emissor

II. A Fig.6ilustra o caso bidimensional de obtencdo da melhor estimativa da posigio de
um ponto emissor, bem como do dominio étimo associado a uma probabilidade
P =50% de acerto a partir das observagdes das trajetérias 1 e 2 com os seguintes des-
vios padrdo:

® Trajetéria 1: 12,56 € 1,256 para os casos a e b, respectivamente

® Trajetéria2: 12,56




Conforme esperado, as estimativas, nos 2 casos coincidern com o ponto de cruzamento
das trajetérias. A elipse que delimita o dominio 6timo de acerto no caso (a) ¢ uma elipse
alongada verticalmente, coerente com a angulagio aguda das trajetorias e a simetria das
mesmas, em dngulo e desvio padro. Na transi¢do para o caso b, a elipse diminue e prati-
camente se alinha sobre a trajetéria 1, uma vez que seu desvio padrio se torna 10 vezes
menor, ou seja, a informacio se torna bem mais precisa que a da trajetdria 2, concentran-
do em suas proximidades as maiores possibilidades de presenga do ponto emissor.

NN

2

4
>

Melhor estimativa de posicdo do pte emissor : X *-(25 l4l,8)T

a) 0,/ 12,5 Probabilidade de
b) q; - .25 acerto: 50%
»

2,
4

A\

\ N
W

N

141,8 —

a | 10,6 | 60,2
b 1,5‘43,8

Figura 6 - Melhor Estimativa e Area Otima de Busca

7. Comparacto com Resultados Anteriores

Referente ao caso bidimensional, [3] apresenta os resultados para o problema de lo-
calizacdo - obtenc¢do da melhor estimativa da posi¢do de um ponto emissor dadas as
observacgoes das trajetdrias de propagacdo geradas pelo ponto - e para o problema de
busca - obtenc¢io do volume 6timo (de dimensZo minima) - associado a uma determina-
daprobabilidade de sucesso de busca. Tais resultados sdo apresentados de forma ndo ma-
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tricial e ndo permitem incorporar a correlagdo, porventura existente, entre os desloca-
mentos aleatorios das trajetdrias.

Ainda para o caso bidimensional, [1] propicia uma formulag¢&o matricial compacta para a
resolucao do problema de localizacdo. Os resultados permitem incorporar as correlagdes
entre 0s deslocamentos aleatérios das trajetorias.

O presente trabalho generaliza a solugéo do problema de localizagdo e o de busca ao caso
m-dimensional, a partir de uma formulagdo matricial mais geral. Como em [1], é possi-
vel incorporar as correlagdes entre os deslocamentos aleatdrios das trajetérias.

No que se refere ao problema de localizacio, a particularizagdo dos resultados ao caso bi-
dimensional recai na solucéo obtida em [1]. A subsequente decomposi¢io da forma ma-
tricial resulta em [3].

Também para o problema de busca a particularizagéio ao caso bidimensional e a sub-
sequente decomposicdo da forma matricial resultaem [3].

No presente trabalho, assim como em [1] e [3], os desenvolvimentos se baseiam no crité-
rio de maxima verossimilhanca.

8. Condlusdo

Obteve-se, para o caso m-dimensional, a melhor estimativa da posi¢do de um ponto
emissor, dadas as observacdes das trajetdrias de propagagio geradas pelo ponto e supon-
do-se componentes de deslocamento gaussianas introduzidas a estas observacdes.

A implementagdo, dada numa formulagio analitica e matricial, permite incorporar a cor-
relacdo, porventura existente, entre os deslocamentos aleatdrios das trajetdrias, a nivel
de suas componentes ortogonais de deslocamento.

A estimativa, 6tima segundo o critério de Maxima Verossimilhanca, adequa-se melhor
aos problemas que envolvem o conceito de autonomia de busca do que a estimativa 6ti-
ma segundo o critério de minimizac&o do erro médio quadritico (m.e.m.q.)(S), tornando-
se, no caso gaussiano, 6tima também segundo esse critério.

Foram determinadas, para o caso m-dimensional, as densidades de probabilidade da po-
si¢cdo do ponto emissor, assim como os volumes Stimos de dete¢do e busca associados as
probabilidade (P) de presenca do ponto emissor (probabilidades de sucesso exigidas).

Ficou evidenciada a importancia da forma geométrica da superficie que delimita o volu-
me 6timo de busca, sendo em alguns casos mais preponderante que a dimenséo do volu-
me em si.

Os resultados obtidos aplicam-se diretamente aos seguintes problemas:




® caso bidimensional: dete¢fio, localizacdio e busca a partir de sistemas MAGE
(Medidas de Apoio a Guerra Eletronica) e Radiogoniometria.

® caso tridimensional: detecfo, localizagio e busca a plataformas ou objetos
submersos acistica ou eletromagneticamente ativos.

Uma vez que a formulagdo inicial apresentada neste trabalho introduz os pardmetros dc

custo ¢ probabilidade a priori, novos desenvolvimentos considerando o problema exten-
dido com tais pardmetros sio possiveis.
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