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Neste trabalho & apresentado um procedimento via programagdo matemdtica, em diregdo a uma
sistematizagdo do problema de determinagdo de cddigos convolucionais 6timos, especificamente
aqueles pertencentes & classe de memdria unitaria. Este procedimento utiliza técnicas tfpicas de
equivaléncia e redugdo de problemas, comumente empregadas na anélise de complexidade e
intratabilidade, e culmina com o estabelecimento de dois problemas de otimizagdo, um de selegdo
e outro de alocag&o de recursos. A solug8o destes problemas consiste na determinagéo dos tipos
de colunas das submatrizes geradoras bem como na sua ordengdo cometa. Por fim, sdo
apresentados novos cédigos convolucionais de memdria unitdria, obtidos através deste novo

procedimento.

1. Introducgao

Q problema de determinagdo de cddigos convolucionais étimos a partir de

propriedades algébricas ou modelos mateméticos advém desde a proposta,
feita por Elias [1] em 1955, desta classe de cddigos. Um passo importante
nesta diregéo foi dado por Viterbi [2] em 1967, quando do estabelecimento do
algoritmo que hoje leva o seu nome que, posteriormente, provou-se ser
equivalente A& aplicagdo da programagao dindmica ao problema de
decodificacdo por maxima verossimilhanca. No ano seguinte, Odenwalder [3]
foi o primeiro que efetivamente apresentou cddigos convolucionais segundo o
algoritmo apresentado em [2]. Desde entdo, muitos pesquisadores tém
apresentado novos cddigos convolucionais através de algoritmos que séo
aprimoramentos da adaptacdo do algoritmo de Viterbi & selegdo do cddigo
6timo, via busca exaustiva das matrizes geradoras. Deniro desta categoria
encontramos os algoritmos propostos por Larsen [4], Paaske [5], Johannesson
e Paaske [6], Massey e Costello [7] e Daut et alli [8].
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Um novo avanco foi dado por Lee [9] em 1976, quando da proposta de cédigos
convolucionais de memgria unitaria. Embora nao apresentando uma estrutura
algébrica equivalente aos cddigos de bloco, a conexdo foi feita
considerando-se a truncagem do cddigo convolucional com relagéo ao primeiro
comprimento de restricdo, dando origem a um cédigo de bloco equivalente.
Mostrou-se que todos os cddigos convolucionais podem ser enquadrados na
classe dos cédigos convolucionais de memgria unitéria, 0 que garante que os
cddigos 6timos encontrados nesta categoria, em relagdo a capacidade de
corregdo de erros, ndo sdo inferiores aos pertencentes a outras categorias.
Além disto, Lee mostrou que o uso de memdria unitéria (que, de certo modo, é
equivalente a se operar em bytes ao invés de bits) permite melhorar
sensivelmente a capacidade de corre¢cdo dos cddigos convolucionais, sem
aumentar a complexidade na decodificagao pelo algoritmo de Viterbi.

Entretanto, em 1983, uma proposta de equivaléncia do problema de
determinagéo de cédigos convolucionais com o problema de méximo fluxo em
redes, apresentada em [10], possibilitou a introducdo de novas técnicas com
estrutura matemética objetivando a sistematizagdo da resolugao do problema
em questdo. Como resultado, uma quantidade considerdvel de novos codigos
convolucionais foi apresentada. No entanto, tais cogdigos estao restritos a um
comprimento de restricao igual a 10 para taxas 1/n e até 5 para taxa b/n (2 <b
<5).

A principal contribuicdo deste trabalho é a apresentagdo de uma formulagéo
matemética do problema de determinagdo de cddigos convolucionais 6timos,
até entdo inexistente. Desta forma procuramos estender de forma consistente
as idéias e resultados apresentados em [9] e [10], adaptados para cédigos
convolucionais de memdria unitdria. E definido um novo procedimento,
idealizado a partir de processos de equivaléncia e redugao do problema, que
conduz & sua decomposigdo em dois subproblemas de otimizagzo, a saber, um
de selecdo e um de alocagdo de recursos. Como resultado, temos a
capacidade de obter novos cddigos convolucionais binarios de memdria
unitaria étimos.

Na Segéo 2, os processos de equivaléncia e redugdo sao apresentados. Na
Secdo 3, demonstra-se como o problema original pode ser decomposto e é
descrita a correspondente formulagdo matemdtica. Na Sec¢éo 4, mostra-se a
resolugdo do primeiro subproblema (selecdo) e, na Segéo 5, a resolugdo do
segundo  subproblema (alocagdo). Os resultados computacionais
correspondentes séo apresentados na Segéo 6.




2. Equivaléncia e Reducdo

Em geral, a solu¢ao de problemas complexos passa por uma caracterizagao de
equivaléncia, seguida por um processo de redugéo. Este procedimento tem por
objetivo buscar uma solu¢éo do problema original via equivaléncia, uma vez
que o problema reduzido dispbe de uma estrutura matematica bem definida.
Este procedimento foi utilizado em [10] com o objetivo de sistematizar a
determinagdo de cddigos convolucionais especificos, bem como classes de
cbdigos convolucionais invariantes e variantes no tempo, pois a falta de uma
estrutura algébrica acarreta dificuldades substanciais na resolugdo deste
problema. Vdrios algoritmos foram propostos ao longo dos Ultimos 18 anos,
objetivando fornecer cédigos convolucionais étimos segundo alguns critérios
convenientes, principalmente a maximizagdo da distancia livre, que ¢ bastante
préxima da maximizacao da capacidade de corregdo. Porém, a complexidade
inerente ao problema ndo permitiu ainda uma solugéo fechada.

O codificador convolucional pode ser visto como uma mdquina de estados
finitos. Sua representacdo matematica é dada pela quintupla (S, |, G, p, q),
onde S ¢ o conjunto de estados; | é o conjunto de entradas; O é o conjunto de
safdas; p: IxXS — S e q: xS —» O séo fungbes que determinam a transicéo de -
estado e salda, respectivamente. Nesta secdo estaremos interessados em
focalizar a atencio nos processos de equivaléncia e redu¢cao mencionados. A
equivaléncia do problema de determinagao de um cdédigo convolucional
especifico com o problema de determinagdo do fluxo méximo em redes
depende fortemente da conjetura a ser apresentada. Antes, porém, de
estabelecé-la, iremos, através de um exemplo, explicitar esta equivaléncia.
Caracterizaremos um cddigo convolucional através da tripla (n,b,m), onde n é o
comprimento da palavra c6digo ramo, b ¢ o comprimento dos dados de entrada
e m é o nimero de memdrias. Tal cddigo tem taxa r = b/n. A Fig. 1 (a) mostra

Uk — dados de entrada ab — estado ab
vk — salda codificada xy — bits da salda codificada

Figura 1. Representagdes de um codificacor convolucional.
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a representagdo esquemética de um codificador binério com par@metros m = 2
er = 1/2. Na mesma figura temos os correspondentes diagrama de estados (b)
e diagrama de estados particionado (c).

Note que, a partir da Fig. 1(c), podemos iniciar o processo de equivaléncia
fazendo as associagbes entre as varidveis dos problemas equivalentes
apresentadas na Tabela 1.

(@ diagrama de estados <« » rede de fluxos
particionado capacitada

(b)  peso de Hamming da palavra «—— » fluxo entre os nés
gerada na transicao i, j ie]

(wjj) (xij)

(c) soma dos pesos das palavras <«———» fluxo total entrando e

entrando € saindo de cada estado saindo de cada né
(d) distancia livre do cédigo «——» maximo fluxo na rede
dfree @

Tabela 1. Equivaléncia de problemas.

A associagcdo (c) nada mais ¢ do que a constatagdo da propriedade de
conservacdo de fluxo, enquanto que a associagdo (d) & o critério de
otimalidade a ser utilizado. Como a distancia livre do cddigo é o fator
considerado mais importante para minimizar a probabilidade de erro na
decodificagdo [2], a maximizagdo deste parametro ¢ usada para definir a
otimalidade do codificador.

Como o codificador convolucional ¢ um sistema linear discreto no tempo (para
simplificar, supomos também invariante no tempo), o diagrama de estados
pode ser utilizado para a obtencdo das equagdes de estado e de salda do
sistema linear associado. Representando por S (k) o vetor de estados (nds
intermedidrios); por i (k) o vetor de entrada; por o (k) o vetor de salda; por P
e Q as matrizes de transicdo de estado; e finalmente por R e S as matrizes de
formagéao da saida, resultam as equagdes de estado e de salda

sk+)=Psk +Qi(k (1)

okl =Rsk +85iK )




Para um codificador bindrio de meméria unitéria, por exemplo, temos a matriz
P nula, Q igual & identidade, S = Gg e R = G1, onde Gg e G1 sdo matrizes
binérias e as operacbes em (1) e (2) sdo definidas em GF(2). Veremos melhor
esta classe de cddigos posteriormente.

A matriz P é a matriz de transicdo incorporando apenas os estados
intermedidrios do diagrama de estados particionado. Chamaremos de A a
matriz de transigdo aumentada, que difere de P pela inclusédo dos estados
mncnal e final e chamaremos de §j; aos elementos de A. Sejam ainda Li (A) e

(A) os valores resultantes do produto dos elementos da i-ésima linha e
J—éSlma coluna de A, isto &

(e}

Li(A =1 g
j=1

.9
Ci(A =1 §j

onde g & o nlimero de estados.

A descricdo da rede de fluxo pode assim ser realizada. Seja G = (N, R) um
grafo direcionado onde N é um conjunto finito de elementos denominados nds
ou estados, isto €, N = {1, 2, ..., g} e R um conjunto também finito de pares
ordenados (i, j) denominados ramos. isto €, R = { (i, j) : i, j & N }. Seja a
capacidade cjj do conjunto N, os elementos 1 e g serdo designados
respectivamente nds origem e destino e os demais elementos serdo
designados por nds intermedidrios.

Seja xjj (0 <Xjj <c;jj) o fluxo do ramo capacitado (| j) do grafo G. A descrigao
matemétlca da conservagao dos fluxos numa rede é dada por

J -p, e =1
;- Xj— I Xk = 0,sej* 1ej#g (3
! K ¢, sej=g

A interpretagdo de (3) pode ser resumida conforme descrito a seguir. Se j = 1,
entdo o primeiro somatdrio & zero pois ndo existem fluxos de ramo chegando
ao nd 1 e o segundo somatério fornece a soma de todos os fluxos saindo do
né 1. Se j = g, sb teremos o primeiro somatdrio visto que o segundo fornece a
soma de todos os fluxos de ramo saindo do destino e esta soma ¢ igual a zero.
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Por outro lado, se | #1 e j #* g, entdo ambos os somatdrios resultam no
mesmo valor de fluxo total saindo ou entrando em cada né da rede. Quando
isto acontece, diz-se que a rede ¢ limitada e balanceada.

A afirmagéo feita acima para os casos j = 1 e ] = g, de que o somatdrio dos
fluxos de ramo iguala ao maximo fluxo da rede, estd baseada no Teorema de
Maximo Fluxo — Minimo Corte [13] que, por sua vez, estabelece que o fluxo
maximo em uma rede é igual a soma dos fluxos nos ramos pertencentes ao
minimo conjunto de corte.

Com esses elementos em maos podemos estabelecer a seguinte conjetura
[(10].

Conjetura

Se existir um codificador convolucional invariante no tempo ndo sistematico
com pardmetros m e r = b/n tal que

Li(A) =Cj(A) =D® paratodoi,je N
(onde D é a fungdo de Bhattacharyya) entao o cddigo é dito étimo.

Dessa forma, a determinagdo dos cédigos convolucionais &timos ndo
sistematicos e especificos pode ser caracterizada como um problema de fluxo
maximo em redes. Uma vez que a conjetura é assumida verdadeira, o primeiro
passo na solucdo do problema sera a determinagao do fluxo méximo como
fungéo dos parametros do cédigo. Assim, temos o teorema que se segue [11].

Teorema 1

O fluxo méximo para cédigos convolucionais ndo sistematicos, especificos e
invariantes no tempo sobre GF(2), com memdria m e taxa r = b/n, é dado por

(p=n2b'1

A redugéo do problema original passa a ser descrita matematicamente como
uma rede onde todos os fluxos satisfazem 3s condi¢Ges de otimalidade do
problema P4, sendo wjj 0 peso de Hamming do ramo (i, j):




P1 Maximizar I ajj

jeQ
sujeito a
“p,sej=1
I wj— I o= 10sej*lej*g
i K
¢,s€j=g
OSWij Scij

onde 2 ¢ o conjunto de nés intermedidrios.

Esta redugdo é caracteristica de problemas combinatoriais que, sob certas
condi¢gdes, podem ser facilmente solucionados. No caso mais geral, este
problema combinatorial (“shortest weight-constrained path”) ¢ do tipo
NP-completo, sendo do tipo P (polinomial) se, ao truncarmos a trelica em k
intervalos de tempo, todas as comparagbes entre pares de palavras cédigo
resultantes apresentarem o mesmo peso ou todos os comprimentos forem
iguais. Entretanto, podemos aplicar o processo de redugdo através do
estabelecimento de alguns pardmetros que excluirdo, numa primeira
aproximagao, um grande ntmero de solugdes factiveis. Um desses pardmetros
¢ a distancia minima do cédigo. Dessa forma, temos o seguinte teorema [11].

Teorema 2

Para qualquer cédigo convolucional sobre o GF(q) com memdria m, taxar
= b/n e mdc (b,n) = 1, a distancia minima & limitada superiormente por:

Caso 1: b = 1 e g = 2 (conjunto de corte unitario)

dmin < [S5— [ +me

2-1

Caso 2: a) b > 2 e g um primo ou poténcia de um primo;
b) b = 1 e g um primo impar ou poténcia de um primo (conjunto
de corte arbitrério)
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pr-1
dmin < q* m ¢
q -1

* . . ags . . . . .
onde p ¢ o inteiro positivo que minimiza o termo & direita em cada uma das
inequagdes acima.

E interessante comentar que o Teorema 2 estabelece um conjunto de solugdes
bastante reduzido de P4. Notamos também que, em geral, a distancia minima,
dmin, iguala-se & distancia livre, dfrgg, dos cddigos convolucionais 6timos. Isto
é, a menor distancia minima dos cddigos convolucionais 6timos é alcancada ja
no primeiro comprimento de restrigdo (m+1 janelas de tempo na trelica).

Uma vez que a equivaléncia e reducdo ficaram estabelecidas, nosso prdximo
objetivo € explorar o emprego das técnicas de programagdo matemética no
encaminhamento do algoritmo a ser proposto nas se¢des que se seguem. Es-
taremos voltados para a classe dos cddigos convolucionais de memdria unité-
ria (que abreviaremos para CCMU), pois a mesma apresenta a propriedade
surpreendente de que, para uma determinada multiplicidade de taxa, a distan-
cia livre deste céd go pode ser superior & distancia livre de qualquer outra clas-
se de cddigos convolucionais conhecidos [9] e [12].

Antes de passarmos efetivamente para a formulagdo do problema, definiremos
cédigo de memdria unitdria como aquele que satisfaz a seguinte relagéo:

Yk = Go k(P Gy uk-1

onde uk = (Ukq, UKD, « » Ukb)s Yk = (Yk1Yk2s = » Ykn)s kK < O; com ug = O para
k < 0, séo vetores bindrios; Gg e G1 séo as submatrizes da matriz geradora; uk
representa um bloco de b digitos de informagéo a serem codificados no instan-
te k; yk representa a comespondente palavra cédigo-ramo, de comprimento n,
gerada no instante k e(¥)representa a adicdo em GF(2) (bindrio). Nota-se que
0 c6digo é chamado de memdria unitdria porque apenas a informagao relativa
a um periodo anterior (que pode conter vdrios digitos) é armazenda. Pode-se
mostrar facilmente [9] que um.codificador com varias memdrias em série pode
ser transformado, através do uso das memdrias em paralelo, em um codifica-
dor de memdria unitdria. Para isto basta caracterizar as matrizes Gg e G1, do
CCMU, como sendo ac matrizes com dimensao (bm) x (nm) formadas a partir
das matrizes bxn do cddigo convolucional original. A transformacé&o inversa, is-
to ¢, do CCMU para um cddigo convolucional com meméria m > 1 nem sem-
pre ¢ possfvel. Em conseqliéncia, pode-se afirmar que os cddigos de memdria
multipla formam um subconjunto da classe dos cédigos de memdria unitéria.




3. Resolucao por Programacao Matematica

A andiise das caracteristicas de um CCMU através do diagrama de transicao
de estado é bastante facilitada porque este diagrama contém toda a informa-
¢a0 necessdrja para se avaliar o desempenho do cédigo. Assim, o uso desta
representac@o € interessante quando sdo dadas as matrizes geradoras e se
deseja avaliar a capacidade de corre¢do do cddigo corespondente, o que ocor-
re quando se procura determinar cédigos Otimos através de algoritmos de
enumeracgéo extensiva (implicita ou explicita) das matrizes geradoras. Contudo,
estes algoritmos de enumeragdo extensiva tém sua aplicagao limitada pelo
crescimento exponencial das dimensdes do problema. Uma altemativa é usar
algoritmos heurfsticos que procuram obter uma solugdo tima, ou préxima da
6tima, melhorando gradativamente uma solugdo disponivel. Veremos agora
como uma andlise de outros tipos de representagdo dos CCMUs pode levar
a idealizacdo de métodos eficientes de busca de cddigos étimos. Inicialmente,
devemos considerar como os cédigos de bloco estdo relacionados com os
CCMUs. Como um cédigo convolucional ¢ linear, sua capacidade de cormregéo
depende das distancias de Hamming entre as palavras cddigo, que sao iguais
aos pesos de Hamming das palavras ndo nulas. Por isto, nos pardgrafos se-
guintes usaremos igualmente os termos peso e distancia de Hamming, implici-
tamente excluindo a palavra cédigo nula.

Seja d'free @ méxima distancia livre dos cédlgos (n, b, 1). Para que um CCMU
especfico tenha distancia livre igual a d'free & Necessério que todas as pala-
vras cddigo truncadas, com comprimento 2n, 3n, ..., tenham peso de Hamming

maior que ou igual a d'free. Isto significa que as matnzes geradoras Gg e G
devem ser tais que o peso minimo das palavras dos c6digos de bloco gerados

pelas matrizes apresentadas em (4) sejam maiores que ou iguais a d free:

GpGy100
[Go 61], o @1 0 0GpG10 |,... (4
0 Go G1[' | 50Gy6y

Esta condigdo pode ser usada para calcular limitantes superiores de d*free
Seja 3(n, b) o valor méximo do peso minimo das palavras de um cddigo de
bloco (n,b). Podemos entao limitar d free por [9] e [12]

d'free <3([p+11n, pb), P=12 (5
Esta representacdo por uma seqliéncia de cédigos de blocos, que é relaciona-

da com a representagdo das transigdes de estado por uma &rvore, ndo é muito
utilizada pela dificuldade de se considerar explicitamente todas as palavras
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cédigo de comprimentos multiplos de n. Contudo, analisando (5) é facil con-
cluir que, se quisermos que o CCMU gerado por Gg e Gy tenha distancia livre
igual a d’ frees Uma condic@o necesséria, mas néo suficiente, ¢ que o peso mi-
nimo do cddigo de bloco gerado por [Go G4] seja maior ou igual a d free-
Além disto, para cédigos com taxas ndo muito altas (1/2 <r <3/4), a expe-
riéncia pratica demonstra que, nos cddigos 6timos, a distancia livre é determi-
nada pela disténcia entre as palavras geradas pela matriz [Gg G1], que tém
comprimento 2n, j4 que as palavras geradas pelas outras matrizes tém com-
primento 3n, 4n, ..., e portanto devem ter um peso maior, dependendo do ngi-
mero de bits redundantes (n-b). No diagrama de transi¢cao de estado, esta su-
posicdo ¢ equivalente a se considerar que os “caminhos” de menor peso de
Hamming séo os que saem do estado 0, passam por apenas um estado inter-
medidrio e voltam imediatamente ao estado O.

A distancia de Hamming entre as palavras cddigo geradas pela matriz [GgG1]
depende apenas da configuragao bindria (tipos) de suas colunas e nao da or-
dem destas colunas na matriz, ja que esta corresponde a uma matriz geradora
de um cddigo de bloco linear e, para estes cddigos, se trocarmos de posigéo as
colunas, alteraremos as palavras cddigo mas néo o seu peso de Hamming. No
caso das matrizes geradoras das palavras de comprimento maior que 2n que
aparecem em (4), esta ordem ¢ importante para determinar a distancia entre
as palavras cddigo devido ao interrelacionamento entre as submatrizes Gg
e G1 na formag&o de suas colunas.

Estas propriedades, que foram mais facilmente visualizadas por esta represen-
tagdo do CCMU por cédigos de bloco, sdo suficientes para se propor a decom-
posicdo do problema de determinagéo do cédigo étimo em dois subproblemas
menores e de resolugdo mais simples. A estratégia de decomposicao a ser
empregada objetiva eliminar a necessidade de testar um niimero muito grande
de solugGes. As duas etapas foram definidas conforme descrito a seguir.

Processo de Selegao dos Tipos de Coluna da Matriz Geradora

Determinar um conjunio de 2n colunas tais que, se usadas para formar
[GpG4], independentemente da sua ordeng&o, maximizam o peso minimo do
cddigo de bloco gerado por [GgG41]. Como vimos anteriormente, esta etapa
define uma condicdo necessaria e portanto o peso destas palavras deve ser-
maior ou igual a d free. Nesta etapa as matrizes G e G1 séo analisadas co-
mo em um cddigo de bloco.

Processo de Alocacao dos Tipos nas Colunas da Matriz Geradora

A partir do conjunto de tipos de colunas obtido pelo processo anterior, determi-

10




nar que alocag@o destes tipos nas colunas de Gg e Gq formard uma
matriz geradora cujo cédigo convolucional tem distancia livre igual a d*free.
Pode-se notar que apenas nesta etapa ird se considerar Gg e G como matri-
zes geradoras de um cédigo convolucional.

O ponto fundamental na aplicagao eficiente desta estratégia de decomposicao
¢ a conjetura de que, ao se avangar da primeira para a segunda etapa, cada
conjunto de solugbes que néo é eliminado conterd, com grande probabilidade,
solugbes Stimas. Na prética, isto significa que podemos analisar um pequeno
niimero de solugbes do problema de selegdo de tipos de colunas (a0 invés de
todas) e, neste conjunto, encontrar uma solucao &tima do problema original
através do algoritmo de alocagdo. Com esta condicao, é possivel a aplicacdo
de algoritmos heuristicos de busca bastante eficientes na resolugdo dos sub-
problemas, conforme veremos nas segoes 4 e 5. Inicialmente pode-se conside-
rar que esta conjetura aplica-se apenas aos cddigos de taxa mais baixa (r
< 1/2), onde o maior nymero de bits redundantes conduz a problemas com
mais graus de liberdade. Contudo, resultados praticos mostram que esta conje-
tura pode ser vélida mesmo para taxas altas, como r = 7/9.

4. Determinacao das Colunas da Matriz Geradora

Como vimos anteriormente, pode-se formular um algoritmo de busca de cddi-
gos convolucionais &timos a partir de cddigos de bloco, mas os cédigos de blo-
co normalmente usados, que séo sistematicos, ndo sado os mais indicados para
formar cédigos convolucionais étimos. E necesséria, entdo, uma definigao ma-
teméatica do problema, a partir da qual possa ser criado um algoritmo capaz de
gerar um conjunto relativamente grande de cddigos nao sistematicos, satisfa-
zendo as condigdes de distancia apresentadas na Se¢éo 3.

A determinagéo de um cédigo de bloco linear (2n,b) gerado por uma matriz bi-
ndria G = [Gg G1] e com mé&xima distancia minima de Hamming (capaci-
dade de corre¢ao) pode ser formulada como um problema de otimizagdo. Nes-
te caso, € interessante que esta formulagéo tenha certas propriedades como li-
nearidade e convexidade, o que é dificultado pelo fato das operagdes de gera-
¢ao do cddigo, com a matriz G, serem definidas em GF(2) (operagdes bind-
rias). Para contornar esta dificuldade, pode-se usar o artificio de construir uma
tabela com os resulados das operagdes binarias, como veremos a seguir.

Inicialmente define-se um vetor de varidveis de problema ¢, tal que c;
=r se r tipos de colunas de G tiverem representagao bindria igual a i. As colu-
nas com todos os bits iguais a 0 ndo sao representadas e ¢ tem dimensao N =
209, A seguir, definimos uma matriz My,, com dimensé@o NxN, que contém to-
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dos os possiveis valores nao nulos dos vetores bindrios de dimenséo b. Por
exemplo, se b=3, temos

Podemos notar que a matriz My contém todos os possiveis tipos de colunas
de Ge Mtb (sua transposta) contém todos os possiveis vetores bingrios ndo
nulos de entrada do codificador. Desta forma, se definirmos Hp, =
Mp!(® Mp, onde a operagdo entre as matrizes ¢ feita em GF(2), Hy, ird conter
todos os resultados bindrios dos produtos de todos os possiveis
tipos de colunas da matriz G por todos os possiveis vetores binérios de entra-
da. O peso de Hamming das palavras cddigo correspondentes pode ser calcu-
lado somando os termos das linhas de Hy, correspondentes as colunas perten-
centes a G. Portanto, podemos calcular o vetor de pesos das palavras ¢6digo,

d, através de
d=Hpe (6)

Com estas defini¢des, todas as operagdes bindrias séo feitas no produto MpiX)
M, e as propriedades de distdncia do cddigo, gerado pela matriz G,
podem ficar implicitas em (6). A representagdo da matriz G pelo vetor de va-
rigveis ¢ ja inclui a propriedade de que a ordem das colunas nao ird alterar os
pesos das palavras cédigo. Note que (6) justifica a escolha da represetacao
das matrizes geradoras pelas suas colunas.

Chegamos entao a uma forma de calcular os pesos de Hamming das palavras
cbédigo que ndo envolve operagoes bindrias diretamente, que é linear, mas com
a restricdo de que os elementos do vetor ¢ sejam inteiros. Como, normaimen-
te, temos um grande niimero de c6digos cuja distancia minima & igual a d"free,
para minimizar a probabilidade de erro, é interessante minimizar também o
ndmero de palavras c6digo que tém peso igual a d fyge. Com este intento, de-
finimos uma fung¢éo de penalizagdo da forma
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{(y -x2sey =
m™(xy) =
0 caso contrdrio

Podemos entdo formular o problema Po como:

N

P Minimizar  z(¢) = 5 m(d; d*freeﬂ ) (7
i=1
sujeito a Hyc=d (8
N
;1 cj =2n (9)
Cj €{0,1,2,....2n} (10)

Nesta formulagéo, a funcéo objetivo em (7) é convexa e nao linear, penalizan-
do a ocomréncia de palavras com peso menor que d free- Caso todas as pala-
vras tenham peso maior ou igual a d frees @ fungdo objetivo minimiza o nimero
de palavras com peso igual a d" free- A restricdo em (8) representa apenas uma
transformagao de varidveis para simplificar a notagdo e d é o vetor com os pe-
sos de Hamming das palavras cédigo. A restricao em (9) faz com que a quan-
tidade dos tipos de colunas seja igual ao nimero de colunas da matriz gerado-
ra, que, pela restricao em (10), deve ser um ngimero inteiro. Como (8) € apenas
uma mudanga de varidvel, podemos notar que as restrigdes em (9) e (10) defi-
nem o chamado problema de sele¢ao, ou seja, selecionar um conjunto de
2n tipos de colunas que ird maximizar uma fungéo avaliadora da capacidade
de corregao do cédigo.

O problema P2 ¢ um problema de otimizagcdo com varidveis inteiras, que pode
ser resolvido por vdrias ferramentas de programagao matemética [13]. As con-
sideragdes sobre a escolha do método mais apropriado e sua descricao seriam
muito extensas para serem incluidas neste trabalho. Em [14] é apresentado
um algoritmo heuristico desenvolvido especialmente para resolu¢éo deste pro-
blema.

5. Ordenacgao das Colunas da Matriz Geradora

A partir das solugdes do problema Po, temos uma determinada quantidade de
conjuntos de tipos de colunas que, se usadas para formar Gg e G1, satisfazem
a condicdo necesséria de que nenhuma palavra do cédigo convolucional de
tamanho 2n ter4 peso menor que d free. Além disso, pelo que foi concluido na
Secdo 3, existe uma grande probabilidade de que algumas das ordenagdes
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destas colunas irdo gerar codigos convolucionais nao catastréficos com distan-
cia livre igual a d fge e, dentre estas, devemos ter aquela ordenagéo cujo c6-
digo tém a menor probabilidade de erro.

Para representagdo das varidveis do problema, devemos considerar que temos
2n colunas de Gg e G1 que podem ser colocadas em 2n posi¢des. Trata-se,
portanto, de um cléssico problema de alocagao, o que sugere representar as
varigveis pela matriz P, de dimens&o 2nx2n, tal que pj; = 1 se o tipo i estd na
posicao j e p”-:O se ndo esté. A matriz P também pode ser interpretada como
uma matriz de permutacédo aplicada a uma matriz G que tem uma ordenagéo
arbitréria dos tipos de colunas determinadas pelo problema Po.

Este problema de alocacéo também pode ser formulado como um problema de
otimizagéo, mas o interrelacionamento entre Gy e G1 na.formagéo das pala-
vras do cédigo convolucional dificulta a eliminacdo das operagdes bindrias na
formulag@o do problema de otimizagdo correspondente. O artificio utilizado na
formulagéo do problema P pode se usado, se considerarmos as posi¢des dos
tipos de Gg ou de Gy fixas. Neste caso, € necessario ponderar a eficiéncia na
resolugdo versus a fidelidade na formulagdo. Neste trabalho, escolhemos a
primeira op¢ao para poder determinar cédigos de maior dimensao.

A segunda etapa para formulagdo matematica do problema ¢ a escolha da re-
presentagdo mais apropriada do cddigo. Usando, por exemplo, a representacéo
por cédigos de blocos, considerando as palavras cddigo de comprimento 3n,
temos o seguinte problema:

P3 22b_1
Minimizar w(P) = 121 (dj, dg+1)
sujeito a
n
Lopp=1 deltiz....n (11)
n
oo -
J=1 plj—15 le {1:2:'--5n} (12)
pjj {0, 1} (13)
n n )
d = I = hj o p | €{1,2, .. 2201} (14)

i=1 J=1
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A fung&o objetivo é semelhante & do problema P», mas usando uma disténcia
minima dgy que pode ser maior que dfrge- As restricoes em (11) e (12) garan-
tem que nenhum tipo de coluna ocupa mais de uma posicao e todas as posi-
¢Oes sdo ocupadas. As restricdes em (14) representam apenas uma mudanca
de varidgvel, definindo os pesos das palavras cédigo. Os pardmetros hijl dao
o0 incremento no peso da palavra cédigo I, caso o tipo i esteja na posigao j.

A grande dificuldade na resolugdo deste problema é a sua grande dimenséao,
que & proporcional a 22b.Por exemplo, para um cddigo (12,7) temos aproxima-
damente dezesseis mil varidveis d| e mais de dois milhdes de valores de hijl
que devem ser calculados e armazenados. Além disto, como as solugdes de
P3 satisfazem apenas mais uma condi¢do necessdria, ¢ preciso considerar
também as palavras cédigo com comprimento 3n, 4n,...,, que produzem proble-
mas com dimensao muito maior.

Para ser possivel trabalhar com palavras cddigo de comprimento arbitrdrio ¢
preciso voltar a uma representagdo mais compacta e um algoritmo de andlise
que permita selecionar apenas as palavras de minimo peso, que séo as mais
importantes na avaliagdo da capacidade de corregdo. Podemos usar as pro-
priedades definidas na Segéo 2, e incluir (14) na formulagéo de P (o proble-
ma de méximo fluxo). Neste caso, temos um interrelacionamento entre os pro-
blemas de alocagéo de recursos e maximo fluxo, podendo-se usar um algorit-
mo de programagao matematica que, a partir da resolugdo sequencial dos dois
problemas, chegue ao cddigo 6timo.

Podemos ainda usar um método heurfstico para solucionar o problema de alo-
cagao, considerando empiricamente duas propriedades dos CCMUs. Primeira-
mente, devemos levar em conta que se alterarmos apenas dois valores de P,
mantendo a factibilidade em relagao as restricdes (11) até (13), a méxima va-
riacdo dos pesos das palavras cédigo de comprimento xn, x> 2, & igual
a *2(x-2). Esta “pequena alteracdo” é equivalente a trocar duas colunas de po-
sicdo. A segunda propriedade é que, normalmente, para cddigos com taxa
r =1/2,0 perfil das distancias (“distance profile”) apresenta um crescimento ré-
pido dos pesos de Hamming das respectivas palavras cddigo.

A partir destas propriedades podemos esperar que peguenas alteragdes nas
varigveis pjj produzem pequenas variacdes nas propriedades do cdédigo, ou
seja, as variagdes na fungéo avaliadora de um CCMU devem ser “suaves” em
relag@o a pequenas variagcdes em P. Assim, podemos também esperar que um
algoritmo que va cumulativamente melhorando as caracteristicas do cédigo
seja viavel. Contudo, trata-se de um problema bem mais complexo do que Po,
o que deve dificultar este processo de busca localizada.
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A grande liberdade que se obtém atravgs do uso de um algoritmo heurfstico
permite tentar minimizar também o nimero de palavras com peso minimo, o
que pode ser conseguido pela aplicagdo do algoritmo de Viterbi. Mais uma vez,
¢ interessante mudar a representagao do cddigo para analisar as variagdes nas
palavras de peso minimo, usando a representacéo por trelica. Na Fig. 2 temos
a representagdo de uma trelica em 5 janelas de tempo. Podemos definir uma
funcdo de avaliacdo do cédigo a partir dos resultados da as:hcagéo do algorit-
mo de Viterbi. A idéia & fixar um conjunto de pardmetros alr ms iguais ou maio-
res que os valores minimos esperados dos pesos das palavras de comprimento
r. Se, durante a aplicagédo do algoritmo de Viterbi, for encontrada uma palavra
com peso 8, menor que d(r)m, a funcdo de penalizagdo (3, dlr m) ante-
riormente definida é somada & fungdo de avaliagdo do cédigo. O algoritmo
heurfstico consiste em trocar as colunas da matriz geradora, duas a duas, cada
vez que isto acarreta uma diminuigdo na fungdo de penalizagdo. Em (14) é
apresentada de uma descri¢c@o deste algoritmo.

TRELICA

il
§ P

2b -y

I
i
2

%

(2) (3) (4) (5)
dm iy dm dm

Figura 2, Diagrama de trelica.
6. Resultados Computacionais

Conforme explicado na Segdo 3, onde se justifica 0 processo de decomposi-
¢do, uma condicao esperada para o sucesso da aplicacdo dos algoritmos de
resolug@o dos problemas Py e P3 é que os cddigos procurados ndo tenham
taxas muito altas. Os melhores resultados s@o esperados para taxas menores
que 1/2, quando os critérios de otimalidade podem ser mais facilmente alcan-
cados pela existéncia de um ndmero suficiente de bits redundantes, de modo
que o perfil de distancias cresce rapidamente. Contudo, foi possivel obter bons
resultados mesmo para taxas maiores que 3/4, conforme a dimenséo do pro-
blema. Neste (iltimo caso, o prego a pagar foi um menor controle da distribui-
¢80 dos pesos das palavras, embora conseguindo-se cédigos com distancia li-
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vre igual ac maximo posslivel (0 que, para alguns autores, ja representa a oti-
malidade do cddigo).

Na Tabela 2 sdo apresentados alguns cédigos convolucionais de memdria
unitéria 8timos, até entdo ndo conhecidos na literatura técnica. Na obtengéo
destes cédigos, os seguintes critérios de otimalidade foram empregados (em
prioridades crescente):

(i) eliminagéo dos cbdigos catastrdficos;

(i) maximizagéo de dfyge,

(iii) minimizagéo do nimero de palavras cddigo com peso dfree;
(iv) crescimento dos pesos das palavras cddigo na treliga.

E interessante observar que ao se incluir o critério de crescimento do peso das
palavras na trelica para selecionar os cédigos com maxima distancia livre, é
possivel eliminar os cédigos catastréficos, ja que estes tém um perfil de
distancia inferior. Ndo chegamos a encontrar uma classe de cddigos (n,b), com
r =2/3 e b >4, em que todos os cédigos com maximo dfree s&0 catastrificos.

Todos os cddigos na Tabela 2 tém b e n primos entre si e portanto néao po-
dem ser transformados em cédigos de memdria ndo unitéria. Para se avaliar
seu desempenho, sd0 apresentados os ganhos assintéticos (y) de cada cddigo
para o canal AWGN (“Additive White Gaussian Noise"), sendoY para um cédigo
(n, b, m), com distancia livre dfyee € 2M estados, calculado por

Y=1O|og10bdzfree dB
n

Os valores de ¥ obtidos podem ser comparados com ganhos assintéticos de
outros cddigos 6timos, de memdria miiltipla, apresentados em [15]. Por exem-
plo, 0 novo cédigo de memdria unitdria (7, 5, 1) apresenta a mesma distancia
livre que o cddigo (3, 2, 3) Stimo de [5], porém, quando comparados seus de-
sempenhos vemos que o ¢ddigo (7, 5, 1) apresenta um valor de « igual a 3,31
enquanto que o cddigo (3, 2, 3) apresenta um valor de Y igual a 3,10. Portanto,
pode-se concluir que o novo cédigo tem um melhor desempenho com uma
complexidade equivalente.
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b n Go G4 diree | v (dB)

5 6 000011 011011 4 2,22
100010 110111
011000 100100
011110 001010
010010 001101

5 7 0110001 0010110 6 3,31
0100100 1010101
0011011 1011100
1100000 0101011
0000011 0111010

5 8 00110111 11010010 7 3,40
01100010 01011111
11100101 00010110
00100100 11101110
01011000 10110110

6 11 11101011101 10101110100 9 3,90
11001001000 11100010001
10011100110 10100010100
10110010110 00000111010
10000001110 11101100110
00111000010 11010100100

6 13 0001110100000 1111001110001 12 4,42
1100110001100 0100011111000
0010101110011 0000100111010
0100010110001 1001011101010
0000111001001 0011100010111
0000101100110 1100011001011

7 9 110100010 110111010 6 3,68
001011100 101101110
000100010 110000011
100100100 011001110
101010000 100010010
100111100 100010100
000101111 000101000

Tabela 2. Exemplos de cédigos étimos encontrados.
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7. Conclusoes

Neste trabailho foi apresentado um procedimento direcionado & sistematizagdo
do problema de sele¢do de cddigos convolucionais de memdria unitaria via
técnicas de otimizagdo, em contraposi¢éo as técnicas de busca exaustivas até
entéo utilizadas. A determinagdo da matriz geradora do cédigo foi possivel gra-
gas a resolugdo de dois problemas de otimizagao inteira, cuja fungao objetivo
penaliza as palavras cédigo com peso de Hamming abaixo do desejado. O
primeiro problema seleciona os tipos de colunas que formaréo a matriz gerado-
ra. A determinagdo da ordem das colunas nas submatrizes geradoras foi con-
seguida apds a resolugdo de um problema de alocagdo de recursos. Como re-
sultado desta nova metodologia, novos cédigos convolucionais de memdria
unitdria foram apresentados.
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