
Calculo Nurnerico do Espalhamento 
Eletromagnetico por Cilindros lnomogeneos 
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o espalhamento de ondas eletrornaqnetlcas par cilindros dieletricos inomogllneos, de 
seC;ao reta aibltrc\r1a. e tratado por uma fOf'mulac;Ao baseada no metodo do unlmomento. 
o problema Interior de elementos finitos e resolvido sobre uma malha cuja geometria 
aumenta a eflclllncia computacional em relac;ao aquelas comumente utilizadas. Resultados 
assim obtldos sAo apresentados e comparados com outros publlcados na Iiteratura 
e provenlentes de metodos dlversos. 

1. tntroducao 

A determlnacao do diagrama de espalhamento para corpos i1uminados por 
ondas eletrornaqnetlcas constitui um importante problema na area de eletro­
magnetismo aplicado com apllcacao, por exemplo, no calculo do espalhamento 
por gotas de chuva, tecidos biol6gicos e em prospeccao geoffsica. As aproxi­
macoes assint6ticas, usualmete utilizadas para baixas Irequenclas (Rayleigh 
e Born) ou C\,ltas freqOencias (WKB, "Wentzel-Kramers-Brillouin" e GTD, "Geo­
metrical Theory of Diffraction"), falham na chamada regiao de ressonancia, 
onde as dimensoes envolvidas sao da ordem de grandeza dos comprimentos 
de onda utilizados. Torna-se af necessaria uma sokicao precisa para as 
equacoes de Maxwell. 

No caso do espalhamento por cilindros dleletrloos infinitos, dlspoe-se de 
solucoes quando estes sao hornoqeneos e de 00980 reta circular ou elftica. 
Para outras formas de secao rata, ou quando ocorrem inomogeneidades, 
apenas aproxlmacoes sao conhecidas. 

Os problemas de espalhamento tem side trequentemen's formulados atraves 
de equacoas integrais [1] e [2], em detrimento de abordagens diferenciais, 
pois a regiao de solucao da equacao integral se restringe a superficie do 
corpo e a condicao de radlacao e automaticamente considerada. Este tipo 
de tormulacao, entretanto, envolve problemas extremamente diffceis quando 
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os meios tratados sao lnornoqeneos ou anisotropicos [3] e [4]. Por sua vez, 
uma tormulacao diferencial usando elementos finitos ou diferencas finitas 
13 conveniente para meios inomogeneos, mas a condlcao de radlacao no 
infinito nao pode ser imposta de forma simples. A/em disso, a reqiao conside­
rada nas solucoes nurnericas deve envolver todo 0 corpo, 0 que gera matrizes 
de dlrnensoes muito grandes para serem manipuladas, mesmo em computa­
dores modernos de grande porte. Para contornar estas dificuldades, diversos 
procedimentos tern sido propostos por varlos autores [5]-{9]. 

o objetivo deste trabalho 13 apresentar uma solucao para os problemas de 
espalhamento eletrornaqnetico por cilindros dieletncos infinitos, mornoqeneos 
e de secao reta arbltraria, porern uniforme. A tormulacao desenvolvida na 
Secao 2 segue 0 metoda do unimomento, introduzido por Mei[10] em 1974. 

Assim, os campos nas reqloes exterior, de fronteira livre, e interior, de contor­
no fechado, sao expressos, respectivamente, por uma expansao modal e 
por um conjunto de fungoes teste geradas numericamente. A igualdade dos 
campos 13, entao, torcada (por mlnirnos quadrados) sobre um cfrculo artificial 
que envolve completamente a reqiao inornoqenea, fornecendo os coeficientes 
(incognitas) da expansao exterior. 

A grande vantagem desta tecnica reside em sua simplicidade e etlclencia 
permitindo desacoplar efetivamente 0 problema interior de valores de contor­
no, do problema exterior de espalhamento. Em particular, quando 0 metodo 
de elementos finitos (MEF) e empregado, como descrito na Segao 3, as 
matrizes resultantes sao blocadas e esparsas, 0 que 13 muito conveniente 
do ponto de vista das tecnlcas de armazenamento e lnversao normalmente 
utilizadas. A geometria da malha de elementos finitos esta intimamente rela­
cionada com a complexidade e 0 tempo de cornputacao necessarios para 
a solucao. Uma malha regular com elementos triangulares de tamanho fixo 
[11] emuito simples de gerar, mas tem 0 inconveniente de exigir um cuidado 
especial com as possiveis rnudancas abruptas do material nos elementos 
pr6ximos ao contorno do corpo. Um tratamento unificado para este tipo 
de malha 13, portanto, imposslvel, 0 que aumenta as dificuldades de imple­
mentacao, 

Uma geometria mais conveniente, como a das chamadas malhas conformes 
[12] € [13], garante que a fronteira (arbitraria) do cilindro coincida com 
interfaces de elememtos. Usando, ainda, uma densidade suficienternente gran­
de que permita desprezar pequenas variacoes do material dentro de cada 
elemento.vurn unlco procedimento pode ser aplicado em toaa a malha, redu­
zindo assim 0 estorco computacional. 

A mplernentacao da metodologia desenvolvida nas secoes 2 e 3 eapresen­
tada, a seguir, na Secao 4, atraves da descricao do programa ESPE Me 
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(Espalhamento Eletromagnetico por Cilindros), cujos m6dulos pnncjpais ­
solUf;ao do problema interior de elementos finitos (EF) e acoplamento das 
solu~6es - sao, ali, comentados. Finalmente, na Se~ao 5, sao fomecidos 
varlos resultados obtidos com 0 programa, comprovando sua preclsao e con­
verg~ncia mrnerlca. 

2. 0 Problema Bidimensional de Espalhamento 

o problema de interesse consiste em obter 0 campo espalhado pelo cilindro 
dieletrico infinito. uniforme na dlrecao z, mostrado na Fig. 1. A secao 
reta C do cilindro e arbltrarla e 0 dleletrico tem permissividade relativa 
£ (r) variando continuamente ou discretamente com a poslcao definida pelo 
vetor r. 0 campo incidente tem como unlca restrlcao a dlrecao de lncidencia 
normal a z, podendo corresponder a uma onda plana, a uma onda cilfndrica 
9~rada por uma linha de corrente ou a qualquer outra funcao conhecida 
[11] . Assume-sa, ainda, a convencional dependencla harmOnica com 0 tempo 
daforma exp (jcit). Como todas as quantidades sao invariantes com relacao 
a z, os campos eletromaqnetlcos totais podem ser obtidos diretamente das 
componentes axiais do campo eletrlco (Ez), no caso de ondas transversais 
maqnetlcas (TMz)' ou do campo maqnetlco (Hz), para ondas transversais 
eletricas (TEz) [14]. 

y 

Figura 1. Cilindro dieletrico e cfrculo artificial. 

ciRCULO 
ARTIFICIAL 

---+---+-----"I"'---'----J---+------x 

n 
Eo 

CORPO 
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o metoda do unimomento aplicado a este problema consiste em tracar 0 
cfrculo artificial C' de raio a (ver Fig. 1), de modo a envolver completamente 
a reqiao lnomoqenea e resolver, em separado, os problemas interior ( r<a, 
reqiao I) e exterior (r >a,regiao II), como mostra a Fig. 1. As condlcoes 
de contorno para os campos E e H sao agora consideradas em C' e nao 
na fronteira C do cilindro. Em outras palavras, elas passam a ser simples 
condlcoes de continuidade num contorno bem comportado (fronteira sepa­
ravel). 

Na reqlao II, 0 campo total e a soma do campo incidente com 0 espalhado, 
ou seja 

onde r = (r, <P) e 

f Ez{r) r poe, ondas TM" 

l/J (r) (1) 
Hz (r) , para ondas TE . z 

? campo incidente l/J i e uma funcao conhecida e 0 campo espalhado e e 
e expresso por uma expansao em harmonlcos cilfndricos da fonna 

N 2NI: B H (2) (k r) ej n<p = 
n=O n n 0 I: en Tn (r) r (2)

n=O 

sendo 

(3)
H(2) [n (korl sen (n-N) <P], ~ > N, 

onde H~2) e a funcao de Hankel de segunda especle e ordem n e ko 
= w ( Po Eo) 1/2, com Po e Eo representando a penneabilidade maqnetlca 
e a pennissividade eletrtca do vacuo, respectivamente. A validade desta 
representacao e garantida pela hip6tese de Rayleigh [15]. 0 nurnero de 
termos necessarios para uma boa representacao do campo espalhado, segun­
do a analise das reterenclas [16] e [17], deve ser 2N + 1 > ka, onde a 
e a raia do cfrcula C', 
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Na regiao 1,0 campo sera representado por umacomblnacao linear de fungoes 
teste 1jin (r) que devem satisfazer aequacao de Helmholtz bidimensional 

(V2 + k~ t (r)) 1/I (r) = 0, paraandas TM (4a)r n z
 
au
 

(V. (er 1 (r)) + k~ l 1/1 n (r) = 0, para ondas TE ' (4b)z 

tendo como condlcees de contorno, ao longo de C', 0 campo incidente ou 
os modos da sxpansao exterior, ou seja 

Tn(a,l/ll. n=O, """' 2N, 
0< I/l ..;; 21T (5) 

1/Ii (a,l/ll, n =2N + 1. 

Denotando por Tn (r), n=O, ... , 2N e por ~ (r) as fungoes teste resultantes 
das condlcoes de contorno correspondentes, 0 campo na regiao I pode ser 
escrito na forma 

A A 2N A 

1/1' (r) = 1/Ii (r) + n~O Cn Tn (r). (6) 

Estas fungoes sao geradas por elementos finitos, conforme a dlscussao na 
secao 3. 

Estabelecidas as representacoes para os campos nas regioes I e 11,0 pr6ximo 
passo e satisfazer a condlcao de continuidade sobre 0 contorno C', 0 que 
sera discutido a seguir. 

Acoplamento das Solur;iJes 

A determlnacao das fungoes que representam 0 campo na regiao interna 
ao clrculo C' pelo metoda de elementos finitos, segundo a dlscussao na 
Segao 3, requer a construcao de uma malha como a apresentada na Fig. 
2, sendo os valores de ~'(r) definidos sobre os n6s desta malha. Observan­
do-se que as condlcoes de contorno em (5) ja fixam valores deste campo 
em rea, isto e, sobre os n6s do clrculo C', as condlcoes de continuidade 
devem ser impostas em outro cfrculo, por exemplo, no cfrculo seguinte da 
malha (r = r1, na Fig. 2), ou seja 

A 2N A A 2N
 
1/Ii (n ) + 1: C Tn lrd 1/Ii {rd + 1: C T (rl l. (7)
n nn=O n=O n 
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cONTORNO 
00 CORPO 

c1RCULO 
/ ARTIFICIAL 

Figura 2. Malha anular conforme de elementos finitos. 

to corresponds a estender a reprssentacao do campo na regiao II um 
iuco para dentro da regiao I, mais precisamente ate 0 raio r =q. 

sta igualdade seria exata caso a expansao em (2) nao fosse truncada 
se fosse posslvel resolver com total preclsao cada problema interior definido 
n (4) e (5). Como, na realidade, as somas sao truncadas e as tuncoes 
.roxlmadas, a dstermlnacao dos coeficientes se faz de modo a torcar a 
raldade dos campos no sentido dos minimos quadrados. 0 crlterio para 
.terrnlnacao dos coeficientes complexos Cnconsiste em requerer a menor 
ferenc;:a entre as duas rspresentacoes em (7). 

lfinindo os campos de erro incidente e modal, em r = r1' respectivamente 
r 

r-: 
d1/li (rd = 1/Ii (rtl - 1/Ii (rtl (8a) 

LJ:.. 
dTn(rtl = Tn(rd - Tn (rtl, (8b) 



e possfvel escrever uma expressao para 0 campo de erro total, da seguinte 
forma 

d~l(rd == ~I (rd - ~II (rd 

(9) 
. 2N
 

== d~1 (rd + ~ C dT (rd.

n==O n n
 

Usando a norma Euclideana para expressar 0 erro medio quadratico, e; 
tem-se 

(10) 

onde 
21T 

Ilfll~= «.u, =	 J f(r,if>Jf*(r,if>Jdif> (11) 

o 

Aplicando (9) em (1 0), ap6s alguma rnanlpulacao algebrica chegamos aexpres­
sao do e rro quadratlco medic 

. 2N .
2 2e = II d~1 1/ + 2Re { ~ C (dT d~1 ) } -. + 

ri n=O	 n rr rl 

(12) 

onde Re {J representa a parte real da quantidade entre chaves e (.,.lr 
denota 0 produto interno conjugado induzido pela norma em (11). 

Para minimizar este erro usa-se a condlcao de derlvada nula com respeito 
a cada inc6gnita Cn. As partes real e lmaqlnarla sao separadas e denotadas 
par wn = Re {Cn} e Yn ::: 1m {Cn} e a conclcao de nutidade, uma vez 

estabelecida, fornece 0 sistema linear 

2N 
+ ~ 

n=O 

(13) 

k 0, ... , 2N, 
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cuja SOIUl;aO gera os coeficientes desconhecidos Cn' A matriz de acoplamento 
e fonnada pelos produtos internes dos campos de erro modais (dTn, dTk), 
n, k, = 0, ..., 2N, e 0 vetor de acoplamento e constitufdo pelos produtos 
internes do campo de erro incidente por cada um dos campos de erro modais 
(el); I, dTk), n, k=O, ... J 2N. Fica clare, portanto, que uma vez obtida a 
rnatriz de acopiamento, resolver 0 sistema para novos campos incidentes 
representa apenas um pequeno acresclrno no estorco computacional. Esta 
e uma das grandes vantagens do unimomento, pois isso pennite a solucao 
smultanea para varlos campos incidentes. 

3. Soluc;ao Numertca do Problema Interior 

o rnstodo do unimomento presume a habilidade de resolver numericamente, 
de fonna precisa, cada problema interior de valores de fronteira fonnulado 
em (4) e (5), gerando 0 conjunto de funcoes teste usadas para representar 
ocampo na regiao I da Fig. 1 . A aplicacao do MEF a esses problemas 
baseia-se na representacao variacional das equacoes de Helmholtz [181'. 
Pelo prlnclpio estacionarlo [18], as solucoes destas equacoes sao obtidas 
determinando-se as funcoes que tornam estaclonarlos os funcionais 

F = J (IV l);n 12 - k~ €r l);~) ds, para ondas TM z 
(14a) 

S 
OU 

F = j I 6l); n!2 - k~ l);~) ds, para ondas TE z (14b) 

S 

onde Sea area Iimitada pelo cfrcuto C' e as condicoes de contorno sao 
do tipo Dirichlet, como em (5). 

o primeiro passo na solucao de EF consiste em decompor a regiao interior 
em elementos triangulares. Os campos dos funcionais em (14) sao expandidos 
em funcoes de base piramidais unm (x.y) da seguinte fonna 

M 
l);n(x,y):= m~=l qnm unm{x,y) (15) 

onde M e 0 nurnero total de n6s. 0 conjunto qnm, m = 1, ... M, representa 
os valores de "ljJn(x,y), desconhecidos para os Mj nos internes mas conhecidos 
para os Me n6s da fronteira (M=Mc + Mi)' 0 indicen, relacionado a 
representacao do campo na rsqiao interior, sera omitido daqul para frente 
para facilitar a notacao, 
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Apllcando os procedimentos usuais de EF [19], a determinacao do ponto 
estaclonarlo do funcional (14a) resulta no sistema linear expresso por 

(16)m = 1, ... , M; 

onde m=v (~, r) e 0 indice dos nos do elemento £, = 11 (111, j). v e 
11 sao as matrizes de conexao entre n6s e elementos [20] e G (m) fornece 
o numero de elementos agrupados em torno do no m. 0 vetor U Q e 
formado pela coluna r da matriz UQ que descreve funcoes de base sobre 
o elemento e 

l
 V2 - V3 V3 - VI
 VI - V2 j

X3 - X2 X2 - XI (17) 

X2 V3 - X3 V2 XIV2 - X2VI 

sendo A£, a area do elemento triangular cujos vertices tern coordenadas 
(xi' Vi)' i = 1,2,3. As matrizes elementares de inteqracao V£, e W 90 tern a 
forma 

0 

VQ= J 
SQ ~ 0 1dxdv (19a) 

e 

x2 
XV 

WQ = I 
SQ 

xv 

X 

l 

V J 
dxdv, (19b) 

onde S,Q, denota a reqlao do elemento 90 e as integrais sao do tipo 

Prs = J xr l dxdv, (20) 

SQ 

cujas express6es sao conhecidas [21] . 
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A equacao global do sistema, cuja solucao fornece os valores nodais internos 
do campo, em termos de seus valores no contorno, pode ser obtida direta­
mente de [16], uma vez especlflcada a topologia e a numeracao de malha 
atraves das matrizes de conexao no-elernento [20]. A seguir sera descrita 
a malha anular conforme usada nesta solucao do problema de espalhamento. 

A Malha Anular Conforme 

Dentre as malhas usualmente utilizadas, a mais simples e a que rnantem 
fixa a geometria dos elementos, sendo construlda independentemente do 
contorno do corpo. Isto implica na ocorrencia de elementos em cu]o interior 
o material pode variar abruptamente, sobretudo na fronteira do cllindro. Assim, 
a integragao vai depender de 0 elemento apresentar ou nao essa descontlnul­
dade, 0 que aumenta a complexidade da trnplernentacao e torna mais lento 
o calculo dos campos. 

Para eliminar este problema, sera usada a malha anular conforme mostrada 
na Fig. 2, cuja principal caracterfstica e a colncldencla do contorno do 
corpo com interfaces entre elementos. Com uma densidade suficientemente 
grande que permita desprezar a varlacao do material dentro de cada trlanqulo 
-hipotese de elementos hornoqeneos-e-qarante-se um procedimento computa­
cional unificado que nao depende da rnalha. 

A construcao da malha anular conforme se faz sequencialmente,por intervalos 
angulares constantes, cornecando do eixo vertical e prosseguindo no sentido 
horario. A cada passe, a malha e ajustada de forma que a aproxirnacao 
do contorno do corpo por segmentos de reta coincida com as interfaces 
dos elementos, minimizando as dlstorcoes [20]. A Fig. 3 mostra a topologia 
e a nurneracao dos nos da malha, nas vizmhancas do l-eslmo intervalo angular. 

A nurneracao global se baseia na estrutura da malha que pode ser relacionada 
com uma matriz, isto e, a cada no esta associado um indice m :; 0-1). 
J + i, onde i :; 1, ... , leo nurnero da linha radial definida pelo angulo 
¢i e j :; 1, ... , J e 0 rnirnero dos nos sobre cada uma destas linhas. 

o sistema matriciai resultante da lrnolernentacao do MEF tem como principal 
caracterfstica uma estrutura blocada de submatrizes. Observa-se da Fig. 
3 que cada no da linha i esta ligado apenas a n6s das linhas adjacentes 
i-1 e i+1. Definindo 0 vetor de incognitas nodais da i-esima linha radial 
por qi :;[q (i.t ), ... , q (i,J)le usando 0 sistema expresso em [16],obtem-se 
o sistema .~ocal 

(21 ) 
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Figura 3. Construcao local da malha anular con forme. 

onde ai, bi ecj sao matrizes de banda, J x J, com as estruturas mostradas 
na Fig. 4. Observa-se a dependsncia de aj e Cj com a orlentacao (LD, 
lado direito ou LE, lado esquerdo) dos elementos entre as linhas i-1 e i+1. 

x x x x x 
x x x x x x x 

x x x x x x x 
x x x x x x x 

x x x x x x x 
x x x x 

0, (LDI o u C((LEI b i 

Figura 4. Estrutura dos blocos ai, bi e Cj. 

A (mica componente nao nula do vetor Pi e a primeira, correspondendo 
ao no prescrito do contorno. 

Arnatriz global T do sistema e construfda usando as submatrizes aj, bi 
e ct, como ilustra a Fig. 5, e sua estrutura resulta da ordenacao dos nos 

Revista da Sociedade Brasileira de Telecomunicac;6es 
Volume 2, N? 1, dezembro 1987. 11 



na mesma sequencia em nue eles aparecem na malha Os blocos ai e Cj 
aparecem fora da banda porque representam as contribuicoes dos elementos 
do ultimo setor no primeiro e vice-versa. Tarnbern 0 n6 central possui caracte­
rfsticas distintas, pois recebe contrlbuicoes de um elemento de cada setor. 

r-------T-- ---l 

i b I: c 2 : 
I	 I I 

I I 
I I---t-- -- -- -t-- -- ­

ail bZ: c3 
I I 
I I 
I I 

------~-----~----

: 0 2: b 3 
I I 
I I 
I IL L _ 

o 
----I 

I 
I I
 

I
 

- - ---1 
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......... 'I
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,-------, : 
I a I ' : 
I	 , : 

I	 I : 
I	 I .

L l_x 

-------, 

c 4 ; 
I o 
I 
I 

--1-...J 
I 

I 

o~-,-r----b~T: 
I	 , : 

_ 

~ 
I 

i : : I 
..-:-.-:-:-.-:~ri.-.-:-.-::-.-:-.-:-: ~ L/ 

x 
o 
o 

o 
-
r 
o 
o 

o 
T 
I 
I 
I 

J 
I

I 
I 

T VE TOR DE VETOR DE 
INCOGNITAS VALORES DE 

FRONTEIRA 

Figura 5. Estrutura da matriz global de elementos finitos. 

4. lrnplementacao 

Nas secoes anteriores, discutlu-se a aplicacao do metoda do unimomento 
em conjunto com elementos finitos ao calculo do espalhamento eletromag­
netico pot cilindros dleletrtcos inomogeneos. Aspectos computacionais relati­
vas a lmptementacao desta metodologia 110 desenvolvimento do programa 
ESPEMC, escrito em FORTRAN IV e projetado de forma modular, serao 
comentados a seguir. 

o primeiro conjunto de acoes que 0 programa executa consiste na leitura 
dos dados de entrada, ou seja: 

a) trequencla dos campos envolvidos; 

b) nfvel de refinamento da malha anular conforme, lsto €i, 0 nurnero de 
intervalos angulares e radials; 

c) earacterfsticas dos campos incidentes que serao analisados pelo programa 
ESPEMC; 
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d} 0 nurnero de termos usados nas expansoes que representam os campos, 
nas regioes interior e exterior; 

e} permissividade relativa €r (r). 

o modulo 2.. a"",seguir, realiza os processes do MEF que permitem obter 
as funcoes 01e Tn. Isto inc lui a qeracao autornatlca da malha anular conforme, 
a especltlcacao das matrizes de conexao no-elernento (v ell), a construcao 
da matriz global, a lmposlcao das condicoes de continuidade e a resolucao 
do sistema linear de elementos finitos. 

No modulo 3 sao calculados os termos da matriz e do vetor de acoplamento, 
rssolvendo-se, em seguida, 0 sistema linear complexo que fornece os coefi­
cientes Cn das expansoes que representam os campos nas reqioes interior 
e exterior. Caso haja mais de um campo incidente, um conjunto de coeficientes 
€I oerado para cada campo. 

o ultimo modulo (m6dulo 4) destina-se a geralfao de relatonos e arquivos 
de salda que descrevem as caracterfsticas do experimento realizadc e !!stam 
os coeficientes Cn calculados. Rotinas externas produzem os graticos do 
diagrama de espalhamento ou da largura de eco obtidos a partir destes 
coeficientes. 

4.1. M6dulo 2: A Igor it imo de Elementos Finitos 

Diversas formas de lrnplernentacao do MEF tern sido apresentadas e discuti­
das na Iiteratura. Estas abordagens guardam em comum uma grande generali­
dade, de forma a permitir a resolucao de problemas envolvendo geometrias 
diversas e condicoes de contorno complexas. Na realizacao do rnoduo 2 
(qeracao das func;:6es ~ie Tn) foram utilizadas algumas rotinas de uso mais 
geral, adaptadas de [22], e projetadas outras especfficas, respeltar.do as 
caracterfsticas do problema de espalhamento. 

A eflciencta de um programa de elementos finitos depende, entre outros 
Iatores, da escolha aproprlada da forma de armazenagem das matrizes e 
das tecnlcas nurnerlcas empregadas para resobx r 0 problema linea: resultan­
teo Considerando a estrutura particular, sirnetrica e esparsa, da matriz global 
do sistema, foi escoihido um esquema de armazenamento do tlpo "skyline", 
descrito detalhadamente em [23]. A caracterfstica rnais importante desta 
tecnlca e a de armazenar apenas os elementos localizados entre 0 primeiro 
termo nao nulo de cada coluna e a diagonal principal. Com ;s5O, 0 nurnero 
de termos guardados e bem menor, permitindo 0 tratamento de rnalhas com 
nurnero relativarnente grande de pontos nodais, 
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Quanto a solucao do sistema linear, 0 algoritmo escolhido foi a etirnlnacao 
de Gauss, implementado pela rotina GOLSOL adaptada de [22]. 

Outre ponto crucial para 0 rnetodo de elementos finitos e a escolha de 
como tratar as condicoes de contorno. No problema de valores de fronteira 
definido por (4a) ou (4b), essas condlcoes sao expresses pelos valores das 
fungoes "$" e ~n nos pontos nodais locallzados sobre 0 circulo G' da Fig. 
1. Optou-se, no caso, por montar a matriz global com as equacoes relativas 
a todos os nos, inclusive os do contorno G', e desenvolver uma rotina especifi­
cando os nos prescritos e modificando, convenientemente, a matriz. 

4.2. M6dulo 3: Acoplamento das Solucoes 

o modulo 3 foi desenvolvido com a finalidade de construir e resolver 0 

sistema de acoplamento em (13), resultante do processo de minimizagao 
do erro entre as expansoes usadas para representar os campos interior 
e exterior. Isso equivale a impor a condicao de continuidade descrita por 
(7). 

Em primeiro lugar, e precise construir a rnatrlz complexa Iormada pelos 
produtos internos (dTn, dTk), n, k = 0, ..., 2N, e os elementos (d\jJl, dTk)r1 
k = 0, ..., 2N, do vetor de acoplamento que corresponde a cada campo 
incidente a ser considerado. Estes produtos internos envolvem integrais de 
contorno sobre os arcos q) i-1 ,;;;;; ¢ ,;;;;; q) i+1do cfrculo de raio r1, contidos nos 
elementos mais externos de cada setor i. Sendo assim, a primeira tarefa 
do mOdulo e identificar esses elementos, determinando a orlentacao (LD 
ou LE, ver Secao 3) dos trlanqulos no setor i. 

Gonhecidos os intervalos de integragao e a nurneracao dos elementos, 0 
proximo passe e catcular as integrais, determinando, assim, os termos do 
sistema de acoplamento. 

Os coeficientes dos pollnornlos usacos para expressar a sofucao por elemen­
tos finitos sao obtidos atraves da subrotina ELEM e do vetor de vatores 
nodais das fungoes 1V j e'Tn sobre 0 clrculo de raio r1. Sempre que posslvet, 
foram desenvolvidas rotinas com solucoes exatas para as integrais definidas 
a serem calculadas. Apenas no caso do catculo do vetor de acoplamento 
correspondente a onda plana foi preciso empregar a subrotina de inteqracao 
numerlca DGADRE do pacote rnaternatlco IMSl [24]. 

A Ultima etapa do m6dulo 3 consiste em triangularizar a matriz complexa, 
usando-se para lsso a subrotina LEGT1G, tambern do IMSL [24]. Para cada 

..
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campo incidente a considerar, constr6i-se um vetor de acoplamento que, 
juntamente com a matriz triangularizada, gera, atraves de LECT1C, 0 coefi­
cientes Cn empregado na representacao do campo espalhado pelo cilindro. 

5. Resultados e Conclusoes 

o programa ESPEMC, comentado na secao anterior, foi aplicado ao calculo 
do esoalhamento por cilindros dleletricos com diversos tipos de secao reta 
e inomogeneidades. Com 0 intuito de comparar os resultados obtidos pelo 
programa com outras abordagens encontradas na Iiteratura, foram calculados 
em todos os casos 0 diagrama de espalhamento 9 (¢) ou a largura de 
eco W (¢), definidos por 

N n 
9 (¢) = C + ~ j [C cos (n</» + C +N sen (n¢) ] (21)

o n=1 n n 

e 
2w (</» = 2 I 9 (¢ ) 1 (22)

1r 

Os parametres e caracterlstlcas comuns a todos os casos testados e apresen­
tados nesta sec;:ao sao: 

i) onda plana incidente do modo TM (1/1 = Ez z); 

ii) frequencia de 300 MHz; 

iii) €r = 2 ou 4; 

lv) 0,4 A ~ d < 1, 0 A, onde dmax e a maior dlrnensao do corpo:max 

v) 0,25 A < a < 0,71 A; 

vi) angulos de incidencla (J = 0°, 45° ou 90°. 

Estes valores foram propositadamente escolhidos de forma a permitir compa­
racoes com resultados dlsponlvels. 

o primeiro caso analisado foi 0 de um cilindro circular hornoqeneo de raio 
'c = 0,3A e €r = 4. Para quebrar a simetria do problema, considerou-se 
o centro do crrculo C', que define a malha de elementos finitos, deslocado 
de D = 0,n do eixo do cilindro. Com lsto, garante-se que a solccao nurnerlca 
nao seja simplesmente uma inteqracao da equacao de Bessel como 0 seria 
se houvesse simetria angular na geometria. Como as func;:6es geradas numeri-
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carnente nao dependem da onda incidente, a colncldsncla entre os centros 
da malha de elementos finitos e do cilindro circular homoqeneo conduz a 
um problema unidimensional na coordenada radial, independente do anqulo 
1J. A Fig. 6 mostra a malha anular conforme construlda para este caso, 
e 0 diagrama de espalhamento 9 (¢) esta na Fig. 7. Observa-se excelente 
concordancla do resultado do programa com a solucao exata obtida par 
separacao de varlavels, com dllerencas menores que 2% na curva de mag­
nitude. 

Figura 6. Malha anular conforme para 0 cilindro circular homoqeneo com 
er = 4 ere = O,3X. 

235 4 
-+---+---1f----+--+-~-=-----__'_-+- 0 01800 

2 

2700 

Figura 7. Diagrama de espalhamento do cilindro com €r = 4 e rc = O,3X. 
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e = 0° 

1,0 

••• 

PROGRAMA ESPEMC 

II()O _~+--+--+---t--+--+---+-+-t---0° 

Em seguida, foram calculados os diagramas de espalhamento para um cilindro 
elltico e para dois cilindros circulares superpostos. Nas figuras 8 e 9 estao 
mostradas as magnitudes de 9 (r/J) obtidas e as geometrias correspondentes, 
bem como os resultados contidos em [11] e [25], respectivamente. As diferen­
gas observadas sao menores que 10%. 

••••• REFERtNCIA [II] 

Figura 8. Magnitude do diagrama de espalhamento de um cilindro elftico 
hornoqeneo com €r = 2, a = O,57A e b = O,24X. 

o programa ESPEMC foi, entao, usado no caso de um cilindro circular de 
raio rc = 0,2>" e com permissividade relativa dada por 

E = [5-4(x/r )2 ] r c)2]/[1+4(y/rc

Na Fig. 10, estao mostradas as maqnjjudes dos diagramas de espalhamento 
obtidos a partir do programa e de [11], observando-se, entre estas curvas, 
diterencas menores que 10%. Finalmente, as cascas clllndricas de secao 
reta circular e semi-circular foram analisadas, computando-se suas larguras 
de ~~, W( q,). Estas curvas estao mostradas, juntamente com os graticos 
de [26], nas.figuras 11 e12. As diterencas observadas entre os resultados 
do programa ESPEMC e os de [26] sao rnenores do que 15%. 

Para se estudar a relacao entre a preclsao dos resultados e a densidade 
de elementos na malha (nurnero medio de intervalos radiais por comprimento 
de onda), foram efetuados testes com cilindros circulares de diferentes raios 
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• • 

••••• REFERtNCIA [25] 

PROGRAMA ESPEMC 

• 

180° 0° 
3,0 1,0 

• 

8 = 0° 

Figura 9. Magnitude do diagrama de espalhamento de dois cilindros hornoqe­
neos superpostos com €r = 4 e R = 0,3;\. 

rc e variando 0 tamanho das malhas. Buscou-se, com isso, investigar como 
o erro 1'](;1»1 varia com relacao ao pararnetro kh= €r1l2 (kohl, onde h 
e a medida do maior lado do elemento rnedlo da malha. AFig. 1Sapresenta 
graticos deste erro obtidos pelo proqrarna ESPEMC e em [11]. no caso 
de 'c = 0,4;\e €r = 4. Uma comparacao dos resultados mostra a eflciencla 
superior da presente lrrplernentacao, com os mesmos nlvels de preclsao 
sendo alcanc;:ados para valores menores de kh, isto e, com malhas menos 
densas. 

Dentre as qualidades do metoda de unimomento frequenternente apontadas, 
foram comprovadas par este trabalho as seguintes: 

I) a introducao de um contorno circular artificial permlta resolver separa­
damente os problemas interior e exterior, possibilitando um tratamento distinto 
para a reqlao lnornoqenea e/ou de geometria complexa; 
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•••••• REFERENCIA [II] 

PROGRAMA ESPEMC 

• 

180 0 --+-+--+--t------1f--~-___t--+--_+___t-i'1t--_t_-

1,0 

• 

Figura 10. Amplitude do diagrama de espalhamento de um cilindro 
circular nao-homoqeneo com rc= 0,2:\ e 

e = [5-4 (x/r )2 ] / f 1 + 4 (y/r )2 ], (8 = 0°).r c c

ii) como as expans6es interior e exterior sao acopladas sobre um cfrcuio, 
basta calcular uma vez os valores das tuncoes de Hankel e de suas derivadas; 

iii) grande parte do estorco computacional independe do campo inciden­
te, tornando muito econ6mico 0 calculo sirnultaneo do espalhamento para 
varlas ondas incidentes. 

A principal caracterlstlca da lmplernentacao aqui apresentada e 0 usa da 
malha anular conforme, que provou ser versatll com relacao aos problemas 
abordados. Mesmo envolvendo 0 projeto de um gerador autornatlco de malhas, 
ela ainda e computacionalmente simples se comparada aos rnetodos que 
utilizam elementos lnomoqeneos, 

•• 
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5,0 •••••	 REFERENCIA [26] 

PROGRAMA ESPEMC 

4,0 

0 
u 3,0 
w 

r2@w 
CI 

d; 
0:: 
:J 

'"0:: 

2,0 

d; 
-.l 

I 

"Ot 
0,0
 

0 20
 140 160	 180 

i1J (GRAUS) 

Figura 11.	 Largura de eco de uma casca cilfndrica circular com 
€.=4,rl =0,3)" e r2 =0,25).. W=oQ) . 

1,0 ••••• REFERENCIA [26] 

----- PROGRAMA ESPEMC 
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Figura 12.	 Largura de eco de uma casca cilfndrica semi-circular 
com €r = 4, rl = 0,3:\ e r2 = 0,25:\ (8 = 0°), 
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Estorcos estao, agora, em andamento no sentido de estender a metodolo~i~ 
de modo a torna-Ia apltcavel aos calculos de espalhamento por corpos trldl­
mensionais de revolucao, 

~ 10 REFERENCIA [II] 

PROGRAMA 

•-Gl 8 

2 
~ 

0 6 
> 
~ 
Cl: 
-J 
~ 4 I 
a:: I 
0 
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a:: 
~ 

2 

I 
II 

I 

,,"" " 

° ° 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 

kh=.;&;koh 

Figura 13. Erro relativo na amplitude de g (<P) em tuncao do pararnetro 
da malha kh. 
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